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Uber analytische fastperiodische Funktionen. 


Von 
Harald Bohr in Kopenhagen. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit wird ein Problem aus der Theorie der 
analytischen fastperiodischen Funktionen behandelt, welches fiir die ge- 
nannte Theorie ein gewisses prinzipielles Interesse darbietet. Bevor ich 
dazu iibergehe, die Fragestellung naher zu erértern, werde ich mir zunichst 
erlauben, in aller Kiirze an einige bekannte Resultate aus der Theorie der 
fastperiodischen Funktionen’) zu erinnern, welche wir fiir das Folgende 
bendtigen. 

Zunichst einige Worte iiber fastperiodische Funktionen einer reellen 
Veranderlichen ¢. Von einer auf der Zahlenachse liegenden Punktmenge 
soll gesagt werden, da8 sie daselbst ,,relativ dicht“ liegt, falls sie in jedem 
Intervall einer gewissen Linge Z mit mindestens einem Punkt vertreten 
ist. Eine fir —-~~ <t< oo stetige Funktion F(t) = U(t)+iV(t) heibt 
fastperiodisch, wenn es zu jedem e>O eine relativ dicht liegende 
Menge von Verschiebungszahlen t= 1(e) gibt, d.h. Zahlen 1t, welche fiir 
alle ¢ die Ungleichung 

| F(t+1)— F(t)|Se 
befriedigen. Jeder fastperiodischen Funktion F(t) ist eine Fourierreihe 
F(t) ~ SA, ef nt 


zugeordnet, welche ihrerseits die Funktion F(t) eindeutig bestimmt. Im 
Spezialfall einer reinperiodischen (stetigen) Funktion F(t) der Periode p 
1) H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen I, II, III, Acta Mathe- 


matica 45, 46, 47. Fir die vorliegende Arbeit kommt jedoch nur die dritte Ab- 
handlung in Betracht. 
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stimmt diese Fourierreihe mit der gewdhnlichen Fourierreihe der Funktion 


| 
oo tim—t 


iiberein. 

Im Folgenden werden wir es mit analytischen fastperiodischen 
Funktionen einer komplexen Verinderlichen s —o-+-it zu tun haben. 
Eine im Streifen a<o< Bf (—co<a<f<-+ co) regulire analytische 
Funktion f(s) heiBt fastperiodisch in «a <o< f oder kiirzer in (a, £), 
falls es zu jedem ¢>O0 eine relativ dicht liegende Menge von Verschie- 
bungszahlen t= 1(e) gibt; hierbei soll eine (reelle) Zahl « nur dann als 
eine zu der gegebenen Funktion f(s) und dem gegebenen Streifen « < o < 8 
gehérige Verschiebungszahl t(¢) bezeichnet werden, falls sie fiir alle s des 
ganzen Streifens der Ungleichung 


[f(s +#t) —f(s)|Se 


geniigt. Mit anderen Worten: bei jedem festen o des Intervalles «<0 < ~ 
soll die Funktion F,(t)=f(o-+¢t) eine fastperiodische Funktion der 
reellen Verinderlichen ¢ sein, und die Fastperiodizitat in ¢ soll ,,gleichartig“ 
in bezug auf den Parameter o stattfinden. Ferner soll eine in «<o< B 
regulire Funktion als fastperiodisch in [a, 8] bezeichnet werden, wenn sie 
in jedem beschnittenen Streifen (« <)a,<«o< £,(< ) fastperiodisch 
ist, und sie hei®e fastperiodisch in [«, 8) bzw. in (a, 8], wenn sie in jedem 
einseitig beschnittenen Streifen (a <)a,<o0<f baw. a<o< f,(< f) 
fastperiodisch ist. Uberhaupt werden wir eckige Klammern in diesem 
Simne gebrauchen; so soll der Ausdruck ,,eine Funktion f(s) ist beschrinkt 
in [a, 8)“ bedeuten, daB in jedem Teilstreifen (a <)a,<0< f, (< B) 
eine Ungleichung der Form |/f(s)|< K(a,,8,) besteht. Es gilt der Satz, 
daB jede in [«, 8] fastperiodische Funktion f(s) in [a, 8] beschrankt ist. 
Zu einer in (a, 8) (oder in [a@, 8]) fastperiodischen Funktion f(s) gehért 
eine Dirichletentwicklung 
DA, e4n* = SA eAntotio, 

welche die Fourierreihen aller Funktionen F(t) = f(o + it) (e<o0< f) 
formal zusammenfaft; d.h. in der Fourierreihe ’ A‘ e‘4*"* der fast- 
periodischen Funktion F,(t) hingen die Exponenten A\” nicht von o ab, 
und die Koeffizienten A\” haben die Form A,e4**, wo A, von o un- 
abhingig ist. Die Dirichletentwicklung einer in [«, #] fastperiodischen Funk- 
tion f(s) ist also durch die Kenntnis der Fourierreihe von F, (t) = f(o + it) 
fiir ein einziges festes o des Intervalles «<o<  villig bestimmt. Im 
Spezialfall einer in « <o< reinperiodischen (reguliren) Funktion f(s) 
der Periode ip stimmt die Dirichletentwicklung SY A,e4"* der Funktion 
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mit ihrer Laurentreihe : 
a 
m—s 


xs ae 
iiberein. SchlieBlich bemerke ich, daB die Grenzfunktion f(s) = lim f, (s) 
einer im Streifen a<o< gleichmaBig konvergenten Folge von Funk- 
tionen f,,(#), deren einzelne Elemente f,,(s) in (a, 8) fastperiodisch (also 
eo ipso regulair) sind, ebenfalls in (a, ) fastperiodisch ist, und daB die 
Dirichletentwicklung von f(s) in («, 8) durch formalen Grenziibergang aus 
den Dirichletentwicklungen der einzelnen Elemente f,,(8) entsteht; speziell 
ist also das konstante Glied in der Entwicklung von f(s) der Grenzwert 
des konstanten Gliedes von f,, (8). 

Das in dieser Abhandlung zu behandelnde Problem gehért dem allge- 
meinen Problemkreis an, inwiefern und inwieweit fastperiodische Eigen- 
schaften (darunter auch die Dirichletentwicklung) bei analytischer Fort- 
setzung erhalten bleiben. In dieser Hinsicht ist eine Reihe von Satzen 
bekannt; vor allem sei der folgende Satz genannt, der uns direkt auf 
unsere Fragestellung hinfihrt. 

Es sei a < y<6<. Damit eine in dem (beliebig schmalen) Teil- 
streifen y<o<6 als fastperiodisch, also a fortiori regular analytisch, 
vorausgesetzte Funktion f(s) in dem ganzen Streifen [«, 8] als fastperiodische 
Funktion existiert, ist hinreichend, daB f(s) von y<o<6 in a<ca< 8 
als eindeutige regulire Funktion analytisch fortsetzbar sei und in [a, 8] 
beschrinkt bleibe. 

Nach dem oben Erwiahnten wissen wir, daB diese Forderung der Re- 
gularitét und Beschranktheit von f(s) im ganzen Streifen [«, 6] zugleich 
auch eine notwendige Bedingung fiir die Fastperiodizitat von f(s) in [a, £) 
darstellt. Es fragt sich aber, ob es ndétig ist, die genannte Forderung 
explizit als Annahme aufzustellen, oder ob sie vielleicht durch anders- 
geartete Annahmen ersetzt werden kann. Ein wichtiges hierhergehériges 
Resultat besagt: 

Es sei «,< ~,<«,< 8, und f,(s) eine in [@,,f,], f,(8) eime in 
[a,, 8,] fastperiodische Funktion, von denen vorausgesetzt wird, daB sie 
in [a,, 8,] bzw. in [a,, 8,] dieselbe Dirichletentwicklung » A, e4=* 
besitzen. Dann gehen f,(s) und f,(s) durch analytische Fortsetzung aus- 
einander hervor, und zwar gibt es eine im ganzen Streifen «, <0 < f, 
regulére Funktion f(s), die in a, <o<f, mit f,(s) und in a,<o< Bf, 
mit f,(s) zusammenfallt, und welche im ganzen Streifen [«,, 8,| fast- 
periodisch (also a fortiori beschrinkt) ist und daselbst natiirlich die 
Dirichletentwicklung YA, e4»* besitzt. 

Jetzt wollen wir aber keinerlei Annahmen iiber die Dirichletentwick- 


lungen machen, sondern wieder (wie in dem erstgenannten Satze) aus- 
1* 
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driicklich voraussetzen, daB die in einem gewissen Streifen als fastperiodisch 
angenommene Funktion f(s) tiber diesen Streifen hinaus als reguliére Funk- 
tion analytisch fortsetzbar ist*); dagegen wollen wir die Forderung des 
Beschranktbleibens der Funktion bei der analytischen Fortsetzung fallen 
lassen und versuchen diese durch die andersartige Forderung zu er- 
setzen, daB f(s) bei der analytischen Fortsetzung wieder einmal (in 
einem neuen Streifen) fastperiodisch wird. In genauer Formulierung 
lautet unsere Frage: 


Es sei a, <B,<a,<f, und f(s) eine im ganzen Streifen a,<o0< p, 
regulare analytische Funktion, die sowohl in [«,, 8,| wie in [a,, 8.) fast- 
periodisch ist. LaBt sich dann hieraus folgern, daB f(s) im ganzen 
Streifen [«,, 8,) fastperiodisch ist? 

Wenn nicht, ist es nach dem Obigen klar, 1. daB die Dirichletent- 
wicklungen von f(s) in den beiden Streifen [a,,8,] und [«,, 8,] von- 
einander verschieden sein miissen, so da8 also eine Anderung der Dirichlet- 
entwicklung eintreten kann, ohne da8B die Funktion dabei eine Singularitat 
iiberschreitet, und 2. daB f(s) gewiB nicht im ganzen Streifen [«,, £,| 
beschrankt bleiben kann, woraus nach Phragmén-Lindeléfschen Satzen 
folgt, daB ihr Verlauf zwischen den beiden Fastperiodizitatsstreifen von 
sehr komplizierter Art sein muB. 

Im Spezialfall der reinperiodischen Funktionen ist die Frage selbst- 
verstandlich bejahend zu beantworten; hier handelt es sich ja um eine 
genaue funktionale Relation f(s +ip)—f(s)=0 und nicht um Funk- 
tionalungleichungen |f(s-+ir)—f(s)|<e, und falls die Relation 
f(s +p) — f(s) = 0 in einem Teilbereich eines Regularititsstreifens von 
f(s) erfiillt ist, wird sie ja von selbst im ganzen Streifen erfiillt sein. 

Im allgemeinen Fall der fastperiodischen Funktionen ist aber unsere 
Frage mit Nein zu beantworten. Dies nachzuweisen ist das Ziel der vor- 
liegenden Arbeit. Es geschieht durch Angabe eines ,,Gegenbeispieles“, 
dessen Konstruktion vielleicht auch an und fiir sich ein gewisses Interesse 
darbietet. Wir wollen iibrigens ein Beispiel angeben, welches in dem uns 
interessierenden Sinne méglichst vieles leistet, und zwar indem die beiden 
Streifen «,<o< £, und «,<o< f, zu Halbebenen ausgeartet sind, die 


*) DaB man aus dieser Voraussetzung allein nicht schlieBen kann, daB f(s) bei 
der analytischen Fortsetzung fastperiodisch bleibt, ist schon aus der Theorie der 


gewohnlichen Dirichletreihen as bekannt; so ist z. B. die durch die Reihe 
—1)e+1 
>= . definierte ganze transzendente Funktion £(s)-(1—2‘~*) fastperiodisch 


in ape dagegen gewiB nicht fastperiodisch iiber die Gerade o =1 hinaus, weil 
sie auf der Geraden o = 1 nicht einmal beschrankt bleibt. 
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sogar lings einer vertikalen Geraden (iibrigens der imaginaren Achse) an- 
einander stoBen. Das ganze sonderartige Benehmen der Funktion, welches 
durch das Aufhéren und Wiedergewinnen der Fastperiodizitat hervorgerufen 
wird, findet also in der unmittelbaren Nahe einer einzigen Geraden (o = 0) 
statt. Wir formulierer unsere Behauptung in dem folgenden Satz: 

Es gibt eine ganze Transzendente f(s), die sowohl in (— co, 0), wie 
auch in (0, + co) fastperiodisch ist, welche aber in den beiden genannten 
Halbebenen verschiedene Dirichletentwicklungen besitzt. 

Das Beispiel einer Funktion f(s) mit den erwahnten Eigenschaften 
wird so konstruiert, da8 es aus einfachen Bestandteilen, niamlich rein- 
periodischen Funktionen (aber mit untereinander verschiedenen Perioden), 
durch Addition und Grenziibergang aufgebaut wird. Hierbei stellt sich 
aber zunichst eine prinzipielle Schwierigkeit ein, nimlich die, daB eine in 
(@,,8,) regulare und in den beiden Teilstreifen («,,8,) und (a,, B,) 
periodische Funktion eo ipso in («,, 8,) und (a, ,) dieselbe Dirichlet- 
entwicklung (Laurententwicklung) besitzt. und es eine nicht leicht anzu- 
greifende Aufgabe scheint, durch Zusammensetzung von Bausteinen, von 
denen jeder in («,, 8,) und (@,,8,) identische Entwicklungen haben, zu 
einer Funktion zu gelangen, deren Dirichletentwicklungen in («,, 8,) und 
(a,, 8,) verschieden ausfallen. Diese Schwierigkeit wird bei der Konstruktion 
dadurch umgangen, daB die reinperiodischen Funktionen, mit denen wir 
operieren, nicht im ganzen Streifen (a,,8,) regular sind, sondern 
auf einer gewissen Geraden (fquidistant liegende) Pole besitzen. Solche 
meromorphe periodische Funktionen haben natiirlich verschiedene Laurent- 
entwicklungen links und rechts von der betreffenden Geraden. Es wird 
nun die gesuchte Funktion so aufgebaut, da8 die eingefiihrten Pole wieder 
zum Verschwinden gebracht werden, indem die von den verschiedenen 
periodischen Bestandteilen herriihrenden Pole einander aufheben. Die tat- 
sichliche Ausfiihrung dieses Gedankens — die eine gewisse Vorsicht ver- 
langt — wird vor allem durch die Heranziehung einer bekannten von 
Runge herriihrenden Methode der ,,Polverschiebung* erméglicht. Um den 
Gedankengang bei der Konstruktion unseres Beispieles méglichst klar her- 
vortreten zu lassen, schicken wir zunichst eine kleine vorbereitende Hilfs- 
betrachtung voraus. 


‘ 


Eine funktionentheoretische Hilfsbetrachtung. 


Zuniachst fiihren wir einige Bezeichnungen ein, die wir im ganzen 
Folgenden verwenden werden. Mit P(x) (sowie P* (x), P, (x), P,(x) usw.) 
werden wir Polynome bezeichnen. Ferner werden wir mit R(z) (sowie 
R, (z), R,(z) usw.) rationale Funktionen einer komplexen Verinderlichen z 
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bezeichnen, welche die Form haben 
es 
R(z)= P(az)): 
die also in der ganzen Ebene einschlieBlich des unendlich fernen Punktes 
regular sind bis auf Pole in den beiden Punkten z= +4 und z= —i. 
Fiir |z| << 1 baw. fiir |z| > 1 gelten somit Potenzreihenentwicklungen 
R(z) = Sez” bzw. R(z) = sé.3"", 
m=0 m=0 
wobei speziell c, = R(0), d, = R(cc) ist. 

Spiter werden wir, wie oben erwahnt, mit einer Folge von in der 
ganzen s-Ebene meromorphen periodischen Funktionen (mit untereinander 
verschiedenen Perioden) operieren. Bei jeder einzelnen dieser Funktionen, 
sie heiBe @(s) und ihre Periode ip, wird es bequem sein, durch die Sub- 


stitution z = e** (4 = ==) von der Ebene der Variablen s zur Ebene der 


Variablen z iiberzugehen; hierbei wird eine Folge von Adquidistanten Polen 
8 =8,+n-tp in einen einzigen Pol z = z, abgebildet. Die Durchfiihrung 
gewisser Polverschiebungen, die wir vorzunehmen haben, laBt sich viel 
leichter in der z-Ebene als in der s-Ebene iibersehen. Um dabei das 
nétige Werkzeug fertig zur Hand zu haben, formulieren wir den folgenden 
Hilfssatz : 
Es seien r, < 1 und r, > 1 zwei feste positive Zahlen (die beliebig wenig 
von 1 abweichen diirfen). Mit G = G(r,,r,) 
bezeichnen wir das offene einfach zusammen- 
hangende Gebiet der z= re‘®-Ebene (vgl. 
Fig. 1), welches aus 
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—-{7<0<4 
zusammengesetzt ist. Ferner sei P(x) ein be- 
liebig gegebenes Polynom und R (z) = P(=53) ; 
Dann gibt es zu jedem vorgegebenen «>0 ein Polynom P*(x) mit der 
Eigenschaft, da8 im ganzen Gebiete G die Ungleichung 
(1) | P*( 
stattfindet. 


Diese — beim ersten Blick wohl iiberraschende — Méglichkeit, die Pole 
von den beiden Punkten z= +7 und z= —i nach dem ganz anderswo 


w4)- R(z)|<e 
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gelegenen Punkte z= —1 zu verlegen, ohne das Verhalten der Funktion 
im Gebiete G merkbar zu fndern, ist eine wohlbekannte Tatsache und 
wird sofort durch ein ebenso einfaches wie elegantes Verfahren von Runge 
in Evidenz gesetzt*). 

Einer spaiteren Anwendung wegen fiigen wir hinzu, daB aus der Un- 


gleichung (1) folgt, da8 in den beiden Potenzreihenentwicklungen Sa, 2” 
und S0, z ™ der Funktion P*(— i)- R(z) die konstanten Glieder a, 


und b, beide numerisch kleiner als ¢ sind; wir brauchen ja nur z= 0 
bzw. z= co in (1) zu setzen. 

’) Fiir den Leser, der das allgemeine Verfahren von Runge nicht kennt, sei es 
fiir unseren Fall kurz angegeben: Es geniigt offenbar, jeden der beiden Pole z = +i 
und z = —i fiir sich nach z = —1 zu verlegen, also etwa zu zeigen, daB es zu einem 
beliebig gegebenen Polynom Q(x) ein neues Polynom Q*(zx) gibt, so daB im ganzen 
Gebiete G die Ungleichung 
é 


2 








(_1 

10° \z+1 si)- (=) 
besteht. Zu diesem Zwecke teilen wir den Viertelkreis r = 1, SoS ax in N Teile 
durch die aufeinander folgenden Punkte z, =i, z,, z), ..-, Zy_1, Zy = —1, die so nahe 
aneinander gelegen sind, daB der Abstand zweier aufeinander folgenden Punkte kleiner 
ist als der Abstand des genannten Viertelkreises vom Rande. des Gebietes G. Wir 
fihren die Verschiebung des Poles von z =i nach z= —1 in N Schritten aus, indem 
wir ihn zuniachst von z,=i% nach z,, dann von z, nach z,,... und schlieBlich von 
Zy_, nach zy=—1 verlegen. Fihren wir etwa den ersten Schritt aus (die anderen 
verlaufen wértlich ebenso), d. h. bestimmen wir ein Polynom Q,(x) so, daB im Ge- 

é 


biete G die Ungleichung 
}a (=> =)-¢(=) aN 


besteht. Nach Annahme gibt es einen Kreis |z—z,| =o, welcher z im Innern ent- 
halt, dessen AuBeres aber das Gebiet G ganz umfaBt. Weil die gegebene Funktion 


< 








Q ¢ ~ ) fiir |z—z,|>e einschlieBlich des unendlich fernen Punktes regular ist, 
~—= Me 





14B8t sie sich fiir |z—z,|>o in eine Potenzreihe nach Potenzen von entwickeln, 


@(=5) "2D asay (jt-a|>e@)- | 


Diese Reihe konvergiert gleichmaéBig in G, und es l48t sich daher ein M so finden, 
daB in G die Ungleichung 


Cc, 


|¢ (=z) - Lasky 


é 


<oyN 





M 
besteht. Somit ist das Polynom Q,(z)= > /c,2z” von der gewiinschten Art. 
v=0 











H. Bohr. 


Durechfiihrung der Konstruktion. 


Wir gehen von einem méglichst einfachen Polynom, etwa P,(z) =z, 
aus und bilden die Funktion 


1 1 
P “(az r) ~ B41 
mit dem einzigen Pole z= —1. Indem wir z= e”* setzen, erhalten wir 
die meromorphe periodische Funktion der Periode 27 


1 
fo(#) = Gary 


mit den Polen s=(2¢g+1)t (¢g=0,+1,...). Diese Funktion f,(s) 
soll bei unserer Konstruktion die Ausgangsfunktion sein. [Wir haben mit 
Absicht keinen Pol in den Punkt s = 0 gelegt, um bei dem jetzt folgenden 
sukzessiven Wegriumen der Pole bequem symmetrisch in den beiden Halb- 
ebenen ¢>0 und #¢<0 vorgehen zu kénnen.}] Den Entwicklungen 


3 (—1)"s" und 2 (~1)""*s"* von = fiir |2| <1 bzw. |z| >1 ent- 
0 1 : 


sprechend lauten die Dirichletentwicklungen von f,(s) in den beiden Halb- 
ebenen (— oo, 0) bzw. (0, + 0) 


und 
f(e)= 3(—1)""*e*” (o>0); 
m=1 


wir bemerken, daB die erste das konstante Glied 1, die zweite das kon- 
stante Glied 0 hat. Wir gehen nun dazu iiber, die Pole (2g-+-1)¢ der 
Funktion f,(s) durch Addition weiterer meromorpher periodischer Funk- 
tionen (mit gréBeren und gréBeren Perioden) wegzuschaffen, wobei wir uns 
das Ziel vor Augen 24 miissen, schlieBlich zu einer iiberall reguliren, in 
(— 0,0] und [0, co) fastperiodischen Funktion f(s) mit verschiedenen 
Dirichletentwicklungen in diesen beiden Halbebenen zu gelangen. Bei der 
Konstruktion benutzen wir eine feste awe Zahlenfolge 2, > ¢, > ¢,... mit 


<s- 
1. Schritt. Die obige Funktion 
1 1 
fo (8) = Po (<a7<7) _ e"*+1 


ist periodisch mit der Periode 2%. Wir kénnen sie aber auch als perio- 
disch mit der doppelten Periode 47% auffassen und wollen dementsprechend 





nunmehr durch die Transformation e?° =z (statt wie oben durch die 
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Transformation e**=—z) von der s-Ebene zu einer z-Ebene iibergehen. 
Wir erhalten eine rationale Funktion R,(z), namlich die Funktion 


Ry (2) = Po(aepq) =H 


die nunmehr zwei Pole in z=7 und z=—d¢ (statt nur einen Pol in 
z= -—1) aufweist. Wir betrachten speziell die beiden vertikalen Geraden 
o=-—1 und o=-+1 der s-Ebene; sie gehen bei unserer Transformation 


z= e* in die Kreise |z| —r/—e * (<1) und |z|=ri—e? (>1) ier. 
Mittels des vorausgeschickten Hilfssatzes verlegen wir die beiden Pole 
z=+# nach dem Punkte z = —1, genau gesprochen, wir bestimmen ein 
Polynom P,(z) so, daB im ganzen Gebiete G,=—G(r{, rj) (siehe Fig. 1) 
die Ungleichung 


(2) ; 


P, (=a) — Bol?) 
besteht. Indem wir nunmehr wieder durch die Transformation z = e 


s-Ebene zuriickkehren, erhalten wir aus P, 4 


1 
periodische meromorphe Funktion . 


f,(8) =P, (=). 


e?' 41 





<4 





* cur 
) eine mit der Periode 4¢ 


die iiberall regular ist, bis auf Pole in den (dem Punkte z= —1 ent- 
sprechenden) Punkten 2(2¢-+1)%, die doppelt so diinn gesit sind, wie 
die Pole (2q-+-1)¢ von f,(s). Diese Funktion f,(s) geniigt nach (2) in 
demjenigen Teil der s-Ebene, welcher bei unserer Transformation z = ee" 
Bildbereich des Gebietes G, ist, d.h. in den beiden Halbebenen o < — 1 
und o>1 sowie in den periodisch gelegenen Verbindungsrechtecken 


—1<0K<1, 4g—5<t<4q44 der Ungleichung 
(3) |f, (8) — fo(8)| < 4&3 


uns interessieren nur die beiden Halbebenen o < —1 und 
o > 1 und das eine Verbindungsrechteck (q = 0 entsprechend) 


—l<go<l, —p<t<¢. Wir bezeichnen das aus diesen 


drei Stiicken zusammengesetzte Gebiet (siehe Fig. 2) mit I,. 
Im ganzen Gebiete I, gilt also gewiB die Ungleichung (3). SchlieBlich 
bemerke ich noch, daB sowohl in der Dirichletentwicklung (Laurent- 
entwicklung) von f,(s)—f,(s) fiir o<0, wie in der Entwicklung 
dieser Funktion fiir o>0 die konstanten Glieder aj bzw. 6; numerisch 
kleiner als ¢, sind; in der Tat gehen ja die erwahnten Entwicklungen 





Fig. 2. 
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aus den Entwicklungen Saiz” (um z= 0) bzw. yb,2-™ (um z= 00) 
9 0 

der Funktion P, (=) — R,(z) hervor, wenn z= e* gesetzt wird, und 

in diesen letzten Entwicklungen sind nach (2) die konstanten Glieder a; 

und 6, gewiB numerisch kleiner als «,. 


2. Schritt. Die mit der Periode 4% periodische, bis auf die Pole 
in (4q+ 2)¢ regulire Funktion 


hs) =F (=, 


e? +1 





fassen wir nun als eine mit der Periode 87 periodische Funktion auf und 
iiben dementsprechend nunmehr die Transformation e*’—2 auf sie aus. 
Dadurch geht sie in die rationale Funktion 
cre 
R, (2) = P, (55) 


z*¥+1 


mit den beiden Polen z= +1 iiber. Wir betrachten in der s-Ebene jetzt 
1 


die beiden vertikalen Geraden o = —F und o = 5 (statt wie beim ersten 


Schritt die beiden Geraden o = + 1); sie gehen bei der Transformation z = e*” 
in die beiden Kreise |z]=r{’=e * (<1) und |z|=r’=—e® (>1) 
iiber. Wir betrachten (siehe Fig. 1) das Gebiet G (ri, rf’) = G, und ver- 
legen die beiden Pole der Funktion R,(z) von z= +7 nach z= —1, 
indem wir ein Polynom P,(x) so bestimmen, daB im ganzen Gebiete G, 
die Ungleichung 


(4) : 


P, (=) — B,(2)|<e, 


besteht. Indem wir mittels der Transformation z =e’ zur s-Ebene zuriick- 





1 


kehren, erhalten wir aus P, faa eine mit der Periode 87 periodische 
Funktion 
1 
hy (8) = P, (z.—) , 
e* +1 

die bis auf die (dem Punkte z = — 1 entsprechenden) Punkte 4(2¢+1)7 
iiberall regular ist, und welche im ganzen Gebiete 

r.: o<—G, —ZS°S> —1l<t<l; o>s 
(wie oben bei I, benutzen wir auch bei J, von den unendlich vielen 
Verbindungsrechtecken zwischen der linken und der rechten Halbebene 
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nur das eine, welche den Punkt s = 0 enthalt) die Ungleichung 


|f.(8)—fi(8)| <4 


erfiillt, welche aus (4) durch das Kinsetzen von z =e! hervorgeht. Und 
schlieBlich bemerken wir, da8 die konstanten Glieder a bzw. b{ der beiden 
Dirichletentwicklungen der periodischen Funktion f,(s) — f,(s) fiir o<0 
bzw. o > 0 beide numerisch kleiner als «, sind; denn ay” und 5” sind ja 


gerade die konstanten Glieder in den Entwicklungen San 2" (um z=0) 


und S of2 ~™ (um z =o) der Funktion P, (5 i)- R, (z), welche nach 
(4) in den Punkten z= 0 und z= co iin kleiner als ¢, ist. 


Nach (mn —1) Schritten sind wir, von der Funktion f,(s) mit der 
Periode 24 aus, itiber die Funktion f,(s) der Periode 47, die Funktion f, (s) 
der Periode 8% usw. zu einer Funktion f,_,(#) der Periode 2"¢ mit den 
folgenden Eigenschaften gelangt: Sie hat die Form 


fan (0) = Pra =~ ) 
re 


ist also in der ganzen s-Ebene regular bis auf die aquidistant liegenden 
Pole 2"~*(2q +1)¢ (g=0, +1,...) und erfiillt im Gebiete 





Psat o<—; —<0<s—, me ee tlhe o> 
die Ungleichung 

'& (8) — fou _2(8)|<e, -1? 
und die konstanten Glieder aj"~" und 6,"~” in den Dirichletentwicklungen 
von f,_,(8) — f,_¢(8) ir o<0 bzw. o>0 sind alle beide numerisch 
kleiner als ¢,_,. 


n-ter Schritt. Wir fassen 


f,-1(0) = Py_s (= =~ 
a 


als eine mit der Periode 2-2"i=2"**¢ periodische Funktion auf und 





iiben dementsprechend die Transformation z = e®* auf sie aus, wodurch 
wir die rationale Funktion 


R,_,(2) = P,_1 (34) 
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mit den beiden Polen z+ erhalten. Mit rf <1 bzw. r:" >1 be- 
zeichnen wir die Radien der Kreise um den Punkt z= 0, welche bei .der 


na 


J — . 1 1 
Transformation z =e” * den beiden Geraden o = — = bzw. o= = der 


s-Ebene entsprechen, und mit G, bezeichnen wir das Gebiet @(r{"’, r:") 
(vgl. Fig. 1). Wir bestimmen das Polynom P(x) so, daB im ganzen 
Gebiete G, die Ungleichung 


(5) |P. (sa) - R,_,(2)|<¢, 


. e =, * 
besteht. Nunmehr kehren wir durch unsere Transformation z=e*” zur 


s-Ebene zuriick und erhalten aus P, (5 =) die mit der Periode 2"**i 
periodische Funktion 
f,(8) = Pa| = -); 


e +1 





die iiberall regular ist bis auf die Pole 2"(2¢+1)¢ (¢q=0,+1.,...). 
Die Differenz f(s) — f,_,(8) erfiillt wegen (5) im Gebiete 


’ 1 1 1 _2 a 1 
rt 6<——;} -—~~8¢S— =f" <tc: [> = 


die Ungleichung 

(6) \f, (8) — Eola} <4, 

und die konstanten Glieder ap ,” und 6," ihrer Dirichletentwicklungen fiir 
o<0 bzw. o>0 ( d. h. die konstanten Glieder der itaecagasrnel 


lungen Sav’ 2” ik > be 2-™ der Funktion P, (— R,_,@) sind 


71) ~ 
wegen (5) beide numerisch kleiner als «,. vis 


Grenziibergang. Ich behaupte, daB der Grenzwert 
f(s) = lim f, («) 


fiir alle s existiert und eine ganze Transzendente mit den samtlichen Eigen- 
schaften des in der Einleitung aufgestellten Satzes liefert. Bei diesem 
Nachweis wird es gelegentlich bequem sein, die Funktion f(s) statt als 
Grenzwert einer Folge lieber als Summe einer Reihe 


(7) f(s) =f, (8) + 3h (8) — f,_, (8)) 
aufzufassen. 


1. Zunichst ist f(s) eime ganze Transzendente. Denn bei einem 
beliebig groBen festen o liegt ja der Kreis |s|< o in einem der Gebiete 'y 
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und also a fortiori in allen Gebieten [., mit n > N, und wir erhalten somit 


18) ={f6(8) + 3 (ta0@) — fea} + _S (f(0) — faa) 


=fu(s)+ 3 (f.(8)—fy-1(8)), 
n=N+1 


wo die simtlichen rechts auftretenden Funktionen f(s) (n > N) im Kreise 

|s|<@ regulir sind und die Reihe rechts gleichmaBig in |s|< @ konver- 

giert, weil ja daselbst, nach (6), fiir jedes n > N die Ungleichung 
\f(8) — faa (8) <& 

besteht. 

2. f(s) ist fastperiodisch in (—oo,0] und in [0, co). Denn die 
einzelnen Funktionen f,(s) sind fastperiodische Funktionen (sogar regulare 
reinperiodische Funktionen) in (—oo,0) und in (0,00), und bei jedem 
festen » > 0 konvergiert die Folge f,(s) gleichmaBig in (— oo, — y) und 
in (7, co), weil von einer gewissen Stelle N an die beiden letztgenannten 
Halbebenen dem Gebiete I", (n > N) angehéren und daher fiir jedes n > N 
die Ungleichung 

‘ fir o< —y7 
Ile) —f-al)I<4| tur ony 
besteht. 
3. SchlieBlich sind die Dirichletentwickelungen von f(s) in 
—co,0] und in [0,cc) voneinander verschieden; wir haben es 
sogar so eingerichtet, daB schon ihre konstanten Glieder a, und }, von- 
einander verschieden sind. Diese konstanten Glieder sind namlich die 
Grenzwerte der entsprechenden konstanten Glieder der Funktion f(s) fiir 
n— oo, d. h. sie werden durch Summation der konstanten Glieder der ein- 
zelnen Funktionen f,(s) und f,(s) —/f,_,(8) (n=1, 2,...) der Reihe (7) 
gebildet; somit erhalten wir 
a,=1+ Sa, p= 0+ 58h”. 


n=1 n=1 
Wegen | aj” | <«,, |b)" |<e, ist daher 
|a,|>1—Se,> 35 und |b|< Se,<5- 
n=1 n=1 
Also ist a, + 6, und der Beweis vollendet. 


Schlu8bemerkung. 


Durch eine leichte Abanderung der im vorangehenden auseinander- 
gesetzten Konstruktionsmethode gelingt es, auch eine andere, sehr nahe- 
liegende Frage zu beantworten, welche die Definition der Fastperio- 
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dizitat eimer in einem Streifen a <o< # regular analytischen Funktion 
f(s) betrifft. Die Frage lautet: 

Geniigt es, bei der Definition der Fastperiodizitét von f(s) in [«, 2} 
zu verlangen, da§ die Funktion auf jeder einzelnen vertikalen Geraden 
fastperiodisch ist, dh. laBt sich hieraus (wie bei den reinperiodischen 
Funktionen) folgern, daB f(s) in [a, 8] gleichartig fastperiodisch ist? 

Es ergibt sich, daB die Forderung der gleichartigen Fastperiodizitat 
tatsichlich nétig ist, dh. es gibt Funktionen, die in einem Streifen (a, fp) 
regular und auf jeder vertikalen Geraden des Streifens fastperiodisch 
sind, ohne in (a, 8) gleichartig fastperiodisch zu sein. 

Ich werde mich bei dieser Gelegenheit damit begniigen, dieses Ergebnis 
ohne Beweis anzufiihren; in einer weiteren (anderswo erscheinenden) Arbeit 
werde ich die gesamte Klasse aller Funktionen, die in einem Streifen regular 
und auf allen Geraden des Streifens fastperiodisch sind, einem genaueren 
Studium unterwerfen. 


(Eingegangen am 13. 10. 1929.) 


Zur Theorie der Uberkonvergenz. 


Von 
Alexander Ostrowski in Basel. 


Inhalt. 
Einleitung. 
§ 1. Zwei einfache Beispiele fiir Uberkonvergenz. 
§ 2. Potenzreihen, deren Abschnittfolgen in der ganzen lings 
einer geeigneten Kurve aufgeschnittenen Ebene konvergieren. 
§ 3. Uberkonvergente Potenzreihen in beliebigen einfach zu- 
sammenhangenden Gebieten. 


Einleitung. 
1. Hat eine Potenzreihe f(z) = >» a,z” einen (von 0 verschiedenen) 
v=0 


endlichen Konvergenzradius, so kénnen trotzdem gewisse Abschnittfolgen 
dieser Potenzreihe in einem iiber das Innere des Konvergenzkreises hinaus- 
ragenden Gebiete gleichmaBig') konvergieren, wie zuerst M. B. Porter*) an 
Beispielen gezeigt hat. 

*) Dabei sagen wir hier und im folgenden, eine Reihe konvergiere gleichmaBig 
in einer Punktmenge, wenn diese Reihe auf einer geeigneten Umgebung eines jeden 
inneren Punktes der Punktmenge gleichmaBig konvergiert. 

*) M. B. Porter, On the polynomial convergents of a power series, Annals of 
math. (2) 8 (1906), pp. 189-192. Die von Porter betrachteten Beispiele haben die 
Form 5S c,(z(1+z))”. Dieselbe Klasse von Reihen wurde gleichzeitig mit Porter in 
einem anderen Zusammenhang von G. Faber betrachtet (Minchener Berichte, Math.- 
phys. Klasse, 36 (1906), S. 528). Indessen hat Faber die Eigenschaft der Uber- 
konvergenz nicht besonders hervorgehoben. Spiter hat R. Jentzsch (Acta mathem. 
41 (1918), S. 253—270) die Méglichkeit der Uberkonvergenz wieder entdeckt und 
zwei etwas kiinstlich konstruierte Beispiele dafiir gegeben. Die Portersche Klasse 
von Beispielen wurde dann von E. Goursat im Cours d’Analyse 2 (4. Aufl., S. 284) 
wiedergefunden. 


~ 
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In den Jahren 1921—1925 habe ich mich nun wiederholt mit der 
Erscheinung der Uberkonvergenz*) beschaftigt, wobei sich namentlich ein 
wesentlicher Zusammenhang zwischen dem Auftreten der Uberkonvergenz 
und dem Vorkommen von ,,Liicken“ in der Exponentenfolge der Potenz- 
reihe ergeben hat. Ein spezielles im Rahmen dieser Untersuchungen sich 
ergebendes Resultat, das wir im folgenden brauchen werden und als 


»Speziellen Liickensatz“ bezeichnen wollen, lautet: Es set f(z) =-5 a,2” 
eine Potenzrethe mit dem Konvergenzradius 1, und es médge allgemein 
a,=0 fiir n,<¥ <n; sein, wobei n,— co, + 00 ist. Dann konvergiert 
die Folge der den Liicken n,...n{ entsprechenden Abschnitte 


8, (2) = Sa,2” 

im ganzen Regularitatsgebiet von f(z) gleichmaBig gegen f(z). Die prinzipiell 
interessanteste Folgerung aus diesem Satze, daB namlich unter den Be- 
dingungen dieses Satzes das Regularitatsgebiet von f(z) einfach zusammen- 
hangend und schlicht ist, brauchen wir allerdings im folgenden nicht; da- 
gegen werden wir von der Tatsache Gebrauch machen, da8 simtliche Rand- 
punkte des vollstandigen Konvergenzgebietes der Abschnittsfolge s,, (z) 
singulare Punkte von f(z) sind. 

2. In dieser Mitteilung soll nun ein Satz bewiesen werden, der zeigt, 
inwiefern ein (zusammenhangendes) Gebiet, in dem eine iiberkonvergente 
Folge von Abschnitten einer Potenzreihe konvergieren kann, wiilkiirlich 
gewahlt werden kann. Da es sich um eine Folge von Polynomen handelt, 
mu8 jedes zusammenhangende vollstandige Konvergenzgebiet dieser Folge 
einfach zusammenhdangend sein. Ferner miissen wir naturgemaB verlangen, 
daB es mit dem Konvergenzkreis der Potenzreihe zusammenhingt, da nur 
dann die Summe der Reihe sicher eine analytische Fortsetzung der Potenz- 
reihe ist. Endlich darf natiirlich der unendlich ferne Punkt nicht im 
Innern des betreffenden Gebietes liegen. Wir werden nun beweisen, daB 
unser Gebiet im iibrigen vollstandig willkiirlich gewahlt werden kann, mit 
anderen Worten: 

Ist G ein beliebiges einfach zusammenhdangendes Gebiet, das den Null- 
punkt, dagegen aber nicht den unendlich fernen Punkt im Innern enthalt, 
so gibt es eine in G reguldre analytische Funktion f(z), die G zum voll- 


%) Vgl. meinen Vortrag auf der Leipziger Mathematikertagung 1923, Jahresber. 
der Deutschen Mathematikervereinigung 32 (1923), S. 286—295, sowie die dort 
zitierten Abhandiungen; ferner einen Vortrag vor der London Math. Soc., Journal 
Lond. Math. Soc. 1 (1926), S. 251 ff. 
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stdndigen Regularitatsgebiet besitzt und sich durch eine geeignete im ganzen 
Gebiet G gleichmafig konvergierende Abschnittsfolge threr Nullpunkts- 
entwicklung darstellen laBt*). 

3. Bekanntlich kann jedes (zusammenhangende) Gebiet ein vollstandiges 
Existenzgebiet einer analytischen Funktion sein. Wenn nun insbesondere 
das gegebene Gebiet einfach zusammenhingend ist und den unendlich 
fernen Punkt nicht im Innern enthilt, so folgt aus unserem Satze, daB 
man eine solche Funktion sogar so bilden kann, da8 sie sich im ganzen 
Gebiet durch eine geeignete Abschnittsfolge eines geeigneten Funktions- 
elements darstellen laBt. 

4. Den Beweis dieses Satzes erbringen wir im § 3 der vorliegenden 
Mitteilung, der unabhingig von den beiden anderen Paragraphen gelesen 
werden kann. Im §1 gebe ich zwei besonders einfache explizite Beispiele, 
erstens fiir die Uberkonvergenz iiberhaupt, zweitens fiir einen Fall, in dem 
der spezielle Liickensatz direkt anwendbar ist. 

Im § 2 beweise ich verschiedene Spezialfille des obigen allgemeinen 
Satzes nach einer Methode, die sich zwar nicht ohne weiteres auf den 
allgemeinsten Fall iibertragen laBt, aber vielleicht wegen der dabei zu 
benutzenden Uberlegungen und des Zusammenhangs mit einigen Ansitzen 
von Herrn Kakeya von Interesse ist. 


§ 1. 
Zwei einfache Beispiele fir Uberkonvergenz. 


5. Wir diskutieren zunichst ein einfaches Beispiel fiir Uberkonvergenz, 
das einen besonders zugianglichen Spezialfall der Beispiele von Porter-Goursat 
darstellt. Es sei 


© 4" be 4" 
1(s)— BE = Sols 9 (2) SO, 
wo p, der absolut gréBte Koeffizient der Binomialentwicklung von 
(z(1—2))*" ist, so daB alle Koeffizienten von g,(z) absolut <1 sind 
und wenigstens ein Koeffizient gleich 1 ist. Andererseits schlieBen sich die 
Polynome ¢,,(z) zu einer Potenzreihe zusammen, da der héchste Exponent 
eines y,,(z) gleich 2-4” ist, der niedrigste Exponent von 9, ,,(z) aber 
gleich 4-4". Da daher der Konvergenzradius von f(z) genau gleich 1 ist, 


konvergiert die Reihe x9, (z) fir |z|<1 gleichmaBig. Setzt man aber 
n=1 

1—z=y, so verwandelt sich p,(z) wegen z(1—z)=—y(l—y) in 

*) Ich habe diesen Satz ohne Beweis in meinem in der FuBnote *) an letzter 


Stelle zitierten Vortrag angegeben. 
Mathematische Annalen. 103. 2 














18 
%.(y)=%,(1—2), so daB die durch die Reihe 3'y,(z) dargestellte 


Abschnittsfolge von f(z) auch fiir |1—z|<1 gleichmaBig konvergiert. 

6. Es ist nicht schwer, unser Beispiel, in dem iibrigens p, auch 
durch 2*” ersetzt werden kénnte, vollstindig zu diskutieren. Da |p,| = p, 
zwischen der Summe der Koeffizienten von (1-+z)*" und deren arith- 
metischem Mitte! liegt, folgt: 


A. Ostrowski. 


4" 
a" i. 
2 > Pn > Faz? 


so daB die Potenzreihe +* 





” ftir |u|< 2 gleichmaBig konvergiert, fiir 


|u| > 2 dagegen iiberall , leo und iibrigens nach dem Hadamardschen 
Liickensatz den Kreis |u|=—2 zur natiirlichen Grenze besitzt. Daher 
C) a" 
konvergiert die Reihe 5’ ““—*)) innerhalb des Cassinischen Ovals 
n=1 
|2(1—z)| = 2 gleichmaBig und divergiert iiberall auf und auBerhalb dieser 
Kurve. Da der Ubergang von uw =z(1—z) zu z durch eine algebraische 
Funktion vermittelt wird, hat zudem f(z) das Cassinische Oval |z(1—z)| = 2 
zur natiirlichen Grenze. 

7. Wir wollen zweitens ein von mir bereits friiher angegebenes 
Beispiel®) einer Potenzreihe, auf die der spezielle Liickensatz anwendbar ist, 
diskutieren. Wir setzen allgemein fiir ein ganzes k >2 K = K(k) = 101. 
Es sei dann 

K* 
(2) — See E. Simo Y= Svs (2), 


k=2 v=0 








K*)! 2 2 K 
y,(z) iad ( it yee 2)” ey 2% .o, (z), 


v=0 


0, (2) Seen 


Da der héchste Exponent von y,(z) gleich K‘4-K ist, dagegen der 
niedrigste Exponent von w,,,(z) gleich 10*** — K*, schlieBen sich die 
Polynome y,(z) zu einer Potenzreihe zusammen, und fiir die zwischen 
y,(z) und y,,,(z) liegenden Liicken konvergieren die Quotienten der 


beiden ,, Randexponenten “ 





5) Vgl. die in der FuBnote *) zitierten Mitteilungen, sowie Jahresber. d. Deutsch. 
Math.-Vereinigung 34 (1925), S. 183. 
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Wir behaupten nun, daB die Potenzreihe f(z) den Konvergenzradius 1 
hat und eine Funktion darstellt, die in der Halbebene Rz > —1 regular 
ist und die Gerade $iz——1 zur singularen Linie hat, daB ferner, dem 


obigen Satze entsprechend, die durch die Summe Ey, (2) dargestellten 
k=1 


Abschnitte von f(z) in der ganzen Halbebene Rz>—1 gleichmaBig 
konvergieren. 


Wir bemerken zuerst, daB die absolut gréBten Koeffizienten - y, (2) 


gleich +1 sind. Denn die einzelnen Koeffizienten von o,(z) = yicayy (= — - 
v=0 


multiplizieren sich beim Ubergang von z” zu z’** mit == und dieser 


v1 
mit wachsendem » abnehmende Faktor wird gleich —1 fiir »+ 1— K* 


und ist fiir gréBere »-+-1 absolut kleiner als 1. Daher sind die beiden 
°K 
absolut gréBten Koeffizienten von o,(z) gleich + ar und die ent- 
sprechenden Koeffizienten in y,(z) sind +1. Folglich ist der Konvergenz- 
radius von f(z) gleich 1. 
Zweitens gilt fiir |z|<k 
(1) |o, (2) — e-#| <e-™, 
ae der Quotient des (vy + 1)-ten Gliedes bp By durch das »-te ist 


*, daher fiir |z| << k, » > K* absolut <= <> Daher folgt: 








|e-***—o,(2)|<* A (1t+gtet--) 
(2k K*)=* -&* 2ke 
gu = (Fe 


= 


< y <¢*, 


da allgemein fiir ganze 1 > 1 —< <. ist. 


Drittens folgt aus (1) fiir |2|<k, Rz>+ 
K > 3k’, 


ne", 











, 


o,(2)<1+e0™ 
y, (2) < 6kE K-e-B et t™ < gree i ® e~*K, 
so dap Sy, (2) in einer Umgebung eines jeden z mit Riz > —1 gleich- 
ma pig auneies a 
Viertens folgt fiir Rz <—1, |z|<k, aus (1) wegen |z|>1, —-<e” 
lo,(2)|Sle-P*|—1 > Fe, |v (e)lSgePeh = 35, 
; a 
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so daB die Reihe S'y,(z) fiir alle z mit Rz<—1 divergiert. Daraus 
k=1 


folgt aber nach dem oben zitierten Satz, daB f(z) auf der ganzen Geraden 
Rz— —1 singular ist, womit alle unsere Behauptungen bewiesen sind. — 

Es lassen sich nun, wie im nichsten Paragraphen gezeigt werden 
soll, derartige Beispiele fiir die ,gréBten“ in Betracht kommenden Gebiete 
bilden. 


§ 2. 
Potenzreihen, deren Abschnittsfolgen in der ganzen lings einer 
geeigneten Kurve aufgeschnittenen Ebene konvergieren. 


8. Es sei & ein Punkt des Einheitskreises |z| 1, L eine Jordansche 
Linie, die & mit dem unendlich fernen Punkt verbindet und den Einheits- 
kreis nur im Punkte é trifft. Schneidet man die Ebene lings der Kurve L 
auf, so entsteht ein einfach zusammenhangendes Gebiet G,. Solche Gebiete 
wollen wir als L-Gebiete bezeichnen. Wir behaupten nun, daB zu jedem 
L-Gebiet eine in thm reguldre und auf L durchweg singuldre analytische 
Funktion gehort, die im ganzen Gebiet durch eine geeignete Abschnitts- 
folge ihrer Nullpunktentwicklung dargestellt wird. 

Zum Beweise schneiden wir G, noch lings des zum Punkt é fiihrenden 
Radius auf und bezeichnen die um diesen Radius erginzte Kurve L mit 
L* und das durch das Aufschneiden der Ebene lings L* entstehende 
einfach zusammenhangende Gebiet mit G*. Wir lassen ferner fiir einen 
beliebigen positiven Bruch 9 <} eine Kreisscheibe vom Radius 9 mit 
ihrem Mittelpunkt lings L* gleiten und entfernen aus @* alle dabei iiber- 


strichenen Punkte, und ebenso alle Punkte, die auf dem Kreise |z| == 


und auBerhalb dieses Kreises liegen. Dann bilden diejenigen Punkte der iibrig- 
bleibenden offenen Punktmenge, die sich durch einen in dieser Punktmenge 


verlaufenden Streckenzug mit dem Punkt _§ des Einheitskreises ver- 


binden lassen, ein Gebiet S,. S, ist offenbar einfach zusammenhangend, da 
die aus der Ebene entfernten Punkte ein einziges Kontinuum bilden. Jeder 
Punkt von G* gehért fiir hinreichend kleine g allen S, an, und fiir 
0<e@<o’<} liegt S, mit dem Rand (bis auf z =o) ganz in S§,. 
Es sei nun ¢(z) ein in G* (und damit in allen S,) eindeutiger Zweig 
von )z, und a,-+ a, +... sei eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. 
Man bestimme nun zuerst ein Polynom P,(z), so da in 8, durchweg 


|p (2) — P,(z)| Sa, 


ist. Dies ist méglich, da y(z) in 8, > S, regulir und eindeutig ist. Ist 
der Grad von P,(z) etwa n,, so bestimme man ein Polynom P,(z), vom 
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Grade n, etwa, so daB in S; durchweg 
|p (z) — P,(z) —2™*" P,(z)| Sa, 
ist. Zu diesem Zwecke geniigt es, P,(z) so zu bestimmen, daf in S) 


y (z)—P,(z) — P, (z) < a, 


gmt = 4mtl , 





gy (z)—P,(z) 


ist, und dies ist sicher méglich, da <a 
z 1 


in S, regular und ein- 
8 


deutig ist. Auf diese Weise erhalten wir sukzessive eine unendliche Folge 


von Polynomen P,, P,,..., P,,... resp. von den Geraden n,, n,...., M,,«++5 
so daB in Sj4)* durchweg 
(2) |p (2) an P (z) — gett P, (z) — 6 gti tat. tm tk P,(z)| <a, 


ist. Setzen wir allgemein z™*:"*"-1**—* P. (z) = Q,(z), so ist der niedrigste 
Exponent in Q,(z) nicht kleiner als n,+-...+,_,+k—1, also gréBer 
als der h* shste Exponent n,+...+-n,_,+k—2 von Q, _,(z). Daher 
stellt die Reihe Ss Q,(z) eine Potenzreihe ¥ (z) dar, in der gewisse Aggregate 
aufeinander a Glieder in Polynome Q, (z) zusammengefa8t erscheinen. 
Unsere Reihe Py Q,(z) konvergiert im ganzen Gebiet G* gleichmaBig gegen 


y(z). Andererseits hat die Potenzreihe (z) den Konvergenzradius 0. 
Denn sonst wiirde $(z) in einer Umgebung des Nullpunktes gleichmabig 
konvergieren, und die Grenzfunktion miiBte eine in z = 0 regulire analyti- 
sche Fortsetzung von g(z) darstellen, wihrend g(z) = ¥z in z=0 eine 
Verzweigungsstelle hat*). 

9. Die Potenzeihe $(z) hat also Koeffizienten von beliebig groBem 
absoluten Betrage, insbesondere also unendlich viele Koeffizienten, die ab- 


solut gréBer als 1 sind. Andererseits konvergiert die Reihe S1Q, (z)| in 
k=1 


G* gleichmaBig, da in Si aus (2), fiir & und k—1 geschrieben, 
|Q,(z)| a,+a,_, folgt und auch die Reihe a, + (a, + a,) + (a,+a@,)+... 
konvergiert. Man kann daher in der Reihe .) Q,(z) beliebig viele Glieder 
Q,(z) weglassen, ohne da8 sie aufhért, in G@* gleichmaBig zu konvergieren. 
Es sei nun mw, der (oder ein) Koeffizient von Q,(z) von gréBtem absolutem 
Betrage. Dann sind unendlich viele 4, absolut > 1 und man kann an- 
nehmen, indem man eventuell gewisse Q,(z) wegliBt und die iibrigbleiben- 
den umnumeriert, daB durchweg | u,|> 1 ist. Allerdings braucht von nun 


an die Grenzfunktion von Ss Q,(z) in G* nicht mehr gleich g(z) zu sein. 
k=1 





*) Vgi. zu dieser Konstruktion Kakeya, Téhoku Math. Journ. 5 (1914), 8. 40 
bis 44; ferner R. Jentzsch, Acta mathem. 41 (1918), 8. 263—264. 
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Aus |u,|>1 folgt aber, daB auch die Reihe fe ote in G* gleichmaBig 
k=1 “* 
konvergiert. Andererseits stellt sie eine Potenzreihe {,(z) mit dem Kon- 
vergenzradius 1 dar, da alle Koeffizienten von $,(z) absolut <1 und un- 
endlich viele gleich 1 sind. Beachten wir, daB sogar in jedem Polynom 
aie wenigstens ein Koeffizient = 1 ist, so folgt, daB man beliebig viele 
Glieder in der Reihe > weglassen kann, ohne die gleichmaBige Kon- 
kai “* 
vergenz in G* zu beeintriachtigen oder den Wert 1 des Konvergenzradius 
zu andern, solange unendlich viele Glieder iibrigbleiben. Es sei m; der 
niedrigste, m, der héchte Exponent in Q,(z). Man kann nun annehmen, 





da8 mit k—+ co auch mt —+ co gilt, indem man eventuell gewisse Glieder 


weglaBt und die iibrigbleibenden umnumeriert’). Dann ist aber auf §, (z) 
der im § 1 angegebene Satz anwendbar und Zz a ) konvergiert in jedem 
k 


k=1 


reguléren Punkt von $,(z). Daraus folgt nun, daB jeder Punkt von L 
ein singulaérer Punkt von §,(z) ist. Denn wire die Reihe yee) in 
k=1 “* 


einer Kreisscheibe & um einen Punkt ¢ von L gleichmaBig konvergent, 
so wiirde sich durch den Punkt ¢ eine geschlossene Jordansche Kurve 
(sogar ein gewdhnlicher Streckenzug) legen lassen, die den Anfangspunkt & 


von Z im Innern enthalt und auf der die Polynomreihe Pde we! gleich- 
k=1 . 
maBig konvergierte. Dann wiirde aber diese Reihe auch in einer Um- 
gebung von é gleichmaBig konvergieren, und da dasselbe nach dem friiher 
Bewiesenen in jedem von é verschiedenen Punkt der Peripherie des Einheits- 
kreises (der ja sicher in G* liegt) der Fall ist, wire die durch 8, (z) dar- 
gestellte Funktion iiber die ganze Peripherie des Einheitskreises fortsetzbar, 
wahrend $,(z) den Konvergenzradius 1 hat. Wir sehen also, daB die 
Potenzreihe $,(z) den Konvergenzradius 1 hat, ferner auf der ganzen 
Linie L singular ist und da die durch die Reihe 5%) dargestellte 
k=1 

”) Man kann auch von vornherein die rekurrente Definition der Polynome P, (z) 
so ansetzen, daB die Bedingung wt 60 erfillt wird, z. B. dadurch, da8 man 
in der Formel (2) als Faktor bei P,(z) nicht gmtmt---+m%atk-1 sondern 
paste <B> 2 eae annimmt. Ubrigens wiirde fir unsern Zweck bereits die An- 
nahme tim = = oo ausreichen. 





in 


di 
de 


di 


oo & w= © ¢& es 


iN 


“a wwe « 46 SS & 
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Abschnittsfolge von §,(z) in G@* und im Innern des Einheitskreises, also 
in G, gleichmaBig konvergiert. 

10. Obige Uberlegungen lassen eine weitgehende Verallgemeinerung zu, 
die wir noch kurz besprechen wollen, obgleich diese Verallgemeinerung mit 
den weiteren Untersuchungen nicht zusammenhingt und wir spiter all- 
gemeinere Ergebnisse auf anderem Wege erhalten werden, so daB der Schlu8 
dieses Paragraphen auch iibergangen werden kann. 

Man kann z. B. eine aus dem Unendlichen kommende Jordansche Kurve 
in der Nahe des Einheitskreises durch eine Zickzacklinie erginzen, die einen 
Teil der Peripherie des Einheitskreises (von der Gesamtlinge < 27) wellen- 
férmig approximiert, und dann die Ebene lings dieser Kurve (und ihrer 
Grenzpunkte) aufschneiden. Oder es sei @ ein einfach zusammenhangendes 
beschrinktes Gebiet, das den Einheitskreis ganz im Innern enthilt. Man 
betrachte dann eine von der Peripherie des Einheitskreises ausgehende ein- 
fache Kurve, die im iibrigen im AuBeren des Einheitskreises und innerhalb 
G@ bleibt und die ganze Berandung von G spiralenartig (topologisch ge- 
sprochen) approximiert. Auch das lings dieser Kurve aufgeschnittene Innere 
von G stellt das vollstandige Regularitatsgebiet einer analytischen Funktion, 
die in ihrem gesamten Existenzgebiet durch eine geeignete Abschnittsfolge 
ihrer Nullpunktentwicklung dargestellt wird. 

Allgemeinere und prizisere Formulierungen kniipfen an den Begriff des 
irreduziblen Kontinuums zwischen zwei Punkten an. Man nennt ein Konti- 
nuum C irreduzibel zwischen den Punkten A und B, wenn es die Punkte A 
und B enthalt und kein Teilkontinuum von C zugleich die beiden Punkte A 
und B enthalten kann. Allgemeiner bezeichnen wir ein Kontinuum C als ein 
irreduzibles Verbindungskontinuum zwischen zwei fremden abgeschlossenen 
Punktmengen A und B, wenn es sowohl Punkte aus A als auch Punkte 
aus B enthalt, wahrend kein Teiikontinuum von C zu gleicher Zeit Punkte 
aus A und B enthalten kann‘). 

Es sei dann G ein einfach zusammenhingendes Gebiet, das den Einheits- 
kreis ganz im Innern enthalt, dagegen den unendlich fernen Punkt nicht 
im Innern enthalt und iibrigens zum einzigen Randpunkt haben kann. Es 
sei ferner C ein irreduzibles Verbindungskontinuum in der funktionentheo- 


*) Ein Satz von Z. Janiszewski und St. Mazurkiewicz besagt, da8 jedes Kon- 
tinuum, das zwei Punkte a, b enthalt, auch ein irreduzibles Kontinuum zwischen 
a und 6} als Teilkontinuum enthalt. Die Hahnsche Analyse der Primbestandteile 
eines irreduziblen Kontinuums [vgl. H. Hahn, Uber irreduzible Kontinua, Sitzungs- 
berichte der Wiener Akademie, Math.-phys. Klasse, Abt. Ila, 180 (1921), S. 217—250] 
gestattet, diesen Satz ohne Schwierigkeiten dahin zu verallgemeinern, daB ein jedes 
Verbind kontinuum zwischen zwei fremden abgeschlossenen Punktmengen A und B 
ein irreduzibles Verbindungskontinuum zwischen A und B als Teilkontinuum enthilt. 
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retischen Ebene zwischen der Peripherie des Einheitskreises Z und dem 
Rand R von G, das zugleich diesen Rand vollstandig enthdlt, dagegen nicht 
die ganze Peripherie des Einheitskreises. Entfernt man aus der Ebene alle 
Punkte von C, so ist dasjenige der iibrigbleibenden (eo ipso einfach zu- 
sammenhangenden, da sie keine zwei getrennte Randkontinua haben kénnen ) 
Gebiete, das mit dem Innern des Einheitskreises zusammenhingt, das voll- 
stindige Existenzgebiet einer analytischen Funktion, die sich in diesem 
Gebiet Go durch eine geeignete in Gc gleichmaBig konvergierende Abschnitts- 
folge ihrer Nullpunktsentwicklung darstellen laBt. 

In der Tat kénnen wir wiederum zunichst eine im lings eines ge- 
eigneten Radius des Einheitskreises zerschnittenen Gebiets Go gleichmaBig 
konvergierende Folge von Abschnitten einer gewissen Potenzreihe mit dem 
Konvergenzradius 0 konstruieren, und daraus durch dasselbe Verfahren wie 
oben eine Potenzreihe %(z) mit dem Konvergenzradius 1 bilden, die eine 
den Bedingungen des speziellen Liickensatzes geniigende Folge von Liicken 
besitzt, und fiir die die zugehérige Abschnittsfolge sicher in Gp gleichmaBig 
konvergiert. Wir behaupten, daB $3(z) alle Punkte von C zu singuliren 
Punkten besitzt und daher das Innere von Gg als vollstandiges Regularitats- 
gebiet hat. Denn im Innern von @ kénnen Singularitéten von $(z) nur 
auf © liegen. Bezeichnet etwa C die Menge dieser Singularititen, so hat 
C sicher einen Punkt auf Z. Wiirde nun in der abgeschlossenen Punkt- 
menge C wenigstens ein Punkt von C fehlen, so wiirde C sicher kein Ver- 
bindungskontinuum zwischen Z und R enthalten, da C ein irreduzibles 1 
Verbindungskontinuum zwischen Z und RF ist. Dann wiirde sich aber E 
von R durch ein Polygon trennen lassen, das keinen Punkt von C enthilt, 
auf dem daher nach dem speziellen Liickensatz eine gewisse Abschnitts- 
folge von (z) gleichmaBig konvergierte, daher wire $(z) auf HZ durch- 
weg regular, wahrend $§(z) den Konvergenzradius 1 hat. 


§ 3. 
Uberkonvergente Potenzreihen in beliebigen einfach 
zusammenhingenden Gebieten. 


a. ~ & © G7" Be” he 


ie oe tmanph ts 2 fF Ge 2 


Es sei nunmehr G ein einfach zusammenhingendes Gebiet, das den 
unendlich fernen Punkt nicht im Innern enthilt, dagegen den Nullpunkt 
enthalt und, wie wir annehmen diirfen, wenigstens zwei Randpunkte be- 
sitzt (da fiir die im unendlich fernen Punkt punktierte Ebene jede ganze | 
transzendente Funktion das Gewiinschte leistet). Wir behaupten, daB es | 
eine in G analytische Funktion f(z) gibt, die G zum vollsténdigen Regu- | 
laritdtsgebiet besitzt und sich durch eine geeignete im ganzen Gebiet G 
gleichmafig konvergente Abschnittsfolge threr Nullpunktsentwicklung dar- 
stellen lat. 
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Unser Beweis beruht auf einer im wesentlichen von Hilbert herrithrenden 
Approximation eines einfach zusammenhangenden Gebietes G@ durch Lemnis- 
katen. Dabei verstehen wir unter einer Lemniskate eine (reelle) Kurve 
|f(z)|=c, wo f(z) ein Polynom ist. Das Hilbertsche Ergebnis besagt, 
daB man im Innern @g einer beliebigen einfachen geschlossenen Kurve C 
eine Folge von Gebieten G, konstruieren kann, deren Begrenzungskurven L,, 
die Gleichungen haben: |f,,(z)|—=c, wo f(z) Polynome sind, derart, daB 
G,,— Go ist*). Dabei ist jede Kurve L, eine einfache geschlossene Kurve, 
die alle Nullstellen von f(z) im Innern enthilt. 

Andererseits kann man G@ durch eine Folge von beschrinkten Gebieten 
approximieren, die von einfachen geschlossenen Kurven begrenzt sind, und 
auf die daher das Hilbertsche Ergebnis anwendbar ist. Daher kénnen wir 
zu unserem Gebiet G eine Folge von Polynomen f,(z) (y =0,1,2,...) 
von den (genauen) Graden m,>1 konstruieren, so da8 die Kurven 
L,:\f,(z)|=1 (man kann offenbar die Konstanten c alle gleich 1 setzen) 
einfache geschlossene Kurven sind, die einfach zusammenhangende Gebiete G, 
begrenzen, wobei jedes G, samt L, ganz im Innern von G, , , enthalten und 
G, — G sowie m,— co ist. Es sei der Rand von G mit R bezeichnet, der Ab- 
stand des Nullpunktes von R mit 9, der gréBte Abstand der Punkte von L, 
vom Nullpunkt mit o,. Ferner sei Min | f,(z)|=x,, Max |f,(z)|=V, ge- 


zaufL,— 


setzt, dann ist V.<1<~y,. Es sei endlich Sa, eine konvergente Reihe 


vel 
mit positiven Gliedeth. Dann bestimmen wir sukzessive eine Folge ganzer 
positiver Zahlen e, (» = 1, 2,...) folgendermaBen: 
e, sei so groB gewahlt, daB Vi" <a, ist. 
Allgemein wihle man e,,, so, dab 
tri > 2kerm, oF ™ VEY <anss, OO ™ up > 1 


ist. Bildet man dann die Reihe 
f(z) = Fatt Nem (2), 


so sind auf jeder der Kurven L, die Glieder dieser Reihe, von einem k 
an, absolut kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe Sa,, so daB 
k=? 


die Reihe in G gleichmaBig konvergiert. Andererseits sind auf R (und auch 
iiberall auBerhalb G) die absoluten Betrige der Glieder dieser Reihe durch- 
weg >1, so daB G das vollstdndige Konvergenzgebiet dieser Rethe dar- 
stellt. Ferner ist der héchste Exponent des k-ten Gliedes der Reihe gleich 


*) Hilbert, Géttinger Nachrichten, Math.-phys. Klasse (1897), 8. 68—70. Vgl. 
auch die Darstellung im Buche von P. Montel, Lecons sur les séries des polynomes 
« une variable complexe, Collection Borel, Paris 1910, pp. 45—47. 
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2(k — 1)e,_,m,_, +¢,m, <2e,m,, wahrend der niedrigste Exponent 
des (k + 1)-ten Gliedes > 2ke,m, ist. Daraus folgt, daB die Glieder der 
obigen Polynomreihe sich zu einer Potenzreihe zusammenschlieBen, wobei 
zwischen den einzelnen Gliederaggregaten, die in der obigen Reihe zu- 
sammengefaBt erscheinen, Liicken in der Exponentenfolge bestehen, die 
den Bedingungen des speziellen Liickensatzes geniigen. Daher folgt nach 
dem WeierstraBschen Doppelreihensatz und dem speziellen Liickensatz, daB 
die obige Reihe fiir f(z) die Nullpunktsentwicklung fiir f(z) liefert, und 
daB die spezielle Abschnittsfolge dieser Potenzreihe, durch die wir f(z) in 
G@ dargestellt haben, f(z) im Innern des ganzen Existenzgebietes darstellen 
muB, so daB f(z) in allen Punkten von R singular ist, womit alle unsere 
Behauptungen bewiesen sind. 


12. Dieser Beweis la8t sich noch etwas kiirzer fiihren, wenn man die 
Hilbertsche Lemniskatenapproximation, von der wir oben Gebrauch ge- 
macht haben, in etwas modifizierter Gestalt zugrunde legt. Man kann nim- 
lich die approximierenden Lemniskaten L, so wahlen, da8 die zugehérigen 
Polynome f,(z) im Nullpunkt verschwinden, wie man entweder durch eine 
einfache Abanderung des Hilbertschen Beweises oder ebenso einfach direkt 
aus dem oben formulierten Hilbertschen Resultat erschlieBen kann. Ubri- 
gens kann man so sogar zeigen, daBS man eine mit m, ins Unendliche 
wachsende Anzahl von Nullstellen von f(z) willkiirlich auf einer ganz 
innerhalb C liegenden abgeschlossenen Punktmenge vorschreiben kann’). 


) Denn ist die Lemniskate L:|f(z)| = 1 eine einfach geschlossene Kurve und 
-{(z) ein Polynom, so 148t sich ZL folgendermaBen durch eine einfach geschlossene 
Kurve L* mit der Gleichung |g(z)|=1 approximieren, wo g(z) ein Polynom ist, 
das ein gegebenes Polynom P(z) ohne Nullstellen auf LZ als Teiler enthialt: 

Man betrachte die beiden Niveaukurven von | f(z)| =1: 


Li(\f(z)|=1+e) und L_(\|f(z)|=1-e) 


fir ein so kleines «>0, daB ZL, und L_ noch geschlossene einfache Kurven sind, 
und im Streifen zwischen L, und L_ weder Nullstellen von P(z) noch Nullstellen 
von f(z) liegen. Nunmehr bestimme man die ganze Zahl m>1 so groB, da8 durch- 
weg auf L, | P(z)f(z)"|>1 und durchweg auf L_ | P(z)f(z)"|<1 ist. Setzt 
man nun 
g(z) = P(z)-f(z)", 

so liegt die Niveaukurve |g(z)|= 1 ganz im Streifen zwischen L, und L_. Bedenkt 
man nun, daB jedes beschrinkte, von den reellen Ziigen von | g(z)|=1 begrenzte 
Gebiet offenbar Nullstellen von g(z) enthalten mu8, so sieht man leicht ein, daB die 
Kurve |g(z)|=1 eine einfache geschlossene Kurve ist, die wegen der Willkiir in der 
Wahl von « die Kurve L beliebig genau approximiert. 

Zur Hilbertschen Methode mége man‘ iibrigens noch G. Faber, Potentialtheorie 
und konforme Abbildung, Miinchener Berichte, Math.-phys. Klasse (1920), 8. 49—64 
vergleichen. 
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13. Wir erwahnen zum Schlu8 noch den folgenden einfachen 
Satz. Ist P(z) ein Polynom vom Grade m, das im Nullpunkt ver- 
schwindet und auch von 0 verschiedene Nullstellen hat, und ist Sa,2z"— f(z) 
k=1 


eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r (0<r< oo) und ganzen 


% 


positiven Exponenten n,, fiir die allgemein = 





>m ist, so stellt 
pa k-1 
f(P(z)) => a, P(z)™* eine Potenzreihe in z mit iiberkonvergenten Ab- 
k=1 
schnittsfolgen dar. — 
In der Tat ist es dann klar, daB Sa, P(z)™ fiir | P(z)| <r gleich- 
k=1 


maBig konvergiert und fiir | P(z)|> 1 durchweg divergiert. Es geniigt da- 
her zu zeigen, daB unter den reellen geschlossenen Kurvenziigen, aus denen 
die Kurve | P(z)|=1 besteht, kein Kreis vorkommen kann. Ware nun 
aber | P(z)| auf einem Kreise & mit dem Radius r um z, konstant und 
wire P(z) innerhalb & durchweg von 0 verschieden, so miiBte P(z) auf 
§& sowohl das Maximum als auch das Minimum des absoluten Betrages 
innerhalb & und auf & annehmen, daher eine Konstante sein. Hat aber 
P(z) innerhalb & Nullstellen ¢,,...,¢,, mehrfache mehrfach aufgefiihrt, so 
dividiere man P(z) durch 
k 
z— Ce 
IT (z) | Seceeny za 
Tr 





Dann hat me 

(2) 
& konstanten absoluten Betrag, ist daher konstant, und es folgt P(z) 
= Konst. J7(z). Da aber P(z) ein Polynom ist, muB allgemein ¢, = z, 
sein und P(z) kénnte nicht zwei verschiedene Wurzeln haben, entgegen 
der Voraussetzung. 





innerhalb keine Nullstellen und auf der Peripherie von 


(Eingegangen am 8.7. 1929.) 











Uber gewisse Verallgemeinerungen des Landauschen 
und des Schottkyschen Satzes. 


Von 
M. Fekete in Jerusalem. 


1. Herr Valiron*) hat den klassischen Landauschen Satz aus dem 
Picardschen Ideenkreise folgenderweise verallgemeinert: 


I. Es sei a+0 und +1,b6>0,1>0. Dann gibt es eine nur von 
a, b und i abhdngige reelle Zahl L = L(a,b,A) mit folgender Higen- 
schaft: Ist F(s)= F(o+ it) fiiro=>R reguldr, +0 und +1, ist ferner 
bei reellem s—+ co lim F(s) =a, lime**| F’(s)| = b, so ist 
R>L. 


Neuerdings hat Herr Landau*) den Schottkyschen Satz aus dem er- 
wahnten Ideenkreise folgenderweise verallgemeinert: 


Il. Es sei 4>0, 8>0, F(s) fiir o]R regulér, +0 und +1. 
Es sei e** F’(s) fiir s>R beschrdnkt; der hiernach vorhandene Grenz- 
wert a von F(s) bei reellem s—+co sei weder 0 noch 1. Dann ist 
|\F(s)|< S(a,4,8) fir oD[R+8. 
I und II enthalten zwei Resultate von Herrn Bochner*), die ihrerseits 


*) Sur une généralisation d’un théoréme de M. Landau, Comptes rendus hebd. 
des séances de |’Acad. des sciences, Paris, 186 (1928), 8. 1815—1817. 

*) Der Picard-Schottkysche Satz und die Blochsche Konstante, Zweite Abhand- 
lung, Sitzungsber. d. preu8. Ak. d. Wiss. 88 (1928), 8. 389—844. Erster Teil. 8. 339—342. 

*) Remarks on the Theorems of Picard-Landau and Picard-Schottky, The Journal 
of the London Math. Society 1 (1926), S.100—103; S. 101. Der Valironsche Satz I 
ist mit dem Folgenden dquivalent: Ist R= 0, 4=1, so besitzt b eine obere Schranke 
l=I(a), die nur von a abhingig ist. In dem von ihm betrachteten speziellen Falle 
gibt Herr Bochner nun auch die genauen oberen Schranken fir b (bzw. | F(s)|, nach 
unseren Bezeichnungen) und die Funktionen an, bei denen diese Schranken erreicht 
werden. Ubrigens kann man die Bochnerschen Ergebnisse mit dem Satze II und 
einer Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas [vg]. FuBnote *)] kombinieren und 
auf diese Weise, unter weniger Voraussetzungen als bei Herrn Bochner betrefis der 
Funktion, zu den genannten Schranken gelangen. 
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zwei Ergebnisse des Herrn Ritt*) enthalten, in welchen er den Landauschen 
und den Schottkyschen Satz von Potenzreihen auf Dirichletsche Reihen 
f(s) =a,+a,e-**+... mit einem absoluten Konvergenzgebiet verall- 
gemeinert hat. 

2. In der vorliegenden Arbeit will ich die Satze I und II verallgemeinern 
bzw. verschirfen. Zunichst zeige ich, daB in beiden Satzen die Bedingung: 
a+ 0 und +1 gestrichen werden kann. Hier wie bei allen weiteren Ver- 
allgemeinerungen bzw. Verscharfungen werde ich nur den Satz vom Schottky- 
schen Charakter auf direkte Weise herleiten, da, wie ich zeigen werde, der 
entsprechende Satz vom Landauschen Charakter darin immer bereits ent- 
halten ist. Diesbeziiglich verfahre ich ahnlich wie Herr Landau a. a. 0.*), 
wo er aus dem Schottky-Rittschen Satze den Landau-Rittschen Satz ge- 
folgert hat. Doch konnte er sich dabei auf die Existenz des Mittelwertes a, 
von e**f(s) auf einer geeigneten Geraden o = Konstante berufen, was in 
den allgemeineren, in I und II (und in deren Vecschirfungen) betrachteten 
Fallen kein Entsprechendes hat. Darum behelfe ich mich mit dem Phragmén- 
Lindeléfschen Satz®) (der iibrigens fiir die Herren Valiron und Landau beim 
Beweise von I und II das wesentliche Hil‘smittel bot). 


3. Bevor ich die oben angedeutete exste Verschirfung von II beweise, 
will ich zeigen, daB I in II enthalten ist. Meine Beweisfiihrung*) gibt die 
Art der Briicke an, die auch von den Verschirfungen des Satzes II m den 
entsprechenden des Satzes I geschlagen werden kann. Ich behaupte, daB 

1 b 


*) On Certain Points in the Theory of Dirichlet Series, American Journal of 
Math. 50 (1928), 8. 73—86; Teil I (Picard’s Theorem), 8. 73—77. Die Bochnersche 
Arbeit ist Herrn Ritt, Valiron und Landau bis zur Veréffentlichung der unter *), *) 
und *) angefiihrten Publikationen unbekannt geblieben. 

5) Bs sei O<a<a, OSx<e. Es sei g(s) in einem Winkelrawm der Offnung 2 « 
reguldr; auf den Randstrahlen sei 
(*) ig(s)| SM. 

Es sei im Winkelraum gleichmafig 

|g(s)|=O(el*!*). 
Dann gilt (*) im ganzen Winkelraum.“ [Sur une extension d’un principe classique de 
lAnalyse et sur quelques propiétés des fonctions’ monogénes dans le voisinage d’un 
point singulier, Acta Math. 81 (1908), S. 381—406; S. 385.] 

*) Durch &hnliche Beweisfiihrung kann man auch die Verallgemeinerung des 
Schwarzschen Lemmas auf die hier untersuchte Funktionenklasse herleiten: Ist F(s) 
fir o>R regular und | F(s)| <M, , lim, F(s)=0, ist ferner e4# F’(s) fir s>R 
beschrinkt, so ist fir o>R | F(s)|< Me-+(o-R), Vgl. die entsprechende Verall- 
gemeinerung auf Dirichletsche Reihen durch Herrn Rogosinski, Zur Theorie der 
Dirichletschen Reihen, Math. Zeitschr. 20 (1924), 8S. 280—320; S. 290. 
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sicherlich den Anforderungen des Satzes I entspricht. Denn ware F(s) 
fir o> L regular, +0 und +1, so ware nach If fir o> L+1 
| F(#)|< S(a, 4, 1), 
also wiirde fiir o > L + 2 offenbar 
| F’(s)| < S(a, 4,1) 
bestehen. Deshalb wire, mit Hinsicht auf (1), 
|e F’(s)|< e+" 8(a, 4,1) =, fir o=—=L+2; 


je** F’(s)| Se#l*IS(a,4,1)=—O(el*l*), 1<e<2, fir o>L+2. 
Andererseits, aus lim ¢’*| F’(s)| =6 folgt 

e**| F’(s)| < Konstante= Ky, fir s>L+2. 
Der Phragmén-Lindeléfsche Satz®) gabe also zunichst mit g(s) = e** F’(s), 
M= Max (5, Ky), «= 4, x=@, dab e#* F'(s) in beiden Viertelebenen 
o>L+2, t>0 und oD>L+2, t<0 beschrankt ist; alsdann mit 


g(s)=e*F"(s), M=>,a—5, x—0, dab 


e*|F'(s)|<> fir oDL+2; 
das widerspricht der Voraussetzung: lim ¢’*| F’(s)|=b, b>0. 
4. Nun zur erwahnten Verschirfung des Satzes II. 
Ist a =1, so kann man auf die Funktion 
F,(#)=VF(@)_ mit im F,(¢) =, lim YF(e)—~ —1 
den Satz II anwenden, d. h. es gilt fir o> R+#6 
|F,(s)| SS8(—1,4,9), | F(s)| S8(—1,4, 8)", 
mit anderen Worten: im Falle a= 1 geniigt die Wahl 
S(a, 4, #) = S(—1, a, 8)*. 
Daher entspricht im Falle a = 0 
S(a, 4, 8) =1+ S(—1, 4, 8)’ 
den Anforderungen. Damit ist die Existenz der Schranke S(a, i, #) fiir 
jedes a klargelegt’). Daraus folgt (wie I aus II) auch das Bestehen*®) von 
I fiir jedes a. 


) Dieses Resultat enthalt einen Satz von Herrn Bloch. (Les fonctions holo- 
morphes et méromorphes dans le cercle-unité, Théoréme XXX1V; Mémorial des sciences 
math., Fasc. XX, 8. 41.) 

*) Vgl. A. Hurwitz, Uber die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen auf 
einen Satz der allgemeinen Funktionentheorie, Vierteljahrsschrift der naturf. Gesellsch. 
in Ziirich 49 (1904), S. 242—2538, Nr. 3. 





Qdt> aq 
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5. Herr Valiron hat a.a.0.*) beim Beweise seines Satzes I nicht nur 
die Existenz von L(a,b,4) gezeigt, sondern auch eine explizite Formel 
fiir diese untere Schranke der Abszissen derjenigen Halbebenen angegeben, 
wo F(s) regular und doch +0 und +1 ist; er hat nimlich nachgewiesen, 
da8 unter den Voraussetzungen des Satzes I 

bB “a 
16 | a V(loga — 2x1) loga| “¥ 
sem mu8, wobei 8 die sogenannte Blochsche Konstante*) bedeutet. 

Auch Herr Landau hat a. a. 0.*) beim Beweise seines Satzes II nicht 
nur die Existenz von S(a, 4, #) gezeigt, sondern auch eine explizite Formel 

fiir diese obere Schranke des Maximalbetrages in Teilhalbebenen solcher 
’ Halbebenen angegeben, wo F(s) regular, +0 und +1 ist; namentlich 
hat er nachgewiesen, daB unter den Voraussetzungen des Satzes II 


R>—1++log 





~14-Hig? 





|F(e)| gener 


ist, wobei p eine absolute, 8 wiederum die Blochsche Konstante bezeichnet, 
B aber durch die Gleichung 


B = log ( OF eee —1) 


22% 2at 








definiert ist. 
Nun ist bei positivem « und w >e, im Bereiche 
- jaj>e, |a—1/De, |al<o, 
le|Se(e,o), |B|Sy(e,o), 

folglich hat die Abszisse R des Satzes I eine nur von e, w, A und b ab- 
hangige untere Grenze A = A(e, w, 4, b), sobald die Voraussetzungen dieses 
Satzes und auSerdem (2) erfiillt sind, und ahnlich hat | F(s)| fir o>R+0 
eine nur von e, w, 4 und #@ abhingige obere Grenze 2 = 2(e, w, 4, #), 
wenn nur die Voraussetzungen des Satzes II und auBerdem (2) erfiillt sind. 

6. Die letztgenannten Ergebnisse (deren letzteres, wie Satz II den 
Satz I, das erstere enthalt) lassen sich weiter verschirfen. Man kann 
namlich leicht zeigen, daB die ¢-Beschrankung*®) fortbleiben kann, d. h. es 
bestehen die Sitze: 

I*. Es sei w>0, b>0,14>0. Dann gibt es eine nur von ow, b 
und A abhdangige Zahl L* = L*(w,b, 4) mit folgender Higenschaft: Ist 


*) E. Landau, Der Picard-Schottkysche Satz und die Blochsche Konstante, 
Sitzungsb. d. preuB. Ak. d. Wiss. 82 (1926), S. 467—474; 8. 474. 

40) Vgl. H. Bohr und E. Landau, Uber das Verhalten von {(s) und ¢,,(s) in der 
Nahe der Geraden o = 1 (Nachr. d. Gesellach. d. Wiss. zu Géttingen, math.-phys. Klasse, 
Jahrg. 1910, 8. 83083—330). 
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F(s) fir o>R reguldér und dort in jedem endlichen Punkte +0 und 
+1, ist ferner lim F(s) =a dem Betrage nach < w, _jim_e**| F’(s)| =b, 
so ist 

R>L*. 

Il*. Es sei w,>0, 14>0, #>0, F(s) fiir oDR regular und dort 
in jedem endlichen Punkte +0 und +1. Es sei e**F'(s) fiir s>R 
beschrankt; lim F(s)=a sei dem Betrage nach <w,. Dann ist fiir 

8>+a0 
o>R+90 
| F(s)| < 8*(,, 4, 6). 
Natiirlich ist wiederum I* in II* (wie I in II) enthalten. Was den letzteren 
Satz betrifft, so kann ich ihn etwa so beweisen**): 
Geniigt a den Ungleichungen |a|>3, |a—1|>%, so entspricht 
sicherlich 
1 1 
8*(o,, 4,0) = 3) (5,5 +04, 8) 
den Anforderungen des Satzes II”. 
Ist |a|<%, so kann man auf G(s) = )y1— F(s) das Endresultat 


des vorangehenden Paragraphen mit «= J}, w= )o,+1 anwenden, 
sobald von den méglichen Determinationen der Quadratwurzel diejenige 
festgesetzt ist, fiir welche 


R{ lim G@(s)} = R{/1— a} 
negativ ausfallt. D. h. es gilt fir o>R+0 
\¥1— F(s)|< 5 (V3, Yo, +1, 4, 6), 

| F(s)| <1 +2 (V3, Yo, +1, 4, 8)*. 
{st |a —1|< §, so liefert das eben Bewiesene, auf 1 — F(s) angewendet, 
die fir o>R-+@ geltenden Ungleichungen 

[1 — F(s)|$1+.5 (V3, Yo, +1, 4, 9)’, 

| F(s)|S2+5(V%, Yo, +1, 4, 8)". 

Damit ist die Existenz von S*(w,, 4, #) fiir alle a mit |a|<, bewiesen. 


7. Auf Grund des eben bewiesenen Satzes erhalt man ohne Schwierig- 
keit folgende Verschirfung des Satzes II: 





™) Vgl. P. Lévy, Bemarques sur le théoréme. de M. Picard, Bull. de la Soc. 
math. 40 (1912), 8. 25. — Vgl. auch C. Carathéodory und E. Landau, Beitrige zur 
Konvergenz von Funktionsfolgen, Sitzungsb. d. pren®. Ak. d. Wiss. 26 (1911), S. 587 
bis 613; Beitrag von Herrn Bernays, S. 597—598. 











Landauscher und Schottkyscher Satz. 33 


Il**. Es sei w>0,4>0,0>0, F(a) fir o>R regular und dort 
héchstens in einem einzigen endlichen**) Punkte =1 und iiberall**) +0. 
Es sei e** F’(s) fiir s>R beschrankt, der hiernach vorhandene Grenz- 
wert lim F(s)=a gentige der Bedingung 0<|a|<m. Dann ist fir 
o2R+0 

| F(s)| << S8** (a, 4, 8). 
In der Tat, gibt es iiberhaupt in der Halbebene o>R einen endlichen 
Punkt sy mit F(sy)=—1, so geniigt die Funktion 


G(s)=yF(s) mit )F(sr)=—1 
leicht ersichtlich den Bedingungen des Satzes II* fiir das dortige F(s) 
mit w,— Yo; daher ist fir o> R+0 


| F(s)|< 8*(Va, a, 8)’, 


folglich entspricht S** (a, 4, 8) = S*(V@, a, @)” den Anforderungen. Gehért 
aber F(s) der in II* erledigten Funktionenkiasse (d. h. hat keine Einsstelle 
im Endlichen), so leistet bereits S**(@, 4, ®) = S*(w, 4, @) das Gewiinschte. 
Jedenfalls geniigt es also, 


S**(w, 4, 8) = Max{S* (a, a, 8), S*(Va, a, 8)°} 
zu setzen**), 


8. Aus II** (wie I aus II) folgt der Parallelsatz vom Landauschen 
Charakter: 


I*, Es sei w>0, b>0,1>0. Dann gibt es eine nur von w, b 
und i abhangige reelle Zahl L** = L**(w, b, 4) mit folgender Higenschaft: 
Ist F(s) fiir o=>R reguldér und dort héchstens in einem einzigen end- 
lichen**) Punkte = 1 und tiberall**) +0, ist ferner lim F(s)=adem 
Betrage nach < w, jim e**| F(s)| =b, soit) ***® 


B>tk™. 


#2) Herr Ritt, im von ihm untersuchten Falle, betrachtete den Grenzwert 
lim f(s)=a, als jen Wert der Funktion im Punkte s=+oo. Ahnlich kann 


8>+o0 


lim F(s)=a als F(+0o) aufgefaBt werden. a=1 hei®t dann: F(s) nimmt den 


8>+o0 
Wert Eins im Punkte s=-+ 00 an; F(s)+0 iiberall heiBt: weder ist a=0, noch ver- 
schwindet F(s) im Endlichen, usw. 

%*) Ahnlich kann man eine obere Schranke S**(w,4, 0; p) fir | F(#)| in 
o => R+#@ finden im Falle, wo die Anzahl derjenigen Wurzeln der Gleichung F(s) =1, 
die in o=>R liegen, < einer festen positiven ganzen Zahl (=p) ist. Vgl. E. Landau, 
Uber den Picardschen Satz, Vierteljahrsschr. d. naturforsch. Gesellsch. in Zirich 
51 (1916), S. 252—318; Satz XXII, 8. 302. 

%) Ahnlich kann man eine untere Schranke L**(,4, 6; p) fir R finden im 
Falle, wo die Anzahl derjenigen Wurzeln der Gleichung F(s)=1, die in o > R liegen, 
S einer festen positiven ganzen Zahl (= p) ist. 
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9. Durch zweimalige Anwerdung von I** ergibt sich der Satz: 
Ill. Es sei w>0, b>0,A4>0. Dann gibt es eine nur von w, b 
und i abhangige reelle Zahl A = A‘mw,b, 4) mit folgender Higenschaft: Ist 
die Funktion F(s) mit lim F(s)= a +0 und +1, lim e# |F’(s)|=b 
in der Halbebene o => A reguldr, so nimmt sie dort beide Werte 0 und 1 
mindestens einmal oder aber einen von thnen mindestens zweimal an*). 
Nach I** mu8 namlich die Funktion des Satzes III in der Halb- 
ebene o > L**(1-+ w, 6,4) entweder eine singulire Stelle haben oder in 
einem Punkte verschwinden oder aber mindestens an zwei Stellen den Wert 
Eins annehmen. Ahnlich muB sie nach I** (angewendet auf 1— F(s)) in 
der Halbebene o > L**(1-+ a, b, 4) entweder eine singulire Stelle haben 
oder in einem Punkte den Wert Eins annehmen oder aber mindestens an 
zwei Stellen verschwinden. Es entspricht also 


A=L™ (ow +1, b, 2) 


sicherlich den Anforderungen des Satzes III. 


Mathematisches Institut der hebraischen Universitat. 


Jerusalem, 14. Februar 1929. 





1®) Vgl. M. Fekete, Eine Bemerkung zu der Arbeit des Herrn Bieberbach, Uber 
die Verteilung der Null- und Einsstellen analytischer Funktionen, Math. Annalen 88 
(1923), 8. 166—168; S. 166, Satz B. Vgl. auch A. Bloch, Sur les fonctions prenant 
plusieurs fois dans un cercle les valeurs 0 et 1, Comptes rendus hebd. des séances 
de Acad. des sciences 179 (1924), S. 954. 


(Eingegangen am 22. 3. 1929.) 
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Uber gewisse transzendente Gleichungen. 
Von 
Th. Molien in Tomsk. 


Die Frage nach den algebraischen Wurzeln transzendenter rationalzahliger 
Gleichungen, die man sich in Gestalt unendlicher Potenzreihen denken mag, 
ist vielfach erértert worden. Es handelt sich um die Frage, ob im Falle, 
daB eine algebraische Zahl Lésung ist, auch alle mit ihr konjugierten 
algebraischen Zahlen Lésungen sein miissen, wie das in der Algebra des 
Endlichen der Fall ist. Im folgenden soll an einem sehr einfachen Beispiel 
gezeigt werden, daB die Frage im allgemeinen zu verneinen ist. 

Nehmen wir eine Gleichung zweiten Grades mit rationalen Koeffizienten 
und ungleichen reellen Wurzeln « und f, von denen @ die dem absoluten 
Betrag nach gréBere sein soll. Wir schreiben die Gleichung 


?+at+b=0, 
oder in geléster Form 

(t—«)(t—p) =0. 
Alsdann betrachten wir den Bruch 





1 io oe a B 
errs ieee 1 er = erok 
Man entwickelt zunichst die linke Seite nach aufsteigenden Potenzen von z. 
Die Koeffizienten der Potenzen von zx sind rationale Zahlen, weil a und b 
rational sind. Wir werden auch gleich sehen, da8 keiner von ihnen zu 0 
werden kann. Die Potenzreihe mége etwa lauten: 
l+e,z+e,2*+...F¢,_,2"°°*+.. 
Wir entwickeln nun auch die rechte Seite in 
2 a°—f* aa 


a—f 





n=1 
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Da beide Seiten identisch gleich sind, so sind die Koeffizienten entsprechender 
Glieder beiderseits gleich. Da « dem Betrage nach gréBer als 8 angenommen 
wurde, so gilt das gleiche auch von ihren Potenzen. Deshalb ist rechts 
auch -keiner der Koeffizienten gleich Nuli. 

Wir bilden jetzt eine neue Reihe: 


a2*-1 


1+ e+e +... S— ied 
und verfahren gleichermaBen trechts. Wir bekommen dadurch die Summe 
‘ a—B n-1 
Pm zx . 


n=1 





Hier zerlegen wir den Koeffizienten in 

a—B , (a-6)s* 

et + a” ( a*— p*) 
und dementsprechend zerlegen wir die rechts stehende Summe in zwei 
Teile, namlich 


Fey = st 


n=1 





und 


Sega EL Sa(Le) (mit of = 1/0). 
n=0 


a a*(a*—5")” 
Es wird also . 

_ 3 
tteleteiatt...poe"4..— toby A + of 8 + 05(&) +...). 
Der Ausdruck links konvergiert fiir |z|<|«|, die unendliche Reihe rechts 
in dem weiteren Gebiete |z|<|$\. 

Multiplizieren wir jetzt die beiden Seiten dieser Gleichung mit 
z*+azx+b=(x—«a)(x—), entwickeln links nach aufsteigenden Po- 


tenzen von 2, fiihren rechts die Multiplikation direkt aus, so bekommen 
wir links etwa 


b+b,7+6,27+... 
mit rationalen Koeffizienten, rechts aber 
(«— B)(B—2) + (6—2)(a—2) (144% +...)f, 


wo wiederum nach Potenzen von zx zu ordnen ist. Die Reihe links kon- 


vergiert also fiir |x| < 


Nun erhalt man fiir die innerhalb dieses Gebietes gelegenen x = « 
und =f auf der rechten Seite fiir r—a den Wert —(a—)*, fiir 





a? 
B 
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x =f aber den Wert Null. Damit sind wir zu folgendem Resultat ge- 
kommen: Die rationalzahlige Reihe 


b+6,2+6,2*+... 

besitzt die Nullstelle =, nicht aber die Nullstelle x=—«. Um dies 
Resultat in der erweiterten Form: 

Die Gleitchung b+ b,x-+-...=0 besitzt die Wurzel x=, nicht 
aber die Wurzel 2 = « 
aussprechen zu kénnen, bedarf man aber einer weiteren Uberlegung, der 
man folgende Form geben kann. 

Schreibt man f(z) fiir die Reihe 1+ c{2+..., so wird die Zer- 
faillungsformel zu 


zx a a 


f(x) = SF + £¢(£2) 


und man iibersieht sofort die weitere Zerfallung 


re = 3 (Le + (2) (Es). 


oe 0) 


Der Grenzwert der hier auftretenden Summe ist, wegen |f|<|«|, eine 
fiir alle nichtsinguléaren Werte von x konvergente Reihe und stellt nach 
bekannten Satzen eine analytische eindeutige Funktion dar. Das Restglied 
konvergiert in jedem endlichen Gebiet von einem angebbaren Werte von n 
ab gegen Null. Es ist also f(z) Funktionselement einer eindeutigen 
Funktion. Daher gilt die erweiterte Form des Satzes, d. h. die Funktion 
(w*+axz-+b)f(x) besitzt keimen Zweig, der fir =a den Nullwert 
annahme. 

Um nun aber auf die aufgeworfene Fragestellung zuriickzukommen, 
so wollen wir annehmen, da8 die Gleichung 


z*+az+b=0 
irreduzibel sei. Dann aber sind die beiden Wurzeln irrational und nur eine 
von ihnen ist Wurzel der transzendenten Gleichung. 

Ich erwahne nur noch, daB durch dies Verfahren auch eine transzendente 
rationalzahlige Gleichung hergestellt werden kann, die in ihrem Konvergenz- 
gebiet algebraische Wurzeln in beliebig grofSer, endlicher Anzahl besitzt, die 
die kleineren Wurzeln von lauter untereinander verschiedenen Gleichungen 
zweiten Grades sind. 


(Eingegangen am 9. 11. 1929.) 








The Lattice Points in a Parallelogram. 


Von 
L. J. Mordell in Manchester (England). 


§ 1. 
Let a parallelogram be defined in the z, y plane by the inequalities 
(1) laz+byte|<o, ja’r+d’y+c'|<o’, 
where the constants are all real, w > 0, w’ > 0 and 
4=ab’—a’b+0. 


Two classical theorems, both due to Minkowski, are well known in 
connection with the lattice points in the parallelogram, i.e. points whose 
coordinates are integers. The first states that if c—c’=0, and w,o’ 
are any positive numbers with ww’>j|4|, the parallelogram contains 
(i.e. has inside it or on its boundary), at least one lattice point, in addi- 
tion to the origin. The second states that for given a, b, c, a’, b’,c’, 
positive numbers w, w’ exist with aw’ >+/|4|, such that the parallelo- 
gram contains at least one lattice point, i.e. the inequality 


jax +by+e| la’'x+b'y+e'|<4|A|, 


is always satisfied by integer values of z,y.') The firet theorem is easily 
extended to any number of variables, but I do not think that the second 
theorem has been proved for more than three variables. 


A new proof of the first theorem was given a few years ago by 


Siegel*), who proved the following expansion in the particular case when 
c=c’=0, 


1) See my paper on Minkowski’s Theorem on the Product of two linear Forms, 
Journal of the London Mathematical Society 3 (1927), p. 19—22. 


*) Neuer Beweis des Satzes von Minkowski iiber lineare Formen, Math. Annalen 
87 (1922), S. 36—38. 
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(2) |4| 2 (@— lam + bn + el) (w’ —|a’m + b'n + e’)) 





x? xy?” 


Ihe 


oo 
in? in? 0 aa 
oe -°avie-say'ic’, SM? ano sin*?ap’ ow 


where 
Au=b'm—a'n, Ap'=—bm+an. 

The terms with 14 =0 or u’=0 are taken as limits of the terms as 
u—>0 or w’-+0. The left hand summation refers to the lattice points 
of the parallelogram (1), and is to be replaced by zero when there are none. 
When c=c’=0, the series shows at once that if the origin is the only 
lattice point within the parallelogram, |4|ww’>w'*w"* or |4| >a’, 
which gives immediately the first result if one has assumed wm’ > |4|, 
and then it is a simple matter to prove it also when ww’ =| 4|. 

Siegel’s proof of his expansion depends upon complex integration 
applied to a formula of a type made familiar by him and Hecke. Ii, 
however, does not reveal the real origin of (2) and similar formulae which 
as I have already*) shown are only simple deductions from Poisson’s 
summation formula in several variables applied under such conditions as 
permit of a proof of the summation formula by integration by parts. The 
method, however, suggests as I have already stated, that the actual number 
of lattice points, say L, within the parallelogram, with the convention that 
lattice points on the sides (but not corners) are reckoned as }, while corners 


are reckoned as } or 0, the distinction being explained later, is given by 


co oo 


< . . , 
(3) | a } y e-txnie—tap'te’ Sn 2zeem sin2x ph’ ew 





‘n=—c m=—c@ 


where the summation is taken first for m from —oo to co and then for n 
from —N to N where N-+ co. The double series is of course only con- 
ditionally convergent. 

It is possible that the formulae (2), (3) may be useful in proving 
Minkowski’s second theorem and its generalisation, but this I cannot do. 
It is worth while noting that the first term of (3) is 4ww’/|4|. 


§ 2. 
I shall now prove (3) by transforming the summation in m by 
Poisson’s formula, 


(4) > f(m) = > f f(x) omnia de, 


m=—oco m=—-ao —o 


®) Poisson’s ‘Summation Formula in several variables and some Applications to 
the Theory of Numbers, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 25 (1929), 
p. 412—420. 





(5) 


(8) 
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This certainly holds if f(z), f’(x) are continuous for all values of the 
real variable z, and —0 as |z|—+ co, f’(x) is an integral of f” (zx), 
and f (f(x) +|f"(x)|)d2 converges, as I have shown‘) in a very ele- 
mentary way by integration by parts. It will be seen that (3) is formally 
replaced by 


Lean >» Dy f ff erascomsontog s2aiia'ms intern. sin22@¢ sin2x@’ = a dy. 





a=-—©O m=—a@O —@o —@ aé 


The integral is the product of two integrals which are ic eva- 
luated on noting that if p and g are both real and 


a> nip, Sn2aqz 
(6) ®(p, g=f pe, 


then if g>0, (p,q) =0,1,} according as |p| >, <, =—g, while if 
q<0, O(p,q)=0, —1, —} according as |p| >, <<, = —g. Hence (5) 
is clearly a series in m and n with only a finite number of terms despite 
the infinite limits of summation, and its sum is L except when a lattice 
point is at a corner. 


The first stage in the transformation of (3) by (4) changes it into 


bind axse 

















A (a c—ac’) Qmaiz F ibe’ —b'e) 
(7) lal Se BO Fa 
22° (b's—a'n) sin 2%" (_ bz+an) 
< . dz. 
(b’x—a’n) —bzr+an 


The integral can be evaluated in finite terms and in fact vanishes unless m 
lies between two limits independent of n. For on writing, when n+ 0, 
nA = b’ 4 b 
(b’x—a’n)(—bz+an) b’x-—a'n -—bz+an 
the integral in (7) splits into two. It suffices to suppose 6+ 0, and 
to consider the one with the denominator —bz-+an, or writing 
—bzx+an=X, say 








agn b fe $x Em x—an)— == ev’ ae) 





. 2x2 &) ohn 2x@'X dX 
sin “" (—FX+4 a ¢ 


where as usual when } is real, sgn 0 = 0, sgn b=. Express the first 


*) Poisson’s summation formula and the Riemann Zeta function, Journal of the 
London Mathematical Society 4 (1929), p. 285—291. 


| 








=m ~.~zaSs ft —~ 


on ee ee 
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sin in terms of exponentials, so that (8) becomes the difference between 

two integrals of which the first is 

coy apt [Been toe wa Eg Feet) tanta ax 
+ 











or say 





(10) A fF etxtidims B)X+2a6 ams Bon. gin 220" AE 

where the large A’s and B’s throughout denote constants independent of 
m and n. From (6), the integral (10) vanishes if |.4,m-+ B,|>"%*", 
but when |A,m-+ B,| <== which gives at most a finite number of 
values of m and these independent of n, it has a value A, e®**(4.m+3,)", 
The series (3) then becomes, still excluding the term n=O, a finite 
number, say A,, of series of the form 


(11) ra. 





N 
It is here that the meaning of the summation in n in (2) as lim » 


No 
becomes necessary. In (11) change nm into —mn and add, then (11) can 
be replaced by 


(12) Sa ett. 


n=—o 





In this form, the term in (7) with m=O is now included and is given 
as the limit of the term in (12) as n+ 0. For the integral in (7) is a 
continuous function of n at n= 0, as is easily seen from 


f(w+h)—f(z)+hf'(x+60hk), 0<0<1, 
where 


, 


a a 
- —h= zn or ,™ 


f(x) = 


f(x) prt Az eines =0(:), 





Az 
x 





for large and O(1) for small z, and noting that f& converges as does (7) 
when n= 0. 


§ 3. 


The sum of the series (12) is well known, since 


Oe a lel-=+3 
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if z is not an integer and [2] is the greatest integer less than xz, but 
I write it in the form given by the identity 


(13) >= = fetnnie sindabeg, 
@ 


ax 
a=-@ n=-—-o@ 


where on the left, the term with n=0 is 2k. On the right f means 


lim f but this is important only when & is an integer and n= k. 


I+@ 

This result is really a formal application of Poisson’s summation formula. 
It is easily proved otherwise, for from (6), the right hand series has only 
a finite number of terms, the integral vanishing if |n|>|k|. We may 
take k > 0, and then both sides reduce to 2[k]-+1 or 2k according as k 
is not or is an integer. 


The application of (13) to (12) means that (7) or (3) is changed into 





22% 2nic’ 
2maizt+2nxiy———~—< b'2—a' y)— — (-ba+ey) 


um yy j fide een 


a*(b’x—a’y) (—bx+ay) 








‘ = 
>< sin 





(b'x—a ’y) sin 2=" (_ ba + ay) dzdy, 


where the integration is taken first for x and then for y. This series 
(which is really Poisson’s summation formula for two variables applied 
formally to (3)) has only a finite number of terms in both m and n, as 
.we have already seen that the integral for z vanishes unless m lies between 
two limits depending only on a, a’, b, b’ c, c’, w, w’, and then that the 
integral for y vanishes unless n lies between two similar limits. 

If the integral in (14) is taken as a double integral, and the variables 
are changed by writing 

AE=b'x—a'y, Ay=—bax+ay, 
or 
x=ai+a’n, y= bé+ b’'n, 


(14) becomes formally (5), the required formula for L. Hence all that 
remains to be done is to justify the evaluation of the repeated integral 
in (14). But as it is quite interesting to see how (14) as it stands leads 
to the required result, I commence by carrying out the integration using 
(7), (9) for the integration in z, and replacing the n there by y. The 
integration in y is then effected by using 


~ tly tigy 
ja ine dy — ai L, sgn i, + mi L, sgn i, 


-o 











Oe . 
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if L,+L,=0, and where the integral means tim J. The repeated 


integral J say in (14) then becomes the sum of four terms of which the 
first is from (6) 








1 m , be’—b’c , wb’ ow’ am , be’—b’ca , w4 , a’c—ac’ 
x9 (F+ ba + $77) on (n+ F + 4 e+ 5p tz) ends 


/ 


or 
LD(Am + be’ — b’c+ wb’, bw’) sgn(am + bn —c + mw) sgnb 


since ®(p,q)=sgnk@(kp,kq) if k+0. We have already assumed 
b+0. The other three terms are 


—4@(Am-+ be’ — b’c — wb’, bw’) sgn(am-+ bn — c — w) sgnb 
+40(Am-+ be’ — b’'c + w’b, b’w) sgn(a’m + b’n — c’ + w’) sgnb’ 
—}@(Am-+ be’ — b’c — w’b, b’w) sgn(a’m + b’n — cc’ — w’) sgnd’. 
Put 

E=am+bn—c, yn=a'm+b'n—c’. 
Hence 
(14.1) 22= O(b'§—by + b'w, be’) agn(é +) agnd 

— ®(b'E — by — b’w, baw’) sgn(— — w) sgnb 

4+ 6(b'E — bn + bo’, b’w) sgn(n + w’) sgnd’ 

— &(b'E — bn — bw’, b’w) sgn(n — w’) sgnd’. 


This expression is unaltered if 6 is replaced by —b or b’ by —b’. For 
the change of b, b’ into --b, —b’ leaves each of the four parts of (14.1) 
unaltered. The change of b’ into —b’ on writing then —é for & which 
leaves unaltered the parallelogram |f|< @, |y| < ’ interchanges the first 
two parts of (14.1) and leaves the third and fourth parts unaltered. 
Similarly for the change of b into —6. 

We show now that (14.1) is 0, 2, 1 according as P(m,n) or say 
P(é,) is an outer, inner or boundary point (not a corner) of the 
parallelogram |¢|<, |y|<’. When P is a corner and b’ +0, (14.1) 
is 0 for the corners given by =, 7 =o’, §= —w, » = —o’, and 1 
for those given by (=, n= —o’, §=—w, 4» =w’, or vice versa 
according as bb’ >0 or bb’< 0. If 6’ +0, we may suppose that b > 0, 
b' >0. Put &=b2, y= —b’y, w= 52, w’ = b'Q’, and write 27=S 
where 


(15) S=@(2+y+2,Q") sgn(x+2)+ O(2+y— 2,2’) sgn(Q — zx) 
~ $F O(e+y4Q', Q) sgn(y + 2’) 4+ D (w+ y — 2’, Q) sgn (Q’—y), 
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we shall show that S is 0, 2,1, according as the point P(z,;y) lies 
outside, inside or on a side of the rectangle |z|< 2, |y| <Q’. If P is 
at a corner, S=0 for the corners (+2, +2"), but 1 for the corners 
(+2, $2’). 


Take first the corners. 

For (2, Q'), S= (22+ Q’,2')4+ 6(2422',Q')=0, 
as each term is zero. 

For (Q,—Q’), S=@(22— 2’, 2’) + (Q—20',2)=1 
as when 2 > Q’, the first term vanishes while |Q—2’|<Q; when 
Q = Q' each term is 3}; and when 2< 2’ the last term vanishes. The 
results for the other corners can be written down by symmetry since (15) 
is unaltered by writing —2z, —y for z, y. 

Take secondly the sides but not corners. 
For z= Q, 


S = @(y+22,0')+ (y+ 2+ 2',Q)4+ G(y+ 2-2", Q) 
= @(y+22,2')+ O(y+ 2— 2’, Q) 


since y+ Q2’>0. If Q>Q’, the first term is 0, and the second is 1 
sinee Q>y+Q—2'’>—Q. If Q< Q the first term is 1 and the 
second term 0 or vice versa according as — 2’ <y< Q2’—2Q or 
Q’ —22<y< Q’, while each term is } when y = Q’—2Q. 

The result holds for = —2 by symmetry, and for the other two 
sides by interchanging xz, 2 with y, 2’; andso S =1 when P is on a side. 

For the remaining points, draw lines through the vertices and centre 
of the rectangle parallel to z + y = 0, and suppose first Q > 2’. Symmetry 
shows that we need only consider the half plane given by z+ y>0, and 
this can be subdivided into 


L. rt+y>24+ 0. 
I. Q4+2’>2+y>Q-—Q, 
I Q-—2>2+y>0, 
together with 


IV. zty=242', z+y=—=Q2-2', zxzty=0. 


The points P of case I clearly make every term of (15) zero, and these 
points are outside the rectangle. In case II, (15) reduces to 


(x + y— Q, Q") sgn(Q— x) + O(2+ y — Q’, Q) sgn(Q’ — y) 
= sgn (Q — x) + sgn(Q’— y) 








TPE IE LT 











Lattice Points in a Parallelogram. 45 


since |2 +y— 2|< Q' and r+y—2'’>—Q as Q>Q’. This is 2 
if P lies within the parallelogram as then Q>|2z|, Q'>|y|, and 0 if P 
lies without as then either z>2, y<Q’ or e<Q, y> QQ’. 


These results hold for x + y= 2+ Q’ of IV forming the boundary 
between I and II excluding of course the vertices of the rectangle as 
then (15) reduces to 

1 1 , 
3 sgn (Q — x) + 5 sgn(Q’— y) =0. 
In case III, (15) becomes 
D(x + y+ 2’, Q)sgn(y + 2’) + O(x + y — 2’, Q)egn(Q’ — y) 
= sgn (y + 2") + sgn(Q’—y), 
jatytQ’|<Q and |jrt+y—2'|\<Q. 


This is zero if y>Q’ or y< —Q’ and 2 if |y|<Q’ ie. for these 
outer and inner points respectively. 
This also holds for z+ y= 2 — Q' of IV as (15) then becomes 


since 


1 1 , ’ , , 
7 Sgn (Q — x) + 5 sgn (y+ 2’) + sgn(Q'— y) = sgn(y+ 2) + sgn (Q'— y) 
as before. 
Also for z + y= 0 of IV, (15) becomes as before 
sgn (y + 2’) + sgn (Q’—y). 

These results proved for 2> 2’ hold by symmetry for 2’> Q and it 
is easily shown they hold when 2 = 2’ e.g. in II, (15) becomes as before 
sgn (2 — x) + sgn (Q — y) 
and so for the points z-+y=—22 of IV. Case III disappears and for 

z+y=0, (15) becomes 
1 1 1 1 
3 sen (x + 2) + 5 sgn(Q—zx) + 5sgn(y + 2) + 5 8gn(2Q—y) 


= sgn (y + 2) + sgn (2 — y) 
and the result. 


This completes the evaluation of (15). 

We have assumed in (15) that b+0, b'+0 so that as 4+0, 
there still remains the case when either b=0 or b’=0. Suppose 
b’= 0, then (14.1) is replaced by 

2I = D(— bn, bw’) sgn (& + w) sgnb 
+ ®(— bn, ba’) sgn(w — &) sgnb 
; = O(n, «@') sgn (E + @) + ®(n, ”)agn(w — 8). 
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This is clearly 0 if P(é,) is outside the parallelogram | =| < @, |»|< w’ 
and 2 if P is inside. It is 1 if P is one of the sides and } if P is at 
a corner. 


§ 4. 

I close by saying a few words about the evaluation of (14) as a 
double integral. It is tantamount to finding the relation between the 
integral 

fferssrarn on dé dn 


taken in the first place over the infinite parallelogram 
—M<ai+a'n<M, —N<bé+bn<N 


where first M-—+ co and then N-— oo, and taken secondly over the in- 
finite rectangle — oo <§< co, — coO<9<o. As the integral in (14) 
is taken first for 2 and then for y so that 2 can be replaced by X where 
b’x —a'y =X, and then y by Dy say, we may suppose a =1, a’=0, 
b= >’=1. 

There is no difficulty in showing that the integrals over the paralle- 
logram and rectangle are equal if neither p nor qg is 1 for then 


foo) 


fersstin§ az —0 (4) 


. 
= 
> 





“ 


for large x. It suffices to consider the parts of the parallelogram in the 
first and fourth quadrants and to assume M> WN as M tends first to 
infinity. Let y= s,,8, where 0 >s8, >s8, with z= M define the side in 
the fourth quadrant. Draw a line through s, parallel to the z axis and 
one through s, parallel to the y axis. We have then two triangles the 
integrals over which tend to zero so that the part of the parallelogram 
in the fourth quadrant can be replaced by the part of the rectangle in 
the fourth quadrant. 

For one of the triangles is given by 0< §< M, —N—Eé>yn>—N—UM, 
and the integral with respect to 7 is 


(where the implied constant is independent of M, N), which by writing 


hl 











oe 
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and noting 
is clearly 


jsiné|<é, N+ED2yNE 


0(y) + 0(5)-9 as M--w, N— oo. 


The other triangle on drawing a line through s, parallel to the 
axis becomes the difference between the trapezium given by § > N — n, 
0>n=]>N— M and the strip given by &>M, 0>yn=>N—M. When 





M-—-+ co the integral over the strip -—+0 since feretttas converges 


r) 
when p+1. The integral over the trapezium is on integrating for é 


M-N 
| sin 9 | dy 
’ 7|N+7| 





and just as shown above is 
1\ 1 \ 
O(x) + 0 (75): 

That the part of the parallelogram in the first quadrant, really a 
triangle, can be replaced by the corresponding part of the rectangle is 
proved by inscribing in the triangle a square two of whose sides are 
«=iN and y=iN. For it is easily shown as before that the integrals 
over the remaining part of the parallelogram, namely two triangles, tends 
to zero. 

The discussion of the cases p=1 or g=1 corresponding to lattice 
points on the sides of the parallelogram is not so simple and I omit it. 


(Eingegangen am 15. 8. 1929.) 











Zur simultanen Approximation von I[rrationalzahlen. 
Von 


Arnold Scholz in Freiburg i. B. 


Diese Note schlieBt sich an die beiden Abhandlungen von Herrn 
Ph. Furtwingler, ,Ober die simultane Approximation von Irrationalzahien“, 
Math. Annalen 96 (1926), S. 169—175; 99 (1928), S.71—83 an (hier 
mit I und II bezeichnet) und soll die in II unter FuBnote *) erwahnte, 
von seiner eigenen Abanderung verschiedene, Erginzung der Liicke aus I 
(Formel (14)) bringen. 

Durch die in I auf 8.173 angegebene Basisabanderung wird erreicht, 
daB in jeder Spalte der Determinante (12) auf 8.174 das Hauptdiagonal- 
element das iiberragende ist; dagegen ist noch nicht in jeder Zeile von (12) 
_ das Hauptdiagonalelement das iiberragende, was gerade fiir die Abschitzung 


von II = I1t,= [J (eof + ... + &,-1@{°) erforderlich, da die ¢, Linear- 
t=2 


verbindungen der Koeffizienten der einzelnen Zeilen der Determinante 2, 
sind. Dann aber findet mit einem ,,Uberragen in der Spalte“ zugleich 
ein ,, Uberragen in der Zeile“ sicher statt, wenn man die Basis ,, a, ..., w,, 
auch noch so wahlt, daB die Elemente der Hauptdiagonale von (12), als 
Funktionen von g betrachtet, die gleiche GréBenordnung haben. DaB dies 
erreichbar ist, will ich unten zeigen. 

Ist nun die Basis so gewahit, daB auch in jeder Zeile von (12) das 
Hauptdiagonalelement iiberragt, so hat jetzt der Faktor 


9, =| o"|+or’|+...+] ons 
des Produktes 11’ = Jf (| w{| +... + |!" |) ein iberragendes Glied, wenn 
t= 


der Kérper k“ reell ist, dagegen zwei iiberragende Glieder, wenn k“ ima- 
ginar ist, nimlich ein Glied |«,”|, bei dem nur der Realteil g ins Ge- 
wicht fallt, und das darauffolgende | ,“),|, bei dem nur der Imaginarteil o 
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ins Gewicht fallt. Es wird im letzten Fall wegen —1< ¢,<1 

|t,| =| De, @,| < Max|o." + axis |-I< Yo? + o7-J; |t,|"<\o*+o%|J, 
wenn @,", 9,0 dieselbe Bedeutung haben wie bei der obigen Abschitzung 


von JT’ und man fortan zur Abkiirzung setzt: 1+ 0 (=) =, Wenn man 


eine Annaherung von @ und o erreichen kann, etwa in der Weise, daB 
o=+o-J, so hat man: |t,\"<(0?+0*)-J=2|o0|-J und damit: 
|IT\ <2". P|-d. 


Um also zum Resultat k"~*> By ™ gelangen, geniigt es jetzt zu 





erreichen, daB in (12) das Verhiltnis, in dem die Hauptdiagonalelemente 
zueinander stehen, gegeniiber g beschrinkt ist und daB insbesondere die 
gepaarten Real- und Imaginarteile 9 und o sich (absolut) annahern. Das 
beste wird dann sein, eine gegenseitige Anniherung aller Hauptdiagonal- 
elemente zu erstreben. Dies kann man durch eine neue Transformation 


der Basis w,,...,@,, erreichen, mittels einer Substitution 
ir 1 é' 
7 0 t =f, of +o, 
"5 1 ae ” “” 
S= ‘ : |, so daB also? ® —% % 1% 
0 Tn—1 1 ; s Har “ a i 
Ta—1 = Ta-1 Wa-1 @. 
\ Zy Bq B_, 9, . ° ° 8 
wenn mit 1,,T,,..-, 7, jetzt die neue Basis bezeichnet wird. Dieselbe Sub- 


stitution ist auf die Elemente der Determinante (12) anzuwenden. Das 
k-te Element der i-ten Zeile von (12) sei fortan mit w,, bezeichnet; 
entsprechend mit 1,, die Transformierten: (t;,) = S(w,,). Die Koeffizienten 
T1,T.,+++)%,_, der Substitution S unterliegen dabei nur der Bedingung, 
daB sie paarweise teilerfremde ganze rationale Zahlen sind; denn S wird 





unimodular, wenn man die z,,Z,,...,Z,_, 80 bestimmt, daB 
SiS 4 Sees 2! 
T #08 | a ea 
r T, i a Se 


Damit nun eine Annaherung der Hauptdiagonalelemente w,; statt- 
findet, werden wir die r; so wihlen miissen, daB r;-|w,;| =1,-|@,,|-J 
wird und auBerdem die r; im Verhiltnis zu den w,, groB genug, daB 


T= 7,0, +0,,= 7,09 


und fiir k+7 


Tk ORT _ Or 


> 
iT 7,%,,+ ®,, O%; 


damit das friiher Erreichte nicht zerstért wird. 
Mathematische Annalen. 103. 4 








A. Scholz. 


Es handelt sich also nur noch um die Aufgabe, ein gegebenes Ver- 

haltnis = : Teal Sonal = durch paarweise teilerfremde positive 
u ae n—i,n—1 

(nach unten beschrankte) ganze Zahlen r,,..., 7,_, Zu approximieren. Nach 

dem Primzahlsatz kann man aber die r, bei geniigender GréBe als ver- 


schiedene Primzahlen p, wahlen; fiir geniigend groBes M: 





M 1 M M 1\. 

eT <P <757 (1+ 4) | age | <P, < Tact (i+ 5): Py FP,> 
M M 1\. 
ee5 [enna cal ~ 2e-3< Foe | (1+); Pai Pr; Pas -++> P,-a- 


Die Approximation ist damit erledigt. Man kann sie aber auch ohne 
Zuhilfenahme des Primzahlsatzes auf elementare Weise vornehmen, wenn 
man sich iiberlegt, daB die Transformation in I § 2 gerade zu go =g-J 
fiihrt. oe 

Wenn man die in I §2 angegebene Basisabinderung nacheinander 
fiir das 1-te, 2-te,...,(m—1)-te Basiselement ausfiihrt und dann gleich 
wieder zur alten Bezeichnungsweise o fiir t zuriickkehrt, so erreicht man 
durch die Abanderung des ersten Basiselements: 


GP Sm, S(9+2)9; w,=—Ggd-J; |w,|<8 (§ = 2,...,m), 
wo 


d= Max (|os"|+...+]o,’|). 


(Die Hauptdiagonalelemente werden bei der Transformation durchweg positiv.) 


Bei der darauffolgenden Abanderung des zweiten Basiselements ist jetzt 
das maBgebende Maximum #, = _Max | |oi"|+ |ao$| +] of? |+...+]o%). 
Es ist wad 

@, 59, Sl|oy|+0: 8,=99-J, 


99,5 %,5 (9 +2)9,: o,=— 9 O-d. 
Allgemein ist, wenn man k —1 Basiselemente abgeindert hat: 
O, = Max (|ai"|-+...-+ |op-s|+|osta| +... +] a8 |) =9** 8-J, 


und es wird dann w,,=g*#-J, so daB schlieBlich das Verhiltnis zweier 
aufeinanderfolgender w,, von der Form g-J ist. 

Es brauchen dann in der Substitution S, die an der Basis vorge- 
nommen werden soll, r,,7,,...,7,_, nur so als paarweise teilerfremdc 
Zahlen gewahlt zu werden, daB at =g-J wird, und dies kann folgender- 
maBen geschehen. Man setze ‘** ~ 


und da wieder 


fe1=9—2; 1, .=9°-2; ,s=—9°-—2; «5 m=g"*—2, 
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indem man g auf solche positive ganze rationale Zahlen beschrankt, daB 
(9° —2, g*—2)=1 fiir i+k; #,4—1,2,....n—1. 

Dies 14Bt sich erreichen, ohne g nach oben zu beschrinken: Da nim- 
lich je zwei Funktionen a2'—2 und 2*—2 zueinander teilerfremd sind, 
fiihrt der Algorithmus der beiden Funktionen notwendigerweise auf eine 
Zahl m, die durch den gréB8ten gemeinsamen Teiler von g‘— 2 und g*— 2 
teilbar sein muB, wie man auch g als ganze rationale Zahl wahlt. Stellt 
man nun fiir je zwei Funktionen z'—2 und x*—2 aus der Reihe 
x —2,2%—2,...,2"~*— 2 diese Zahlen m auf, und ist R das Produkt aller 
ungeraden Primzahlen, die in all diesen GréBen m aufgehen, so beschrinke 
man g jetzt auf die ungeraden Vielfachen von R. Es ist dann sogar keine 
einzige der Zahlen g' —2 (t=1, 2,...,%—1) durch 2 oder eine solche 
ungerade Primzahl teilbar, die gemeinsamer Teiler zweier g' — 2 hitte sein 
kénnen. 

Die nach diesem Verfahren gebildete Substitution S bewirkt dann, 
da8 in der Determinante (12) die Elemente der Hauptdiagonale von der 
Gestalt w,,—g"0-J sind, wahrend fiir die iibrigen Elemente gilt 
|w,,|<g""*d-J. Man hat daher die Abschitzung 

| 2, | a 2°.gr@-» Yee | 
| 17 mee g°.g*@-% o*-*.J7. 
Dies fihrt zum Resultat k >—__—. 


a 
|p| **-» 


(Eingegangen am 21. 10. 1929.) 
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A generalization of the Sturm’) Separation and Comparison 
Theorems in n-space. 


Von 


Marston Morse in Cambridge (Mass., U.S.A.). 


§ 1. 
Introduction. 


The author considers a system of n ordinary, second-order, linear, 
homogeneous differential equations. The system is supposed self-adjoint 
and regular. Starting with the theorem that any such system may be 
considered as the Euler equations of an integral of a quadratic form, he 
shows that the Sturm Separation and Comparison Theorems naturally 
generalize into theorems concerning the interrelation of conjugate and focal 
points. Care is taken at every stage to state the final results in a purely 
analytical form belonging to the theory of differential equations proper. 

The results obtained were made possible by certain other discoveries 
already made in connection with the author's theory of the calculus of 
variations in the large*). 


§ 2. 
Self-adjoint systems. 
Let there be given a system of n differential equations of the form”) 


(2.1) @; ,2;' +b; ,2; + 6,2; = 0 (i,7=1,...,n), |ax,| +0 


1) See Bécher, Legons sur les Méthodes de Sturm, Paris (1917), Gauthier- 
Villars et Cie. 

*) Marston Morse, The foundations of the calculus of variations in the large in 
m-space (first paper). Transactions of the American Mathematical Society 31, No.3 
(1929). See also, The critical points of functions and the calculus of variations in 
the large, Bulletin of the American Mathematical Society 35 (1929), pp. 38-54. The 
first paper will hereafter be referred to as Morse. 

%) We adopt the convention that a repetition of a subscript in a term shall 
indicate a sum with respect to that subscript. 
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where x is the independent variable, and a,;, b,,, and ¢,;, are of class 0” 
on @ segment y of the x axis. The system adjoint to (2.1) is 


(2.2) (a,; 45)” _ (b,;4;)" + (¢,; y,) = 9. 


A set of necessary and sufficient conditions that (2.1) be self-adjoint is 
readily seen to be‘) 


(2.3)’ aj = Aji, 
(2.3)” 2 aj; = bs + byi, 
(2.3) a;; — bj, = C5 — Cj. 


On the other hand let us turn to the integral 


I= f (Ajj 22; + 2 Bijz%2, + O15 %2,) dx 
Zo 


where A,;, and B,;, and C,; are functions of class C’ on y. No loss of 


generality results if we assume 
(2.4) Ay = A,,, OO, = O,,. 
The Euler equations corresponding to the integral J are 
‘ d , , 
(2.5) qq (A525 + By zj) — (Bij25 + Cijz;) = 0. 


We see that a set of necessary and sufficient conditions for the system 
(2.5), when expanded, to be identical with the system (2.1), is the 
following 


(2. 6)’ qu; = Ajj, 
(2.6)” bi; = Aj; + Bj; — B;;, 
(2.6)” Oy = Bi, — Ors. 


We shall prove the following theorem. 


Theorem 1. A necessary and sufficient condition that the system (2.1) 
admit the form (2.5) ts that the system (2.1) be self-adjoint. 

That it is necessary that (2.1) be self-adjoint is a well known fact*) 
whose proof we need not give. 

To prove that it is sufficient that (2.1) be self-adjoint for (2.1) to 
admit the form (2.5), we assume that the equations (2.3) hold, and 


*) See Davis R. D., The inverse problem of the calculus of variations in higher 
space, Transactions of the American Mathematical Society 80 (1928), p. 711—718. 
~5) See Hadamard, Legons sur le calcul des variations, Paris 1910, 1, p. 319. 
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then show that it is possible to choose A,;, B;;, and C,;, so as to satisfy 
(2.4) and (2.6). 

We first choose A,; as a,;. We then choose the functions C,; as 
arbitrary functions of class C’ except for the conditions C,,;—C,,. We 
next choose B;, and B,; so as to satisfy (2.6)” as an initial condition 
at some point z= 2,. Equations (2.6)” give apparently two conditions 
on B;, — B,., obtained by interchanging ¢ and j, namely, 


ij? 


ij? 
By — Bus = bys — Al;, 
B,; — By = bj; — Aj. 


But these two conditions are really the same as is seen from the fact 
that A,; has been chosen as a,;, and from the fact that (2.3)” is assu- 
med to hold. Subject to this condition we now choose B,, and B;; so 
as to satisfy (2.6). 

We have made our choices of A; j B,;, and C, 7 It remains to show 
that (2.6)” holds not only at z= 2, but identically. 

According to the choices of B,, and B;, as satisfying (2.6)”, 
we have 

Bj, — Bi; = Cj — Cj- 


By virtue of (2.3) and of our choice of A;, as a,; this becomes 
(2.7) Aji, + Bj; — Bi; = bj;. 


Equation (2.7) is also obtainable by differentiating (2.6)”. Since B,, 
and B,, have been chosen so that (2.6)” holds for at least one 2, by 
virtue of (2.7) it holds identically. 

Thus the system (2.6) is satisfied by our choices of A;;, B 
and the theorem is proved. 

We note the following. 


We can choose C,; = C;,; arbitrarily, and A,;=a,;. The functions B;; 
are then uniquely determined to an arbitrary constant. The functions B, ; 
for i+ j, are uniquely determined, except that an arbitrary constant may 
be added to an admissible choice of B;,; if substracted from the corre- 
sponding admissible choice of B;;. 

The second variation of the integral J takes the form of 2 J with (z) 
replaced by (7) as is conventional. Thus if a system (2.1) is self-adjoint 
it may be considered as the system of Jacobi differential equations of a 
problem of the calculus of variations. Conversely, as is well known, the 
Jacobi differential equations of an ordinary problem in non-parametric 
form will always reduce to a system (2.1) that is self-adjoint. 


ij? 


and C;;, 
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§ 3 
A canonical form for the differential equations. 


We now make a transformation from the variables (z) to variables (y) 
of the form 
(3.1) z,=u;,(z) y, (¢,k=1,...,m). 
We seek to determine the functions u;;(x) so that they shall be of 
class CO’, their determinant shall not be zero, and so that after (3.1) the 
terms in y, yj shall disappear from the integral J. 
We can also write (3.1) in the form 
(3.2) z= Us) (j,4=1,...,%). 
If we make these substitutions in the integral J the terms in the inte- 
grand involving both the y’s end their derivatives take the form 
(3.3) Ajj Uin UjnYe Yh + Ajj Wie Un Ye Yn + 2 Bij Wie Ujn Ye Yh- 


The second sum in (3.3) will not be changed if we interchange h with k 
and + with j. The sum (3.3) then becomes 


(3.4) 2 [Ajj uie + Byun] Un Ye Yr- 
We can make this sum vanish identically by choosing u,, so that 
(3.5) Ayjujin + Biju, =. 


We choose the kth column of | u;| as that solution of the n diffe- 
rential equations 
A;jut + Biju; = 0 (¢,7=1,2,..., 0), 
which takes on the values 
u,(a)=1, u(a)=—0 (¢ = k). 
For this choice of the elements u,; the determinant | w,,| is not zero at 
x =a, and is accordingly never zero. 


The transformation (3.1) so determined reduces the integral J to 
the form 


i 1 ae 
(3.6) T= } 5 [ris(2) yi of + vis (2) Mey] dx 
where “ 


HT = Pay = Dw (|7,;| 9). 
Our differential equations have thus been reduced to the canonical form, 


Q 7) d ' 
(3.7) 7 bo (risyf) — Digi = 9- 
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We shall assume that the calculus of variations problem arising 
from I is regular. That is we assume that 


(3.8) r,;(z) nn; > 9 
for every set (n) +0, and for every value of x on the given interval. 


§ 4. 
Conjugate families of solutions. 


From this point on we shall take our system in the form (3. 7). 
If (y) and (z) stand for any two solutions of (3.7) it follows readily 
from (3.7) that 
(4.1) rij (Yi2z} — = YF) = const. 

If the constant in (4.1) is zero (y) and(z) are called mutually conjugate 
according to von Escherich *). 

A system of n linearly independent mutually conjugate solutions will 
be called a conjugate base. The set of all solutions linearly dependent on 
the solutions of a conjugate base will be called a conjugate family. 

By a determinant D(z) of a conjugate base is meant the determinant 
whose columns are the respective solutions of the base. A determinant 
D(z) cannot vanish identically. In fact one can easily show that it 
vanishes at a point z =a at most to a finite order equal to the nullity’) 
of D(a). (Morse § 7.) It is also clear that the determinants of two 
different conjugate bases of the same conjugate family are non-vanishing 
constant multiples of each other. 

A zero of the rth order of a determinant D(x) will be called a 
focal point of the rth order of the corresponding family. 

If =a is not a focal point of a given conjugate family, one can 
always select a conjugate base of elements y,;(z) which at a point r=a 
take on the values 


(4.2) y;,(@) =1, ¥,;(@) =90 (t+ 7). 
Such a base will be termed unitary at x =a. 


§ 5. 
The initial elements g, ,(a@) of a conjugate family. 


We shall now investigate with what freedom one can determine a 
conjugate family by prescribing initial gonditions at «=a. 


*) See Bolza, Vorlesungen iiber Variati hnung, p. 626. 





”) The nullity of a determinant is its order minus its rank. 
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We shall restrict ourselves in this section to conjugate families for 
which z=a is not a focal point. Such a family will have a conjugate 
base y,,(2) that is unitary at r=a. Let us set 


(5.1) 9:5 (@) = rex(@) yi; (@). 

We see that g,,—g,,;. For the condition that the ith and jth column 
of the base y,;(2) be conjugate is that 

(5.2) Tae (Yrs Yej — Yrs YRi) = 0 

which reduces at =a with the aid of (4.2) to the condition g,;—g,,. 

Conversely if the g,,’s are arbitrary elements of a symmetric matrix 
one sees at once that a matrix of functions y,;;(2) whose columns satisfy 
the differential equations, whose values at x =a are given by (4.2), and 
which satisfy (5.1), will also satisfy (5.2), and thus be a conjugate base 
that is unitary at =a. 

We have thus proved the following. 

Lemma. The most general conjugate family without focal point at 
xz=a may be determined by giving an arbitrary symmetric matrix of 
constants g,;(@), and determining a conjugate base thai is unitary at 
z=a and satisfies (5.1). 

When the constants g;;(a) are related to a conjugate family as in 
the preceding lemma the constants g;;(a) will be called the initial elemenis 
of the family at x=a. 


§ 6. 
Transverse manifolds. 


We need to develop the theory of conjugate families in connection 
with the theory of transverse manifolds. But the latter theory proceeds 
with difficulty if the integral be zero along an extremal. Now the inte- 
grand H of IJ is zero along y. We can avoid any difficulty by taking a 


new integrand 


(6.1) L(z,y,y')=H(z,y,y’) +1. 
The corresponding integral 
(6.2) J=SL (2, y,y’)de 


will have the same extremals as the previous one. 
Relative to our new integral J we shall now briefly indicate a proof 
of the following lemma. 
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Lemma. Through each point P of y at which D(x) +0 there passes 
an n-manifold S which in the neighborhood of P is regular*) and of 
class C”, and which cuts the extremals of the given conjugate family 
transversally. 

Let y,;(z) be the elements of a base of the given conjugate family. 
The extremals of the conjugate family may be represented in the form 
(6.3) ¥, = 6 y;,; (2) ($,7=1,2,..., 2). 
In L(x,y,y') let y; and yj be replaced by the right members of (6.3) 
and their derivatives respectively. The condition that the Ath and kth 
columns of our base be mutually conjugate may now be written in the form 

; oy, OL,; dy, OLy; 
at Gy Oe Oey Oe 
In this form the condition (6.4) may be identified with the usual con- 
dition appearing in the literature®) that the Hilbert invariant integral J°, 
set up for the family (6.3), be independent of the path, at least in the 
neighborhood of any point =a on y at which |y,;|+-0. In the neigh- 
borhood of xa on y the Hilbert integral then becomes a function 
1° (x, yy, +++» Y,) Of class OC”. The equation 
(6.5) I° (2, 9, ---» ¥,) = I°(a, 0, ..., 0) 
is solvable for z as a function Z(y) of the y,’s, since 

IZ (a, 0) = L(a, 0,0) =1+0. 
Equation (6.5) thus defines a manifold S which in the neighborhood of 
x=a on » satisfies the lemma. 

Reference to the form of J° shows that all the partial derivatives of 
I° with respect to the y,’s vanish when (y) (0), from which it follows 
that S is orthogonal to the z axis at r=—a. 

If now we suppose the base y;;(x) is unitary at a=2x we may 


apply the lemma of Morse § 16 to the jth column of y,;, and thereby 
obtain the following. 





=0  (#,h,k=1,2,...,n). 


Ey, y,(0) + rie(@) ye; (a) = 0 (¢,j,8=—1,...,%)- 
If we compare this with (5.1) we see that 
(6.6) Fy,y,(0) = — gj, 


a relation that will be useful presently. 





*) An n-manifold S is called regular if on it the coordinates of points neigh- 
boring a given point admit a representation in terms of n parameters in which not 
all of the jacobians of the coordinates with respect to the » parameters are zero. 

*) Bliss, The transformations of Clebsch in the calculus of variations, Trans- 
actions of the American Mathematical Society 17 (1916), p. 595. 
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§ 7. 
The fundamental quadratic form of a conjugate family. 


We shall now review certain theorems which show how to charac- 
terize focal points in terms of a fundamental quadratic form. Consider a 
conjugate family without focal point at =a on y. Let S be the mani- 
fold which cuts the family transversally at z =a. 

Let us cut across the portion of y for which a < x < b with m suc- 
cessive n-planes ¢,, perpendicular to y, cutting respectively in points at 
which = ~2z,. These n-planes divide y into m-+-1 successive segments. 
Suppose these n-planes are placed so near together that no one of these 
m-+1 segments contains a conjugate point of its initial end point. Let 
P, be any point on ¢; near y. Let the points on y at which x=a and 
2z=b respectively be denoted by A and B. Let Q denote any point 
near A on the manifold S. 

The points 
(7.1) Oi Pac Poy te PD 


can be successively joined by extremal segments neighboring y. Let the 
resulting broken extremal be denoted by HZ. Let (v) be a set of 
4 =(m-+1)n variables of which the first n are the coordinates (y) of 
Q, the second n are those of P,, and so on, until finally the last n 
are the coordinates (y) of P,. The value of the integral J taken along Z 
will be a function of the variables (v) of class 0” at least, and will be 
denoted by J(v). 

The function J(v) will have a critical point when (v) =(0). We set 
(7.2) H(u) =4J,,,,(0) uu, (h, &=1, 2,..., ms). 
The form H(u) will be called the fundamental form of the given conjugate 
family taken from z=—a to x=b. 

Consider now the points 
(7.3) | A een eM 
where @ in (7.1) is here replaced by a point P, in the plane x=—a. 
Let (u) be a complex of yw variables composed of the sets of coordi- 
nates (y) of the points (7.3) omitting B, and taking these sets in the 
order of the points (7.3). A curve of class C’ which passes from P, to B 
through points (7.3) will be said to determine the corresponding set (w). 

If we differentiate the function 

J(eu,,..., eu,) 


twice with respect to e, and set e=0, making use of (6.6), we obtain, 
as in the proof of the lemma, Morse §17, the following result. 
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Lemma. The fundamental form H(u) of the given conjugate family 
is given as follows: 


b 
(7.4) H(u) = 9,5 apr; + J (reg ning + is) ee (¢,7=1,...,m) 


where g,; is the ijth initial element of the family at x =a, and [y(zx)) 
gives the coordinates (y) along the broken extremal from P, to B which 
determines the set (u). 

We come to the following theorem. 

Theorem 2. If the point x =b is a focal point of the given family 
of the rth order, the rank of H(u) is uw—r. If c=b is not a focal 
point of the family the rank of H(u) ts uw, and the negative type 
number*®) of H(u) equals the number of focal points of the given family 
between x=a and x=b, always counting focal points according to 
their orders. 

For the reader who has examined the proofs of Theorems 1 to 4 of 


the earlier paper it will suffice here to enumerate the essential steps as 
follows. 


a) The nullity of the matrix of H(u) will equal the number of 
linearly independent solutions (wu) of the « equations H, —0. The latter 
equations when expressed in the terms of the right member of (7.4), are 
seen to be necessary and sufficient conditions on a set (uw) for such a set 
to determine a member of the conjugate family passing through B. If 
B is a focal point of the family of the rth order there will be exactly r 
such sets which are linearly independent. The statements of the theorem 
about the rank of H(u) follow. 


b) To determine the type numbers of H(u) we vary the position of 
the point 6 from a point nearer sa than any focal point of the family, 
to its final position as given. At the start of this variation we see that 
H(u) will be of negative type zero. As 5 increases through each focal 
point the negative type number of H(u) can change by at most the 
nullity of H(u), that is by at most the order of the focal point. Hence 
the negative type number is at most the sum g of the orders of the 
focal points. 

c) A lemma on quadratic forms could be stated as follows. A qua- 
dratic form which is negative on a q-plane through the origin, excepting 
the origin, will be of negative type at least g. 


1) By the positive and negative type numbers of a real quadratic form, will 
be understood the number of positive and negative terms respectively in the form 
when reduced by a real non-singular linear transformation to squared terms only. 
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Let x=c be any focal point of the family. We now join B to a 
point P, on the n-plane x=a as follows. We pass along the 2 axis 
from B to x=c, and then along any curve of the conjugate family to 
a point P, on =a. Let (u) be the set determined by this curve. If 
c is of order r we can get r such sets which are linearly independent, 
and from all the focal points we can get q sets (uw) which are linearly 
independent. 

Each of the curves just described and their linear combinations will 
make the right member of (7.4) zero if (7) in that member be taken 
along such a curve, and (uw) be the set which that curve determines. This 
is proved by suitably integrating the first sum in the integral by parts. 
If now each of those curves be replaced by the broken extremal which 
determines the same (u), the integral will be decreased, at least unless 
some of the points z=, are focal points, or unless (7) = (0). 

Without changing the type numbers of H(u) we can, however, always 
displace the points =, so that they are not focal points. We conclude 
that H(w) is negative at each point of a q-plane a, through the origin, 
excepting the origin, so that the negative type number of H(u) must be 
exactly q. 

Thus. the theorem is proved. 

The preceding proof also includes a proof of the following lemma. 


Lemma A. Suppose none of the points x; are focal points but that 
x=b is a focal point of the rth order. Let q equal the sum of the orders 
of the focal points on the interval a <2<b. Then there exists a q-plane 
a, through the origin, at each point of which H(u)<0 except at the 
points of a sub r-plane x, of points (u) determined by the members of 
the conjugate family through B. 

At no point of x, excepting the origin are the first n of the u,’s 
all zero. 

The last statement follows from the fact that the only member 
of the conjugate family which vanishes at 2 =a is coincident with the 
x axis. 


§ 8. 


The special quadratic form for conjugate points. 


Suppose now that we have a conjugate family every member of which 
vanishes at =a. The focal points of such a family determine what are 
called the conjugate points of za. We proceed with this case much 
as in §7, defining the n-planes t;, the points z;, the points P,, A, and B. 
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The points 
(8.1) yy ey 


determine a broken extremal EZ along which J is evaluated. 

By the set (uw) is here meant the »—mn variables of which the 
first n are the y-coordinates of P,, the second n those of P,, etc., and 
the last those of P,. The integral J taken along Z thus becomes a func- 
tion J(u). We set 

Q(u) = J, (0) mm (hk, & = 1, 2,..., %) 
and term Q(u) the special form associated with y taken from x=—a 
to z=b. 

The following lemma and theorem are established in Morse § 10 — § 13. 

Lemma. The special form Q(u) associated with y taken from x=a 
to x =b is given by the formula 

b 
Q(u) = J (risninj + pisnins) ax (¢,7=1,2,...,m) 


where [y(x)] gives the y-coordinates along the broken extremal joining 
the points (8.1) determined by (u). 

Theorem 3. If x=b is a conjugate point of x=a of the rth 
order, the rank of Q(u) is »—r. If x=b its not conjugate to r=a 
the rank of Q(u) is », and its negative type number is the sum of the 
orders of the conjugate points of x =a preceding x= b. 


§ 9. 

The continuous variation of conjugate points and focal points. 

By the kth conjugate point of a point z =a on y is meant the kth 
conjugate point of z=a following x=—a, counting conjugate points 
according to their orders. We shall prove the following lemma. 

Lemma. The kth conjugate point x=c of a point r=a on y 
varies continuously with x =a as long as x =c remains on y. 

Let z= 5b and x=b’ be any two points on y or on a slight exten- 
sion of y, not conjugate to =a, and such that 


a<b<c<b. 


The special form Q (uw) of Theorem 3 set up for the segment of y between 
x =a and x= b will be non-singular, and of negative type at least k. 
For a sufficiently small variation of za, Q will remain non-singular 
and hence unchanged in type, so that the kth conjugate point will exist 
and preceed x = b. 
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On the other hand the form Q(u) set up for the segment of y be- 
tween =a and x=)’ will be non-singular and of negative type less 
than k. For a sufficiently small variation of z=a, Q(u) will remain 
non-singular, and hence of type less than k, so that the kth conjugate 
point of =a will follow z=b’. 

The lemma follows from the fact that 6 and b’ may be taken arbi- 
trarily near the given value of c. 

We shall now prove the following theorem. 


Theorem 4. The kth conjugate point of a point x=a on y ad- 
vances or regresses continuously with x =a as long as it remains on y. 

According to the preceding lemma the kth conjugate point of z =a 
varies continuously with =a. To prove that it advances with z =a, 
suppose the theorem false and that when x =a advances to a nearby 
point =a, the kth conjugate point of =a regresses from x=c to 
z=c,. Let z=b be a point not conjugate to x=a, and between c, 
and c. We are supposing that 


a<a,<¢,<b<e. 


The form Q(u) set up for the segment of y from z=a to r=) 
will be non-singular, and of negative type less than &, since b precedes c. 
On the other hand if we choose the point of division z, of §7 as a,, 
and set the first m of the variables (w) in Q(w) equal zero, Q(w) will 
reduce to a non-singular form which will have a negative type number 
equal to the number of conjugate points of x =a, preceding x = b, or 
since c, precedes b, a negative type number at least k. According to the 
theory of quadratic forms Q(w) must then be of negative type number 
at least k. From this contradiction we infer that the kth conjugate point 
of =a advances with r= a. 


Similarly it follows that the kth conjugate point of x =a regresses 
with za and the theorem is proved. 


We state the following theorem. 

Theorem 5. The kth focal point of a conjugate family following 
a point x=a not a focal point, varies continuously with the initial 
elements g,; at x= a, and with the coefficients of the differential equations. 

That the coefficients of the form H(u) vary continuously with 
the elements g,;, r,; and p,;, follows with the aid of (7.4). One can 
then repeat the proof of the lemma in this section, referring to focal 
points where conjugate points are there referred to, and using H(w) in 
place of Q(u). In this manner one arrives at a proof of the present 
theorem. 


- 





M. Morse. 





§ 10. 
Separation Theorems. 


We commence with the following theorem. 

Theorem 6. Let gi; and gj; be respectively the initial elements at 
x =a of two conjugate families F and F°. Let P and N be respectively 
the positive and negative type numbers of the form 


D(u) = (9:3 — gij) wu; (t,7=1,...,m). 


If q and q° are respectively the numbers of focal points of F and F° 
on the interval a<x<b, we have 


(10.0) q?—Psqsq+N. 


It will be sufficient to give the proof for the case that z= 6b is not 
a focal point of F or F°. For if for the given a the theorem is true for 
every 6 >a for which z= 6} is not a focal point, it is clearly true for 
the special values of 6 for which z = b is a focal point. 

Let the fundamental forms corresponding to F and F° taken from 
xz =a to x=b, be denoted by H(u) and H°(u) respectively. According 
to the lemma of §7 we have 


(10. 1) H(u) — H°(u) = D(u) (¢,7=1,...,n). 
Now D(u) may be written as a form D(u) of rank P and positive 


type P, minus a form N(u) of rank N and positive type N. We can 
therefore write (10.1) in the form 


(10. 2) H(u) — P(u) = H°(u) — N(u). 


The form H® (x) is of negative type g°, and hence will be negatively 
definite on a suitably chosen g°-plane 2 through the origin in the space 
of the u variables (uw), Further P(u) will be zero on a suitably chosen 
(u—P)-plane z, also through the origin. If g’-—P>0, a will have at 
least a (¢°— P)-plane x, in common with 2,. We see then from (10.2) 
that H(u) will be negatively definite on x,. Thus g>q°—P. 

On reversing the roles of H and H° one proves that q° is at least 
q--N. Hence g<q°+N. Thus the theorem is proved. 

Since P+ N< n we have the following corollary. 

Corollary 1. The number of focal points of any conjugate family 
on a given interval differs from that of any other conjugate family by 
at most n. 2 

If we are dealing with a second order differential equation in the 
plane, any solution of the differential equation not identically zero gives 











th 


te 


th 


0, 


St 


rp om 


_ _ 


~ 








LE 





Sturm Theorems in n-space. 65 


the base of a conjugate family. Here n= 1 and the corollary becomes 
the famous Sturm Separation Theorem. 


Corollary 1 applied to that particular conjugate family F which de- 
termines the conjugate points of a given point, leads to Corollary 2. 


Corollary 2. If there are q conjugate points of the point x =a on 
the interval a<2<b, there will be at most q-+-n focal points of any 
conjugate family on that interval. 


To still further extend Theorem 6 we need the following lemma. 


Lemma. The nullity of the difference form D(u) equals the number 
of linearly independent extremals common to the two families F and F’°. 


The nullity of the form D(u) is the number of linearly independent 
solutions (u,,...,U,) of the equations 
(10.3) D,, = 2(95 — gij) uj = 0 (¢,7=1,...,n). 

If we refer to the definition (5.1) of the initial elements g;;, we see 
that (10.3) may be written in the form 

‘ , ‘ U 

(10.4) riz (@) [yes (a) — yrj(@)] uj = 0 
where y;;(2) and y;(a) are respectively elements of bases of F and F° 
which are unitary at =a. But (10.4) is equivalent to the equations 
(10.5) yi j(@) uj = ye; (@) u, (k,j =1,...,m). 


Since (10.5) gives the conditions that the members of F and F° which 
take on the values (u,,...,u,) at =a be identical with each other, 
the lemma follows at once. 

This leads to the following theorem. 


Theorem 7. Jf two conjugate families have r linearly independent 
solutions in common, the number of focal points of the one family on a 
given interval differs from that of the other family by at most n—r. 

According to the lemma the nullity of D(w) is here r, so that in 
Theorem 6, P+ N=n-—r. The present theorem now follows from (10.0). 


To illustrate the general content of Theorem 6 and its corollaries, 
let us consider an extremal segment g of a regular problem in parametric 
form in the calculus of variations. (See Morse § 1.) We can transform g 
into a segment y of the 2 axis (Morse §4), and obtain the following 
theorem. 


Theorem 8. Suppose g is an extremal in a regular problem in 
parametric form in the calculus of variations. Let S, and S, be two 
regular manifolds of class CO” which cut g transversally at points at 
which the integrand F is positive. Then the number of focal points of S, 
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on any segment of g differs jrom the corresponding number for 8S, by 
at most n. 


The proof will be at once clear to the student of the calculus of 
variations, and will not be given here. 


7 
t 


§ 11. 
A comparison of coefficients. 


Let there be given two self-adjoint differential systems 
d t 
(11.1) Fe ("ig 9) — Pig ¥; = 9, 


ae “ 
(11.2) az (F539; ) — Bis y, =9 
satisfying the requirements of § 3. We shall prove the following theorem. 


Theorem 9. Let F and F be respectively conjugate families of (11.1) 
and (11.2). If Fand F have the same initial elements g,; at x =a, and if 


(11.3) F510; <j 1; (9) +0, 
(11.4) Dig 15.9; < Pag 14; (n) +0 


then the qth focal point of F, if it exists, must be preceded by the qth 
focal point of F. Moreover the same result holds if either (11.3) or (11.4), 
but not both (11.3) and (11.4) become equalities. 

Let H(u) and H(u) be respectively the fundamental forms for F 
and F, taken from z=a to x=b. Let us suppose H(u) expressed by 
(7.4). For the same functions [7 (2)] it follows from the minimizing pro- 
perties of the integral in (7.4) that 


° 

A (u) Sg; %,%; + SlFjninj+ Di 7, 7;) ax. 
From this relation and (7.4), together with (11.3) and (11.4) we see that 
(11.5) H(u) < H(u) (u) +0. 


Now holding a fast, place z = 6b on y at a focal point of F of the 
rth order. Suppose } is then preceded by & focal points, counting focal 
points from =a. It follows from Lemma A of §7 that H(u) <0 along 
some (k-+r)-plane ¢ through the origin. According to (11.5), H({u)<0 
on t, except at most at the origin. 

The negative type number of H(u) must then be at least k +r, so 


that the (k-+ 1r)th focal point of F' must precede b, and the theorem is 
proved. 
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§ 12. 
Further comparison of initial conditions. 

Theorem 10. Let F and F°® be respectively conjugate families of 
(11.1) determined at x=a by initial elements g,, and g{;. If 
(12.1) 915%; 2;<965%:2;  (1,7=1,2,...,m), (2) (0) 
then the kth focal point of F° following x =a, if it exists, must be pre- 
ceded by the kth focal point of F. 

Let H(u) and H°(u) be respectively the fundamental forms for F 


and F° taken from z=a to x=b. Suppose b is a focal point of F°. 
With the aid of (7.4) we see that 
(12.2) H(u) — H°(u) =(9,;—gij)u,u; (¢,7 =1,2,...,m). 

It follows from the final lemma of §7 that H°(u)<0 at each point 
of a q-plane a,, where qg is the sum of the orders of the conjugate points 
of F° on the interval from a to b inclusive, and that at no point on 2, 
except the origin are the first n of the u,’s zero. Thus on a, the right 
member of (12.2) is negative except when (u)=—(0). Hence H(u) <0 
on 2, except when (u) = (0). 

The type number of H(u) must then be at least g, and hence the 
qth focal point of F must precede = 6. The theorem follows at once. 

This theorem can be given a geometric form in terms of manifolds S and 
S, which cut the z axis transversally at =a. If we recall that transver- 
sality reduces to orthogonality at a point of the z axis, and recall also that 

Ss Eyy,(0), 

where z = %(y) was our representation of S, we have the following result. 

If the difference between the x coordinate of a point on S, and a 
point on S, with the same (y) is a positive definite form in the set (y), 
then the kth focal point of S, following x =a, tf it exists, must be pre- 
ceded by the kth focal point of S. 

If we have a single second order differential equation 

+ (ry’)—py=0 (r>0) 

the condition (12.1) becomes 
(12.3) 9:1 < Ji: 
If we refer to the definition of the elements g, ; we see that (12. 3) takes the form 
Yi1(@) < y2s (a) 


Yi, (@) = yf, (a) =1. 
The. theorem then becomes a well known comparison theorem. 
5* 


where 
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§ 13. 
Principal planes. 


In order to obtain a more intimate knowledge of the variation of the 
focal points with the initial elements of a conjugate family F we introduce 
a generalization of the principal directions on a surface as follows. 

Suppose z= a is not a focal point of F. Let z=c be a focal point 
of F of the rth order. The curves of F which pass through z= c on y 
intersect the n-plane =a in an r-plane 2, which will be called the 
principal r-plane corresponding to the focal point c. 

Suppose now that the initial elements g,; at =a are functions 9, ;(«) 
of class C’ of a parameter « for « neighboring «,. For each « we obtain 
then a conjugate family, say F.. We need the following lemma. 

Lemma. If as « approaches «,, certain focal points approach the 
point x=c as a limit point, the corresponding principal planes on x =a 
will have all their limit points on the principal plane corresponding to 
S=¢. 

Let y,;(z,@) be a base of F, that is unitary at z=a. From the 
equations (5.1) defining the elements g,; it follows that y,;(2,«) is con- 
tinuous in both z and «. A curve of F which meets the n-plane x = a 
in a point (y)=(d) will be given by 
(13.1) y, = 4; y,;(2, «). 

Now the right hand members of (13.1) are continuous in (d), z, and @. 
The lemma follows readily. 

We state now our final comparison theorem, 

Theorem 11. Let x=c be a focal point of the rth order of the 
family F,,, and let t be the corresponding principal r-plane on x =a. 
If on t the form 
(13.2) Fi5 (Go) YY; (¢,j =1,2,..., 2%) 
is definite, then an increase of « in any sufficiently small neighborhood 
of a, will cause an advance or regression of the r focal points at x =c 
according as the form (13.2) is positively or negatively definite on t. 

Let H,(u) and H(u) be respectively the fundamental forms corre- 
sponding to the families F,, and F,, taken on the interval a< acc. 


From (7.4) we see that if we set (y) equal to the first m variables in the 
set (uw) we have 


(13.3) H(u) — Hy(u) = (a — 9) 9i;(@) 9,9, (89 =1,.-4M) 


where @ lies between « and «,. 
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To be specific suppose the form (13.2) is negatively definite on ¢. 
For (« — @,) positive, and sufficiently small, the right member of (10.3) 
will still be negatively definite on t. 

It will be convenient to call a point (uw) unitary if u;u,;=1. 

Let us apply Lemma A of §7 to the family F,,. We shall prove 
that H(u) is negatively definite on the q-plane 2, of this lemma, where 
q is the number of focal points of F,, on the interval a<2<c. To prove 
this it will suffice to prove that H(w)<0 at all unitary points on z,. 

Now, essentially by hypothesis the right member of (13.3) is nega- 
tively definite at the points (y) on ¢, and accordingly is negative at the 
unitary points (w) on the r-plane 2, of Lemma A, since the first n co- 
ordinates of (u) on 2, give points (y) on ¢. Hence H(u) <0 at unitary 
points (w) within a sufficiently small positive distance e of the unitary 
points on z,. 

At the remaining unitary points on 2,, Lemma A affirms that H,(w) is 
negative. Hence at these points H(u)<0, if « —«, be sufficiently small. 

Thus after a sufficiently small increase of « from «,, H(u)<0 for 
all unitary points on z,. Hence H(u) is negatively definite on z,. Thus 
the negative type number of H(u) will be at least g. Hence as « in- 
creases slightly from a, the r focal points originally at z= c regress. 

Not only will the focal points at 2 = c regress when « increases from «,, 
but also any small increase of « in the neighborhood of «, will correspond 
to a regression of the focal points in the neighborhood of z= c. 

This follows from the lemma of this section, because with the aid of 
that lemma, and with the use of unitary points we see that the form 


Fis (@) WY; (i,7=1,...,m) 
will be negatively definite on each of the principal planes that correspond 
to focal points near z=c, provided a — a, be sufficiently small. Thus 
in the proof already given we can replace «, by any other value of a, 
say «,, sufficiently near «,, and then show that a small increase of « 
from «@, also corresponds to a regression of the focal points near x = c. 

The case where the form (13.2) is positively definite is treated by 
first supposing that « decreases, and repeating in essence the preceding 
proof. The results for an increasing « then follow. 

Thus the theorem is proved. 


(Eingegangen am 10. 7. 1929.) 
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Einleitung’*). 


In seiner bekannten Arbeit*) untersuchte Herr Carathéodory den Auf- 
bau der Berandung einfach zusammenhangender ebener Gebiete und be- 
stimmte auf rein mengentheoretisch-geometrischem Wege die Randelemente, 
die er Primenden nannte. In der nachfolgenden Arbeit wird die Be- 
randung beliebiger ebener und insbesondere raumlicher Gebiete des drei- 
dimensionalen euklidischen Raumes untersucht. Es wird gezeigt, daB die 
Rander aller solcher Gebiete sich ebenfalls liickenlos aus nichtiibereinander- 
greifenden Elementen zusammensetzen, die den von Carathéodory bestimmten 
Primenden entsprechen. Die von uns bestimmten Randelemente bilden ein 
der ,Hauptbedingung“ geniigendes System, wonach jede gegen den Rand 
konvergierende Punktfolge des Gebietes eine gegen das Randelement kon- 
vergierende Teilfolge enthalt. Diese Randelemente, die wir gleichfalls Prim- 
enden nennen, sind naturgema8 gestaltlich erheblich komplizierter als die- 
jenigen einfach zusammenhangender ebener Gebiete, weisen aber dennoch 
im wesentlichen dieselben mengentheoretisch-geometrischen Eigenschaften auf. 

Zunachst heben wir hier hervor, daB die unmittelbare Ubertragung 
der Carathéodoryschen Methoden auf den Raum ohne Verletzung der 
Hauptbedingung unmédglich ist, weshalb ganz andere Wege gesucht werden 
muBten. Dies gilt bereits fiir den Fall raumlicher Gebiete vom einfachen 
Zusammenhang. (Ein Beispiel, durch welches dies nachgewiesen wird, findet 
sich im § 2.) 

In der nachfolgenden Arbeit wird die Gesamtheit aller gegen ein 
Randelement konvergierenden Punktfolgen — zunichst ohne Verwendung 
der Gebietszerlegung — bestimmt. Durch Untersuchung der inneren Ver- 
kniipfungen der Menge aller gegen den Rand konvergierenden Punktfolgen 
gelangen wir (im Kap. II) zu dem fiir unsere Betrachtungen grundlegenden 
Gebilde, welches wir einen Komplex von Punktfolgen nennen (Definitionen A, 
B und C, §6). Ein Komplex wird mit Hilfe der transfiniten Induktion 
aufgebaut; die (endliche oder transfinite) Anzahl der dazu erforderlichen 
Schritte nennen wir die Ordnung des Komplexes. Diejenigen Komplexe, 
die nicht mehr erweitert werden kénnen, bestimmen sodann in eindeutiger 
Weise ein Ende, das wir Primende nennen und fiir welches unter Be- 


*) Die nachfolgende Arbeit ist auf Veranlassung des Herrn Professors A. Rosenthal 
entstanden und stellt eine Heidelberger Dissertation dar. Ich verdanke Herrn Pro- 
fessor Rosenthal viele wichtige, im nachfolgenden verwertete Anregungen und Rat- 
schlige und spreche ihm hier fir die bei der Durchfiihrung dieser Untersuchungen 
mir stiéndig gewahrte Unterstiitzung meinen innigsten Dank aus. 

*) C. Carathéodory, Uber die Begrenzung einfach zusammenhingender Gebiete, 
Math. Annalen 78 (1913). 














72 B. Kaufmann. 


nutzung der im Kap. I entwickelten Zerlegungssitze*) ein Konstruktions- 
verfahren gegeben wird‘). Einem Primende wird die Ordnungszahl des 
entsprechenden Komplexes zugeordnet. Die Primenden besitzen folgende 
Grundeigenschaften (Kap. III), von welchen die beiden ersten unmittelbar 
aus den Definitionen folgen: 

1. Die Primenden enthalten keine inneren Punkte des Gebietes. 


2. Konvergiert eine Punktfolge gegen ein Primende, so konvergiert 
jede ihrer Teilfolgen gegen dasselbe Primende. 

3. Zwei Primenden liegen auferhalb einander oder sie sind identisch 
und von gleicher Ordnung (§ 10). 

4. Jede gegen den Rand konvergierende Punktfolge enthdlt eine Teil- 
folge, die gegen ein Primende konvergiert (§ 11). 

5. Die Ordnung der Primenden ist héchstens abzdhlbar (§ 12). 

6. Es existieren keine einfachen®) Teiler eines Primendes, gegen 
welche nur ein Teil der Punktfolgen eines abgeschlossenen Komplexes 
erster oder eines nichiabgeschlossenen Komplexes zweiter Ordnung kon- 
vergiert®) (§ 13). 

7. Die Primenden sind im Falle eines einfach zusammenhdangenden 
ebenen Gebietes mit den von Carathéodory bestimmten Primenden identisch. 
Diese letzteren kénnen nur von der ersten oder zweiten Ordnung sein (§ 14). 

Die weiteren Betrachtungen (Kap. IV) betreffen in erster Linie die 
Gestalt der Primenden; doch bleibt dabei eine Reihe von Fragen noch 
_unentschieden. Fiir die Gestalt der Primenden ist insbesondere die Tat- 
sache wesentlich, da8 raiumliche und ebene Primenden existieren, die nur 
durch solche Querschnittketten bestimmt werden kénnen, deren Grenz- 
gebilde gleichzeitig erreichbare und unerreichbare Punkte des Primendes 
enthalten. Nebst den verallgemeinerten (auch im Raume vorkommenden ) 
vier Primendenarten von Carathéodory erhalten wir zwet neue Arten von Prim- 
enden, die gleichzeitig erreichbare und unerreichbare Hauptpunkte enthalten. 





5) Von diesen erméglicht insbesondere der Satz I unter allgemeinen Bedingungen 
die Gebietszerlegung durch Querschnitte. 

*) Das Ende wird durch Verallgemeinerung der Carathéodoryschen Enden de- 
finiert, wobei wir nicht verlangen, da8 je zwei abgeschlossene Querschnitte der Quer- 
schnittketten paarweise zueinander fremd sein sollen. Ist hingegen diese letztere 
Bedingung erfillt und enthalt jede gegen den Gebietsrand konvergierende Punktfolge 
eines jeden Querschnittes der Kette eine auf einem Einschnitt des Gebietes liegende 
Teilfolge, so sprechen wir von einfachen Enden des Gebietes. Zu solchen Enden ge- 
héren insbesondere die Carathéodoryschen Enden (vgl. § 2 und § 13). 

®) Uber den Begriff des einfachen Endes vgl. FuBnote *). 

*) Aus dieser Unteilbarkeitseigenschaft des Primendes ergibt sich leicht der Satz: 
Alle Primenden erster oder zweiter Ordnung sind durch einfache Enden unteilbar. 
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Die besonders interessanten Fragen, welche einerseits die Machtigkeit 
der Primendenmengen, andererseits das Verhalten der Primenden bei topo- 
logischen Abbildungen der Gebiete betreffen, betrachten wir in der nach- 
folgenden Arbeit nicht naher’). Doch zeigen sich gerade hier iiberraschende 
Resultate. So ist es dem Verfasser bereits gelungen ein raumliches Gebiet 
zu konstruieren, dessen Rand aus einem einzigen (sogar durch einfache 
Enden unteilbaren) Primende besteht. 


Kapitel [. 
Die Zerlegung der Gebiete. 
$1. 
Schnitte und Querschnitte. 


Unter einem beschrinkten Gebiet @ in der Ebene oder im Raume 
verstehen wir eine ganz im Endlichen liegende Punktmenge, die nur aus 
inneren Punkten besteht und deren je zwei Punkte sich durch einen gerad- 
linigen Streckenzug von endlicher Streckenzahl verbinden lassen. Mit I" 
bezeichnen wir die Berandung des Gebietes G. 

Zur Vermeidung von Wiederholungen fiihren wir, falls das Gegenteil 
nicht hervorgehoben ist, simtliche Betrachtungen fiir den allgemeineren 
Fall eines raumlichen Gebietes durch. Diese gelten aber durchweg auch 
im Falle eines ebenen Gebietes; es sind dann nur gewisse einfache rium- 
liche Begriffe und Bezeichnungen durch die entsprechenden in der Ebene 
zu ersetzen. 

Ist WM eine beliebige Punktmenge, so wollen wir allgemein mit I° 
die Vereinigungsmenge der Menge Y{ mit ihrer Ableitung bezeichnen. Ist 
M eine Menge von Punktmengen, so bezeichnen wir allgemein mit M° die 
Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen von M. 

Geniigt eine abgeschlossene Menge I° der Bedingung G — G-M°+0, 
so kénnen wir leicht sehen, daB & — G-M° aus endlich oder abzahlbar 
vielen paarweise fremden Gebieten besteht. Die Vereinigungsmenge ¥) der 
Komplementirmenge &(@) des Gebietes @ mit der Menge I° ist ab- 
geschlossen; deshalb ist die Komplementaérmenge von ¥) offen, besteht also 
aus endlich oder abzaihlbar vielen fremden Gebieten. 

Ist jeder Punkt von I°- G + 0 Haufungspunkt der Menge G — M°- G, 
so nennen wir den Durchschnitt IN°-@—® einen Schnitt des Gebietes G. 
Ein Gebiet @* mit der Berandung I"*, das zugleich eine Komponente 
von & —®@ ist, nennen wir ein durch den Schnitt ® bestimmtes Teilgebiet 


*) Auf die Fragen nach den Invarianzeigenschaften der Primenden beabsichtigt 
der Verfasser in einer weiteren Arbeit zuriickzukommen. 
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von ®. Den Durchschnitt [’*-@ nennen wir einen das Teilgebiet @* 
bestimmenden und durch den Schnitt D bestimmten Teilschnitt von G. 


Hilfssatz 1. Es sei D ein beliebiger Schnitt des Gebietes G und 
q ein durch D bestimmtes Teilgebiet von G. Es sei h ein beliebiges Teil- 
gebiet von G, das der Bedingung geniigt: (h°—h)-G C®. Wir behaupten, 
das Teilgebiet gq muB in bh enthalten sein oder es ist g-h =0. 

Nehmen wir an, es gilt die Beziehung g-) +0. Es sei O ein be- 
liebiger Punkt des Durchschnittes g-) und A ein beliebiger Punkt von g. 
Da in g kein Punkt von ® enthalten ist, kénnen wir O mit A durch einen 
Streckenzug s, der ganz in g verlaiuft und keinen Punkt von @ trifit, 
verbinden. Wegen der Beziehung (h°—)-GC®@ trifft s auch keinen 
Punkt der Berandung von §. Der beliebige Punkt A von g mu8 darnach 
auch in § enthalten sein. 

Einen Punkt ¢ des Schnittes ® von @ nennen wir k-seitigen Punkt 
(& = natiirliche Zahl), falls er den Berandungen von nur k paarweise ver- 
schiedenen, durch ® bestimmten Teilgebieten von % angehért. 

Einen Schnitt ® des Gebietes G nennen wir reguldr, falls er folgenden 
Bedingungen geniigt: 

1. In einer hinreichend kleinen Kugelumgebung eines jeden Punktes 
von ® sind Punkte héchstens endlich vieler, durch ® bestimmter Teil- 
gebiete von & enthalten. 


2. Die Menge der zweiseitigen Punkte eines jeden Teilschnittes » von 
® in jedem durch das betreffende p~ bestimmten Teilschnitt von © ist 
nicht leer. 


Wir sagen, ein Schnitt Q zerlegt das Gebiet G, und wir nennen Q 
einen Querschnitt des Gebietes ©, wenn Q nur zwei Teilgebiete G, und G, 
des Gebietes G bestimmt. Die Berandungen von G, bzw. G, bezeichnen 
wir mit I, bzw. ',. Geniigt der Querschnitt Q der Bedingung I’, = Q° 
oder T', = Q°, so nennen wir Q einen Riickkehrschnitt des Gebietes G. 

Im folgenden Satz werden wir zeigen, da jeder durch einen regularen 
Schnitt des Gebietes @ bestimmte Teilschnitt einen Querschnitt von @ 
enthalt. Dieser Querschnitt hat gewisse Eigenschaften, die gerade fiir 
unsere weiteren Betrachtungen von besonderer Bedeutung sind. 


Satz I. Hs sei ein beliebiger reguldrer Schnitt ® des Gebietes © 
gegeben. Es sei O ein Punkt eines durch den Schnitt D bestimmten Teil- 
gebietes h von & und ~ der Teilschnitt von G, der bh bestimmt. Es sei 
weiterhin O* ein aufierhalb § liegender Punkt der Menge G©—® und 
h* das durch p besuimmte und den Punkt O* enthaltende Teilgebiet 
von @. Wir behaupten, der das Teilgebiet h* bestimmende Teilschnitt w 
ist ein die Punkte O* und O trennender Querschnitt des Gebietes ©. 





mE ee 
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Die Menge samtlicher durch den Schnitt » bestimmter nicht ab- 
geschlossener Teilgebiete von @ bezeichnen wir mit M(h). Besteht die 
Menge M(h) nur aus den beiden Teilgebieten § und §*, so ist leicht er- 
sichtlich, daB y ein die Punkte O und O* trennender Querschnitt des 
Gebietes G ist. Wir setzen nun voraus, daB die Menge M(h) mindestens 
ein von § und §* verschiedenes Gebiet enthalt. Es sei §’ ein solches 
durch einen Teilschnitt g’ bestimmtes Teilgebiet der Menge M(h) und 
O’ ein beliebiger Punkt in seinem Innern. Da @ regular ist, kénnen wir 
einen zweiseitigen Punkt ¢ des Teilschnittes g in g’ bestimmen. Eine 
hinreichend kleine Kugelfliche K mit dem Mittelpunkt ¢ bestimmt eine 
abgeschlossene Umgebung 11°(¢) des Punktes ¢, in welcher nur Punkte 
von §°-@ und h’°-@ enthalten sind. Wir bestimmen jetzt zwei Punkte 
0 © h-U(¢) und 0’ h’- U(¢). Den (mit O eventuell identischen) Punkt 0 
verbinden wir durch einen Streckenzug s< § mit dem Punkt O und den 
(mit O’ eventuell identischen) Punkt 0’ mit dem Punkt O’ durch einen 
Streckenzug s’Ch’. Die Punkte 0’ und 0 verbinden wir durch einen 
Streckenzug 5 C U(¢). Die Summe (s)—s-+ 5-8’ ist offenbar ein Strecken- 
zug, der die Punkte O und O’ verbindet und der Beziehung (s)-g < U(¢) 
geniigt. Aus den Beziehungen y Cp und w-l(¢)=0 ergibt sich (s)-y=0. 

Bezeichnen wir das durch den Schnitt y bestimmte und den Punkt O 
enthaltende Teilgebiet mit )**, so kénnen wir jetzt schlieBen, da8 in §** 
jedes von §* verschiedene Teilgebiet der Menge M(h) enthalten ist. Jeder 
auBerhalb h*-+ yw liegende Punkt des Gebietes © muB in §** enthalten 
sein. Der Teilschnitt y ist also ein Querschnitt des Gebietes G, der G 
in zwei Teilgebiete )** > O und h*> O* zerlegt. (Der Querschnitt y trennt 
also den Punkt O von jedem Punkt des Gebietes G, der sich mit dem 
gewahlten auBerhalb §° liegenden Punkt O* von @ durch einen den Teil- 
schnitt g nicht treffenden Streckenzug in @ verbinden laBt.) 

Anmerkung. Aus dem Satz I gewinnen wir leicht die Folgerung: Sind A und B 
zwei verschiedene Punkte des Gebietes G, so ist es immer méglich, die beiden Punkte durch 
einen Querschnitt, der kein Riickkehrschnitt ist, zu trennen. Die beiden Punkte A und 
B verbinden wir durch eine Strecke AB und legen durch einen beliebigen von A 
und B verschiedenen Punkt J des Durchschnittes AB-@ eine zu AB senkvechte 
Ebene «. Der Durchschnitt «-@ ist ein regulirer Schnitt des Gebietes G: jeder 
seiner Punkte ist zweiseitig. Es sei § das durch einen Teilschnitt g von ¢-@ be- 
stimmte und den Punkt A enthaltende Teilgebiet. Der Teilschnitt von g, welcher das 
den Punkt B enthaltende Teilgebiet bestimmt, ist ein die Punkte A und B trennen 
der Querschnitt des Gebietes @, welcher offenbar kein Riickkehrschnitt sein kann. 

Im Verlaufe unserer weiteren Betrachtungen wollen wir nur mit solchen 
Querschnitten operieren, die in der Vereinigungsmenge endlich vieler 
Jordanscher Flaichen enthalten sind und die wir fortwaihrend kurzweg als 
Querschnitte bezeichnen werden. 
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§ 2. 


oe 


Die Enden. 


Ist 2 eine Folge von Mengen, deren Elemente Raumpunkte sind 
(bzw. eine beliebige Gesamtheit solcher Folgen), und §%* eine Menge, deren 
Elemente Raumpunkte sind, so sagen wir, I ist wesentlich in m* ent- 
halten, falls mindestens fast alle Mengen der Folge MM (bzw. fast alle 
Mengen einer jeden Folge von %) in IM* enthalten sind. Im folgenden 
wollen wir fortgesetzt von dieser Festsetzung Gebrauch machen. 

Es seien zwei unendliche Folgen von Punktmengen 


(1) ee eee 
und 
(2) M;, M:,..., M* 


in einem beschrankten Raumteil gegeben. Wir sagen, die Folge (2) ist 
der Folge (1) untergeordnet, falls folgendes erfiillt ist: Es existiert eine 
umkehrbar eindeutige Zuordnung 8 der Folgen (1) und (2), die allgemein 
eine Menge M,, (a, natiirliche Zahl) der Menge M, zuordnet, wobei fiir 
jedesn Mz, M, gilt. 

Die Gesamtheit der Haufungspunkte einer (in einem beschrinkten 
Raumteil liegenden) Folge von Mengen 


(M) = M,, M,, ..., M,,... 


oder von Punktfolgen, die einer belichigen ihrer Teilfolgen untergeordnet sind, 
nennen wir das Grenzgebilde der Folge (M) und bezeichnen es mit Ty. 
Wir sagen, eine konvergente Punktfolge (nicht notwendig paarweise ver- 
schiedener Punkte) konvergiert in (M) gegen T'y, falls sie der Folge (M) 
oder einer beliebigen ihrer Teilfolgen untergeordnet ist. Ty ist immer 
abgeschlossen. Besteht die Folge (M) aus Kontinuen und ist ihr selbst 
eine konvergente Punktfolge untergeordnet, so kénnen wir aus einem be- 
kannten Zorettischen Satz*) schlieBen, daB Ty ein Kontinuum oder ein 
Punkt ist. 
Unter einer Gebietskette 
(3) 6.8. > «-- a. «>. 
verstehen wir eine Folge ineinandergeschachtelter durch Querschnitte be- 


stimmter Teilgebiete von @. Bezeichnen wir mit q, den das Gebiet g, 
bestimmenden Querschnitt des Gebietes G, so nennen wir die Folge 


(4) Gi> Iqs +03 Uns + 


*) F. Hausdorff, Mengenlehre (2. Aufl.) § 28, Satz XIX, 8S. 163. 
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eine Querschnittkette. (Je zwei Querschnitte der Kette (4) bzw. deren 
abgeschlossene Hiillen kénnen auch gemeinsame Punkte haben.) 

Wir definieren den Begriff des Hndes, indem wir die axiomatische 
Definition des Endes (durch fiinf Erklarungen) von Carathéodory*) in 
bezug auf die oben definierte Gebietskette wértlich iibertragen. (Dies laBt 
sich ohne weiteres durchfiihren). Ein durch eine Gebiets- bzw. Querschnitt- 
kette bestimmtes Ende bezeichnen wir mit €,. 

Es ist leicht ersichtlich, daB das Grenzgebilde 7, der in (3) festge- 
legten Folge g?, g!,...,g°,... in dem durch die Gebietskette (3) be- 
stimmten Ende €, enthalten ist. Jeder Punkt ¢ von €, ist sicher ein 
Haufungspunkt mindestens einer der Folge g?, g?, ..., g°, ... untergeordneten 
Punktfolge, namlich derjenigen, deren simtliche Punkte mit ¢ identisch 
sind. Es ist also auch €, in 7, enthalten. Also gilt die Beziehung 


(5) €, == T,. 


In einer noch so kleinen Kugelumgebung eines beliebigen Punktes von 7, 
liegt mindestens je ein Punkt fast aller Gebiete der Folge g), g8, ..., 9°, ... 
und wir erhalten aus (5) auf Grund des Zorettischen Satzes den 


Satz II. Das Ende €, einer Kette von Teilgebieten des Gebietes & 
ist ein Kontinuum oder ein Punkt. 


Wir betrachten jetzt ein beliebiges einfach-zusammenhingendes *°) 
raumliches Gebiet. Unter den Querschnitten dieses Gebietes sind insbe- 
sondere diejenigen ausgezeichnet, die sich auf die nicht abgeschlossene 
ebene Quadratfliche topologisch abbilden lassen, wobei auch die Rand- 
menge des Querschnittes mit der Randlinie der Quadratflache homéomorph 
sein soll. Solche Querschnitte bilden offenbar das unmittelbare riumliche 
Analogon der Carathéodoryschen Querschnitte eines einfach zusammen- 
hangenden ebenen Gebietes und wir wollen sie auch im Raume als 
»Carathéodorysche Querschnitte“ *) bezeichnen. Wird ein Ende durch eine 
Kette paarweise fremder Carathéodoryscher Querschnitte, deren Randmengen 

%) C. Carathéodory (FuBn. *)), 8. 331—332. 

1”) Ein mit dem Kugelinnern homéomorphes raumliches Gebiet nennen wir ein- 
fach zusammenhangend. 

11) Im Falle eines einfach-zusammenhingenden ebenen Gebietes ist jeder Quer- 
schnitt (in unserem Sinne, vgl. das Ende des § 1) zugleich auch ein Carathéodory- 
scher Querschnitt. Dies ist bei den einfach-z hangenden Gebieten im Raume 
bei weitem nicht mehr der Fall. Die Querschnitte (in unserem Sinne) brauchen nicht 
mit der ebenen Quadratflache homéomorph zu sein. Auch dann, wenn die Homéo- 
morphie des Querschnittes mit der Quadratfliche gegeben ist, braucht die Randmenge 
des Querschnittes nicht mit dem Quadratrand homéomorph zu sein. Ferner kénnen 


die Randmengen der Querschnitte auch unerreichbare Punkte des Gebietsrandes ent- 
halten. 
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ebenfalls paarweise zueinander fremd sind, definiert, so sprechen wir von 
,Carathéodoryschen Enden“. — Das nachfolgende Beispiel zeigt, da8 in einem 
einfach-zusammenhiangenden raumlichen Ge- 
biet kein liickenloses System unteilbarer Enden 
bzw. unteilbarer Carathéodoryscher Enden exi- 
stieren mu8, daB also die unteilbaren Enden 
bzw. die unteilbaren Carathéodoryschen Enden 
der Hauptbedingung (wonach jede gegen den 
Gebietsrand konvergierende Punktfolge eine 
gegen ein Randelement konvergierende Teil- 
folge enthalten soll) nicht geniigen. Danach 
Fig. 1. zeigt das nachfolgende Beispiel (Fig. 1) die 
Unméglichkeit einer unmittelbaren Ubertragung 
der Carathéodoryschen Theorie auf den Raum, so da8 wir veranlaBt sind, 
andere Methoden zu suchen, was in den Kapiteln II und III geschehen soll. 
In rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten (z, y, z) sei ein Einheits- 
wiirfel durch die Ecken (0,0,0), (0,0, 1), (0,1,0) und (1,0,0) fest- 
gelegt. Wir bilden die Vereinigungsmenge der Wiirfelflache mit der Gesamt- 
heit aller Punkte, die einem der folgenden Wertetripel geniigen 





1 1 
t= 5, O<y<l, 0<zS5 (nm =1, 2,...) 


O0<2<l, y=a, O<z2<S5 = (n= 1, 2... 


Diese Vereinigungsmenge bildet die Berandung eines einfach zusammen- 
hangenden Gebietes. Alle Randpunkte dieses Gebietes mit den Koordinaten 
eines der Tripel 

z=0, O<y<l, 0<2<3 
0<2<1, y=0, O0<2<} 


sind in keinem unteilbaren Ende enthalten. Ein Ende, welches irgendeinen 
dieser Punkte enthilt, hat mindestens einen Punkt eines der Tripel 


z=0, O<ysl, z= 


0<27<1, y=0, s= 


zum echten (d.h. vom Ende selbst verschiedenen) Teiler. Die Randpunkte 
mit den Koordinaten eines der Wertetripel 


z=0, O<y<1, 0<2<35 


2 
2 
Li 
2 


0<2<1, y=0, O0<2<5 





—————_— 
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sind in keinem durch Carathéodorysche Enden unteilbaren Carathéodory- 
schen Ende enthalten (z. B. die auf der Wiirfelfliche liegenden Rechtecke 
ABCD und A’B’C’D’ in Fig. 1). Ein Carathéodorysches Ende, welches 
einen beliebigen dieser Punkte enthalt, ist immer durch das mit der Strecke 


z=0, y=0O, 0<2<3 


identische Carathéodorysche Ende (im echten Sinne) teilbar. 

Betrachten wir jetzt ein Gebiet (Fig. 2), 
das durch die Vereinigungsmenge der oben 
definierten Wiirfelfliche mit allen Punkten, 
die dem Wertetripel 








oe 9<y<1l, 0<2<5 


(n =1, 2,...) (| 


geniigen, begrenzt wird, so kénnen wir zum . a 
Unterschied von obigem Beispiel leicht sehen, 
da8 jeder Randpunkt in einem durch Cara- 
théodorysche Enden unteilbaren Carathéodory- 
schen Ende enthalten ist. (Insbesondere ist auch das auf der Wiirfelflache 
liegende Rechteck ABCD in Fig. 2 ein solches Ende.) 




















Fig. 2. 


Kapitel II. 
Die Komplexe. 


§ 3. 
Die Streckenzugsysteme. 


Einem Streckenzug s, der zwei (evtl. identische) Punkte A und B 
innerhalb & verbindet*!*), wollen wir immer einen Umlaufssinn zuschreiben, 
indem wir ihn von A nach B oder von B nach A durchlaufen. Ist der 
Umlaufssinn so festgelegt, daB wir s z.B. in der Richtung von A nach B 
durchlaufen, so nennen wir A Anjfangs- und B Endpunkt des Strecken- 


a 
zuges und bezeichnen die Richtung, in der s durchlaufen wird, mit AB. 

Zur Vereinfachung und Abkiirzung der weiteren Betrachtungen wollen 
wir im allgemeinen auch einen einzelnen Punkt A des Gebietes © als 


118) Im allgemeinen setzen wir voraus, daB ein Streckenzug sich nicht iber- 
schneidet. Diese Voraussetzung ist allerdings fir das Weitere nicht wesentlich. Die 
Uberschneidungspunkte kénnten auch mehrfach gezihit werden. AuBerdem enthilt 
ein sich tiberschneidender Streckenzug einen sich nicht tiberschneidenden dasselbe 
Punktepaar verbindenden Streckenzug. 
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einen Streckenzug, der den Punkt A mit sich selber verbindet, auffassen. 
Samtliche Definitionen und Behauptungen, die wir in bezug auf die Strecken- 
ziige machen, gelten auch fiir diesen speziellen Fall. Ist auf einem Strecken- 
zug s innerhalb des Gebietes © eine beliebige abgeschlossene Menge m 
von (evtl. zusammenfallenden) Punkten definiert, so nennen wir einen 


Punkt z von m einen ersten Punkt von m, in bezug auf AB, falls folgende 
Bedingung erfiillt ist: Durchlaufen wir den Streckenzug s von A nach B, 
bis der Punkt z zum erstenmal getrofien wird, so enthalt der durchlaufene 
Teil von s keinen von x verschiedenen Punkt der Menge m. 

Es seien zwei beliebige (nicht notwendig konvergente) Punktfolgen 
des Gebietes & 


(1) a ee, Pere 
und 
(2) . G .... &, «- 


gegeben. Es seien 7, 1, und a, >7 gewisse natiirliche Zahlen und 3 eine 
umkehrbar eindeutige Abbildung der Folge O;,,,0,,,,..-,0;,,,,--- fast 
aller Punkte von (1) auf die Folge O, .,,0;,4,...,0;,,,,--- fast aller 
Punkte von (2), die fiir jedes n=—1,2,... einen Punkt O,, der ersten 
Folge dem Punkt O/,,, der zweiten Folge zuordnet. Fiir jedes n ver- 
binden wir den Punkt O,, mit dem Punkt 0; ,,, durch einen Streckenzug s, 
innerhalb des Gebietes G. Die Folge der Streckenziige 


S = 8,, 8,.---,8 


nennen wir ein Streckenzugsystem, das die Punktfolgen (1) und (2) (in 
der durch 8 gegebenen Zuordnung) innerhalb @ verbindet. Die beiden 
Zahlen ¢ und 7, nennen wir die Anfangsindizes von (1) bzw. (2) in bezug 
auf 8. 

Ganz entsprechend sagen wir, ein Punkt O von & wird mit der Punktfolge 
O,, O,,..-,O,,-.- von & durch ein Streuungssystem S = 8,, 8, ..., 8,,--- 
verbunden, falls fiir jedes n der Punkt O, mit dem Punkt O durch den 
Streckenzug s, verbunden wird. 

Zur Vereinfachung der Bezeichnung und der Ausdrucksweise machen 
wir noch die folgende Annahme. Sind die beiden Punktfolgen (1) und (2) 
in einer gewissen Zuordnung 8 durch ein bestimmtes Streckenzugsystem S 
verbunden, so denken wir uns die beiden Punktfolgen und das Strecken- 
zugsystem so geordnet, da8 immer fiir jedes n die beiden Punkte O 


it+n 


und O, ,, sich in der Zuordnung 8 entsprechen und durch den Strecken- 
zug 8, verbunden werden. (Ist uns eine der drei Folgen (1), (2) und S 
fest geordnet gegeben, so kénnen wir die beiden anderen Folgen ent- 
sprechend dieser Annahme umordnen. ) 
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Wir definieren noch die ,,Addition“ zweier Streckenzugsysteme. Ver- 
bindet das Streckenzugsystem S’ = s{, 8{,...,3{,... die Punktfolge (1) mit 
der Punktfolge (2) (in einer Zuordnung 8,) und das Streckenzugsystem 

” == sf’, ag’,..., 8%,... die Punktfolge (1) mit der Punktfolge 


(3) ee eee 


(in einer Zuordnung 8,), so wollen wir die Punktfolgen (1) und (3) durch 
Addition der beiden Streckenzugsysteme auf folgende Weise verbinden. 
Bedeuten die beiden Zahlenpaare i,i, und i*,i, die Anfangsindizes von 
(1) und (2) in bezug auf S’ bzw. von (1) und (3) in bezug auf 8”, so 
kénnen wir zwischen den Zahlen ¢ und i* eine beliebige Relation, z. B. 
i*>¢ annehmen, wobei i*=i-+-1 (1 >0) sei, und bilden fiir jedes n die 
Summe s/,,-+ 8, welche einen die Punkte P;,,;,, und P;,, verbinden- 
den Streckenzug s, enthalt. Das Streckenzugsystem S = 8,, 8,,..., 8,,--- 
verbindet die beiden Punktfolgen (1) und (3) in der durch die Addition 
gegebenen Zuordnung. Die Addition der Streckenzugsysteme kann natiir- 
lich ohne weiteres auf eine beliebige endliche Anzahl von Streckenzug- 
systemen iibertragen werden. 


§ 4. 
Mengen von Punktfolgen mit Unbewalltheitseigenschaften. 


Es sei & ein beliebiger Randpunkt des Gebietes © und K,, K,,..., K,,, --- 
eine Folge von Kugeln mit dem Mittelpunkt und den Radien 
Ty>%, +++ T,>--» (7, =417,_,). Die durch die Kugel K, bestimmte Umge- 
bung des Punktes ¢ bezeichnen wir mit U,(&). Die Folge {Ul,(¢)} nennen 
wir kurz die konzentrische Folge von Umgebungen des Punktes é. 


Es sei 
(1) OD, Das vig Oy, «ae § 


eine gegen einen Randpunkt von © konvergierende Punktfolge von ©, 
die aus paarweise verschiedenen Punkten besteht. Wir unterscheiden 
folgende zwei Fille: 


1. Jede Kugel K, (» beliebig) einer konzentrischen Kugelfolge mit 
dem Mittelpunkt & bestimmt ein Teilgebiet ) des Gebietes G, in welchem 
wesentlich die Punktfolge (1) enthalten ist. In diesem Fall nennen wir 
die Punktfolge (1) eine a-Punktfolge (Fig. 3) ”). 

2. Enthalt die Punktfolge (1) keine «-Teilfolge, so nennen wir ste 
eine B-Punktfolge (Fig. 4). 


11>) Die meisten von uns gezeichneten Figuren stellen entsprechende einfache 
Falle und Beispiele in der Ebene dar. 
Mathematische Annalen. 108. 6 











82 B. Kaufmann. 


Geniigt die Punktfolge (1) einer der beiden Bedingungen, so nennen 
wir sie wohldefiniert. Aus den Definitionen 1 und 2 ergeben sich un- 
mittelbar die Folgerungen: 

Folgerung 1*. Zine beliebige gegen einen Randpunkt von © kon- 
vergierende Punktfolge enthalt immer eine wohldefinierte Teilfolge. 

Folgerung 2”. Jede Teilfolge einer «- oder B-Punktfolge mu eben- 
falls eine a- bew. B-Punktfolge sein. 
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Fig. 3. Fig. 4. 


Wir wollen jetzt eine Reihe von Begriffen einfiihren, die eine gewisse 
Ahnlichkeit mit dem Brouwerschen Unbewalltheitsbegriff haben. — Eine 
Menge von Punktfolgen des Gebietes © nennen wir kurz eine f-Menge. 

Es sei 
(2) i a ae 


eine wohldefinierte Punktfolge des Gebietes G. Die Gesamtheit }, aller 
wohldefinierten Punktfolgen des Gebietes @, die sich mit (2) durch ein 
Streckenzugsystem verbinden lassen, dessen Grenzgebilde aus einem ein- 
zigen Punkt besteht (welches also mit dem Hiaufungspunkt von (1) 
identisch ist), nennen wir eine unbewallte f-Gesamtheit (Fig.7). Die 
Punktfolge (2) nennen wir die Ausgangspunktfolge von $,. 

In bezug auf die unbewallten f-Gesamtheiten kénnen wir leicht fol- 
gende Aussagen machen. 

Jede wohldefinierte Punktfolge des Gebietes G ist in einer unbewallten 
f-Gesamtheit enthalten. 

Zwei unbewallte f-Gesamtheiten haben einen leeren Durchschnitt oder 
sie sind identisch. 

Es sei 


(3) 0:, @., 2 O,, .-.=0§ 


ein gegen & konvergierende «-Punktfolge von ©, die in einer unbewallten 
f-Gesamtheit , enthalten ist und {K,} die konzentrische Kugelfolge mit 
dem Mittelpunkt é. 
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(4) Jede Kugel K, (y =1,2,...) bestimmt ein Teilgebiet 5, in dem 
wesentlich die f-Gesamtheit $, enthalten ist (d.h. jede Punktfolge von §, 
ist wesentlich in § enthalten). 

(5)  Jede unbewallte /-Gesamtheit, die eine «-Punktfolge enthalt, enthial: 
auch nur «-Punktfolgen; jede unbewallte f-Gesamtheit, die eine S-Punkt- 
folge enthalt, enthalt auch nur £-Punktfolgen. 

(6) Eine gegen & konvergierende und wesentlich in § fiir ein noch so 
groBes » enthaltene Punktfolge ist eine in $, enthaltene «-Punktfolge. 
Darnach ist auch jede unendliche Teilfolge von (3) ebenfalls in $, enthalten. 


a ° P i Re Rk 
ojo ° ° ° 
~ Is 

‘ae ° . ° i hoe 

1%. IF, 
hed « . . . _ = i 
‘6 :| : : ° °, me 


|: 
Aig 
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Fig. 5. Fig. 6. 


Es sei M, eine Menge wohldefinierter Punktfolgen des Gebietes @ und 
(7) R,, Ry, ..-, R,... oF 
eine gegen ¢ konvergierende wohldefinierte Punktfolge von G, die nicht 
in M, enthalten ist. Wir nennen die Punktfolge (7) eine unbewallie Grenz- 
punktfolge der Menge M, (Fig. 5 und 6), falls folgende Bedingung erfillt ist: 

Fiir jedes v gibt es zu fast jedem Punkt R,, der Folge (7) eine Punkt- 
folge von M,, die mit R,, durch ein wesentlich in einer noch so kleinen 
Umgebung U,(&) enthaltenes Streckenzugsystem verbunden werden kann **). 

Aus der Definition der unbewallten Grenzpunktfolgen erhalten wir 
unmittelbar die Folgerungen : 

Folgerung 1**. Eine beliebige Teilfolge einer unbewallten Grenz- 
punktfolge von M, ist wiederum eine unbewallte Grenzpunktfolge von M, 
oder sie ist in M, enthalten. 


Folgerung 2**. Es sei eine beliebige gegen einen Randpunkt £ 
von @ konvergierende Folge von Teilgebieten von & 


(8) ee re ees | 


42) Ist (7) insbesondere eine «-Punktfolge, so 148t sie sich wesentlich in einer 
noch go kleinen Kugelumgebung von £ mit einer Punktfolge von M; verbinden. 
* 
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und eine der Folge (8) untergeordnete f-Folge (Folge von Punktfolgen) 
der Menge M, gegeben. Eine beliebige der Folge (8) ebenfalls untergeord- 
nete wohldefinierte Punktfolge ist eine unbewallte Grenzpunktfolge von M, 
oder sie ist in M, selbst enthalten. 

Wir sprechen von einer unbewallten «- bzw. £-Grenzpunktfolge der 
Menge M,, je nachdem (7) eine a- oder #-Punktfolge ist. Die Gesamt- 
heit aller paarweise verschiedenen unbewallten «- bzw. §-Grenzpunktfolgen 
der Menge M, bezeichnen wir mit L,(M,) bzw. L,(M,). Die Summe 


L,(M,) + L,(M,) _ L(M,) 
nennen wir die unbewallte f-Grenzmenge von M,. 
Aus (6) gewinnen wir jetzt die Behauptung: Ist %, eine unbewallte 
f-Gesamtheit, die aus «-Punktfolgen besteht, so ist immer 
(9) L(¥,) = 0. 


(10) Ist eine Punktfolge einer unbewallten /-Gesamtheit %, in L, (M,) 
(bzw. L,(M,)) enthalten, so ist eine jede beliebige Punktfolge von §, in 
D,(M,) (baw. in L,(M,)) oder in M, selbst enthalten. 

(11) Ist My eine f-Teilmenge ‘von (M,+ L(M,)), so kénnen wir aus 
der Definition der unbewallten Grenzpunktfolge leicht die Beziehung 
L(M;) < (M,+ L (M,)) folgern. Darnach ist insbesondere L (M,+ L(M,))=0. 


§ 5. 
Die konjugierten Mengen. 


Das Grenzgebilde eines Streckenzugsystems © = j,, f,,...,{,,,---, das 
zwei beliebige Punktfolgen des Gebietes & (in beliebiger Anordnung) ver- 
bindet, sei mit 7; bezeichnet und in der Berandung I’ von & enthalten. 
Wir nennen das Streckenzugsystem © ausgezeichnet, falls eine der beiden 
folgenden Bedingungen erfiillt ist: 

1. Sémtliche gegen das Grenzgebilde T; in SG konvergierenden wohil- 
definierten Punktfolgen sind a-Punktfolgen und T; besteht aus einem 
einzigen Punkt, oder 

2. Sdmtliche gegen das Grenzgebilde T; in G konvergierenden wohl- 
definierten Punktfolgen sind B-Punktfolgen. 

Wie ohne weiteres klar, ist ein Teilsystem eines ausgezeichneten 
Streckenzugsystems wiederum ausgezeichnet. Zwei wohldefinierte Punkt- 
folgen des Gebietes G, die sich durch ein ausgezeichnetes Streckenzug- 
system verbinden lassen, nennen wir konjugiert zueinander. 

Die Gesamtheit A aller zu einer gewissen, «- oder B- Punktfolge 
P,, Py, ..., P,,,... von © konjugierten Punktfolgen nennen wir eine konju- 
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gterte f-Menge und P,, P,,..., P,,..., die Ausgangsfolge von A (Fig. 8 
und $,= 4 in Fig.7). Die Summe 


4+L(4)=4d° 
nennen wir die abgeschlossene konjugierte f- Menge. 
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Fig. 7. Fig. 8. 


Aus der Definition der konjugierten Punktfolgen und f-Mengen ge- 
winnen wir eine Reihe von Folgerungen, von denen die ersten vier un- 
mittelbar ersichtlich sind. 


Folgerung 1. Eine beliebige wohldefinierte Punktfolge von @ ist 
zu sich selbst konjugiert **). 


Folgerung 2. LaBt sich eine beliebige Punktfolge von © durch ein 
ausgezeichnetes Streckenzugsystem mit einer wohldefinierten Punktfolge 
verbinden und ist eine wohldefinierte Teilfolge der ersten Punktfolge ge- 
geben, so existiert eine zu ihr konjugierte Teilfolge der anderen Punktfolge. 

Folgerung 3. Sind zwei Punktfolgen zu einer dritten Punktfolge 
konjugiert, so sind sie auch zueinander konjugiert***). 

Folgerung 4. Gehéren zwei Punktfolgen einer und derselben konju- 
gierten f-Menge 4 an, so sind sie immer zueinander konjugiert. 


Folgerung 5. Zwei nicht abgeschlossene konjugierte f-Mengen 4’ 
und A” sind zueinander fremd oder sie sind identisch. 

Nehmen wir an, diese Behauptung sei nicht erfiillt. Es gelten dann 
die Bezichungen 4’ + 4” und 4’-4” +0. Eine der beiden konjugierten 
f-Mengen, z. B. 4”, enthalt darnach eine Punktfolge 
(1) Cis Diy «605 Gey eve 

18) Nach der Definition der Streckenziige kénnen wir eine Punktfolge selbst als 
ein Streckenzugsystem auffassen. 

18®) Durch Addition (§ 3) der gegebenen ausgezeichneten Streckenzugsysteme er- 
halten wir ein die ersten beiden Punktfolgen verbindendes ausgezeichnetes Strecken- 
zugsystem. 
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die in 4’ nicht enthalten ist. Andererseits existiert eine Punktfolge 

(2) O's ls 0p Gap ses 

des nicht leeren Durchschnittes 4’- 4”. Die Ausgangspunktfolge von 4’ 
und die Punktfolge (1) sind beide nach der Folgerung 4 zu der Punkt- 
folge (2) konjugiert und miissen nach der Folgerung 3 zueinander konju- 


giert sein. Die Punktfolge (1) miiBte also in 4’ enthalten sein, was unserer 
Annahme widerspricht. 


Folgerung 6. Zwei «-Punktfolgen 


(3) Fis Bes scatiness 00 
und 
(4) ae... Pied 


einer unbewallten /-Gesamtheit $8, sind zueinander konjugiert. 


Nach (4) § 4 bestimmt jede Kugel KX, einer konzentrischen Kugel- 
folge {K,} mit dem Mittelpunkt & ein innerhalb K, liegendes Teilgebiet )”, 
das wesentlich die beiden Punktfolgen (3) und (4) enthalt. Fir jedes 
Punktepaar P,, P,’, das in §’ liegt, bestimmen wir das letzte Gebiet 
h“» (vy =4,) der Gebietsfoige h’ >” >...>h..., das den Punkt P; baw. 
das letzte Gebiet h“« (y= u,) dieser Folge, das den Punkt P,’ enthilt. 
Wir wahlen die kleinere der beiden Zahlen 4, und yw,, die x, genannt 
werde und verbinden P, mit P,’ durch einen beliebigen Streckenzug inner- 
halb §’. Wir erhalten auf diese Weise ein ausgezeichnetes Streckenzug- 
system, das die beiden Punktfolgen (3) und (4) verbindet. 

Folgerung 7. Ist eine «-Punktfolge einer konjugierten f-Menge 4 
in einer unbewallten /-Gesamtheit $, enthalten, so gilt immer die Beziehung 
f,= 4 = 4° (vgl. P,=4 in Fig. 7). 

Diese Folgerung ergibt sich aus (9) § 4 und der Folgerung 6. 


§ 6. 
Die Definition der Komplexe. 


Die folgenden Definitionen (A, B und C) sind fiir unsere weiteren 
Betrachtungen von grundlegender Bedeutung. 

Definition A. Es sei 4 eine konjugierte f-Menge und M(A) die 
Gesamtheit aller paarweise verschiedenen konjugierten f-Mengen des Ge- 
bietes G, die mindestens irgendeine Teilfolge einer beliebigen Punktfolge 
von A enthalten. Geniigt eine jede konjugierte f-Menge A’ von M(A) 
der Bedingung 


A°. A’? + 0, 
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so nennen wir die Vereinigungsmenge 
V(M(4°)) = 4, 


simtlicher abgeschlossener f-Mengen von M(A) einen Komplex erster 
Ordnung. Die Menge M(4) nennen wir die Grundmenge und A die 
konjugierte Ausgangsmenge des Komplexes erster Ordnung 4,. 

Eine wohldefinierte Punktfolge von © nennen wir normiert, falls sie 
in einem Komplex erster Ordnung enthalten ist. 

Folgerung 1. Sind 4* und 4** zwei nicht identische konjugierte 
f-Mengen der Grundmenge M(4) eines Komplexes 4, erster Ordnung, so 
gilt immer die Beziehung 

A*®. 4t*o +0. 


Nach der Definition A geniigt es offenbar den Fall zu betrachten, wo die 
beiden konjugierten f-Mengen 4* und 4** von der konjugierten Ausgangs- 
menge 4 des Komplexes 4, verschieden sind. 
(1) Aus den Folgerungen 2 und 4 (§5) kénhen wir leicht schlieBen, 
daB jede Punktfolge von 4 je eine Punktfolge von 4* bzw. von 4** (als 
ihre Teilfolgen) enthalt. 

Es sei 


(2) a ape Fe 


eine beliebige Punktfolge des Durchschnittes 4°- 4*°. Ist die Punktfolge (2) 
in L(A) enthalten, so muB sie (wegen (1)) entweder in L(4**) oder in 
A** selbst enthalten sein. Ist dagegen die Punktfolge (2) in 4 enthalten, 
so mu nach (1) eine ihrer Teilfolgen im Durchschnitt 4**- L(4*) ent- 
halten sein. 

Folgerung 2. Damit eine wohldefinierte Punktfolge einer konjugierten 
f-Menge 4 normiert ist, ist eine jede der folgenden Bedingungen hinreichend: 

1. Eine Punktfolge von 4 ist zu jeder ihrer Teilfolgen konjugiert. 

2. Eine f-Teilmenge 4*< A geniigt der Bedingung L(4*) +0. 

Man beriicksichtige hier insbesondere die Feststellung (1), sowie die 
Folgerung 5 (§ 5). 

Ist M, eine beliebige Gesamtheit normierter Punktfolgen des Gebietes G, 
so bezeichnen wir fortgesetzt mit L*(M,) die Gesamtheit aller normierten 
Punktfolgen der unbewallten Grenzmenge L(M,) und mit Lz(M,) bzw. 
Lf (M,) die aus «- bzw. aus B-Punktfolgen bestehenden Teile von L*(M,). 

Die Summe 

4,+ L*(4,) = A? 
nennen wir einen abgeschlossenen Komplex erster Ordnung. Aus den 
Folgerungen 5 und 7 des vorhergehenden Paragraphen erhalten wir die 
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Folgerung 3. Ist in der konjugierten Ausgangsmenge eines Kom- 
plexes erster Ordnung eine a-Punktfolge einer unbewallten Punktfolgen- 
gesamtheit 8, enthalten, so gilt immer die Identitat $,= 4, = 4). 

Wir wollen jetzt von den transfiniten Zahlen Gebrauch machen. Es 
sei g > 2 eine beliebige endliche oder transfinite Zahl und 


(3) Syke” at (n <@) 
die Menge samtlicher der GréBe nach geordneter Zahlen <g. Fiir jede 
Zahl » der Folge (3) denken wir uns eine gewisse f-Menge 4, normierter 
Punktfolgen als einen Komplex von der Ordnung 7 bereits definiert. Es 
ist dann auch die Summe 4, + L*(4,) = 49, die wir einen abgeschlossenen 
Komplex von der Ordnung 7 nennen, bestimmt. Die Definition eines 
Komplexes von der Ordnung o wollen wir auf Grund des transfiniten 
Definitionsverfahrens angeben; wir unterscheiden dabei die Zahlen mit 
einem unmittelbaren Vorgianger und die Limeszahlen. 

Ist @ eine Zahl mit einem unmittelbaren Vorginger 9 —1, so nennen 
wir einen Komplex 4, (bzw. den abgeschlossenen Komplex 4,) von einer 
Ordnung 0’ < @ in bezug auf die Zahl 0 gesdttigt, wenn kein Komplex 4,. 
von einer Ordnung 0” (o’ < 0” < o—1) existiert, welcher der Bedingung 
geniigt 4, >4, **). 

Zwei beliebige Komplexe 4,, und 4,, (bzw. die abgeschlossenen Kom- 
plexe 4), und 4.) (n,, %_ = 1) nennen wir benachbart, wenn folgende Be- 
dingungen gleichzeitig erfillt sind 

4,, + 4,,, 
4y,- Ae + 0. 

Definition B. He sei o eine Zahl mit einem unmittelbaren Vor- 
ganger. Es sei M(4,) eine Gesamtheit von mindestens zwei paarweise 
nicht identischen in bezug auf o gesdttigten Komplexe (von welchen 
jeder irgendeine Ordnung » <0 haben kann), die folgenden Bedingungen 
geniigt: 

1. Kein in bezug auf o gesdttigter Komplex des Gebietes G, der in 
M(4,) nicht enthalten ist, ist zu einem Kompler der Menge M(4,) be- 
nachbart. 

2. Keine von M(4,) verschiedene (mindestens einen Komplex ent- 
haltende) Gesamtheit M"*(4,)¢ M(4,') in bezug auf o gesdttigter Kom- 
plexe gentigt der Bedingung 1. 


**) Aus der Definition der gesittigten Komplexe folgt unmittelbar: zwei iden- 
tische in bezug auf eine endliche oder transfinite Zahl 9 gesittigte, nicht abge- 
schlossene Komplexe miissen immer von gleicher Ordnung sein. 
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Die Vereinigungsmenge der der Menge M (4,) entsprechenden Ge- 
samtheit aller abgeschlossenen Komplexe 


V(M(4))) = 4, 


nennen wir einen Komplex von der Ordnung o und die Gesamtheit 
M(4,) die Grundmenge des Komplexes 4. 


Definition C. Es set o eine Limeszahl. 


(4) SM i Pe. 


sei eine normierte Punktfolge und M(4,.) (l<o,<@) die Gesamtheit 
aller Komplexe des Gebietes G, die die Punktfolge (4) enthalten und die 
nicht gleichzeitig identisch und von gleicher Ordnung sind. Ist die der 
GréBe nach geordnete Menge aller verschiedenen Ordnungszahlen >1 der 
Komplexe der Gesamtheit M(4,,) 


Gag Gigs t+ <p My ve (o, > 1) 


mit dem durch o bestimmten Zahlenabschnitt (3) konfinal, so nennen wir 
die Vereinigungsmenge 
V(M(4,,)) = 4, 


einen Komplex von der Ordnung 0. Die Punktfolge (4) nennen wir die 
Ausgangspunktfolge und M(4,,) die Grundmenge des Kom- 
plexes A, **). 
Die Summe 
4,+ L* (4) _ A, 


nennen wir fiir jede beliebige endliche oder transfinite Zahl 9 einen ab- 
geschlossenen Komplex von der Ordnung o. 


Ist M, eine beliebige f-Teilmenge eines abgeschlossenen Komplexes Ae 
von der Ordnung oe, so folgt (vgl. (11), § 4) leicht aus der Definition der 
unbewallten Grenzpunktfolge die Beziehung L*(M,) CA}. Darnach ist 
insbesondere 


(5) L* (42) = 0. 


Ist M(4) eine Gesamtheit von konjugierten f-Mengen, so wollen wir 
immer mit M(4°) die Gesamtheit entsprechender abgeschlossener kon- 
jugierter f-Mengen bezeichnen. Ebenfalls bezeichnen wir immer mit M(4;) 
die M(4,) entsprechende Gesamtheit abgeschlossener Komplexe. 


6) Insbesondere heben wir hier hervor, da8 ein und derselbe Komplex 4, (je 
nach der Wahl der Ausgangspunktfolge) verschiedene Grundmengen haben kann. 
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§ 7. 
Die Grundeigenschaften der Komplexe. 


Satz III. Ist 4) ein abgeschlossener Komplex beliebiger Ordnung n und 
(1) ee ee 


eine beliebige Punktfolge von A}, so ist jede Teilfolge von (1) ebenfalls 
in A} enthalten. 

Es geniigt, den Fall zu betrachten, in welchem die Punktfolge (1) in 
4, enthalten ist. Ware nimlich (1) in L*(4,) enthalten, so ergiibe sich 
die Giiltigkeit unserer Behauptung unmittelbar aus der Folgerung 1™, § 4. 

Es sei zunichst »=1. Nach der Definition A existiert eine kon- 
jugierte f-Menge A*°c 4,, die die Punktfolge (1) und eine Teilfolge einer 
Punktfolge O,, O,, ..., O,,... der konjugierten Ausgangsmenge 4 von 4, 
enthalt. Wegen der Folgerung 1**, § 4 kénnen wir uns wieder auf den 
Fall beschrinken, in welchem die Punktfolge (1) in 4* enthalten ist. Ist 
nun P;, Py,..., Pa,... eine beliebige Teilfolge von (1) und zugleich auch 
die Ausgangspunktfolge einer konjugierten f-Menge A*’, so enthalt 4*’ 
nach der Folgerung 2, §5 auch eine Teilfolge von O,, O,,..., O,,.--- 
Nach der Definition A mu8 4* und darnach auch die Punktfolge 
Pi, Pz,..., Pa,... in A, enthalten sein. 

Ist 4 >1, so machen wir jetzt die Annahme, daB unsere Behauptung 
fiir die Zahi < » gilt. Nach den Definitionen B und C muB8 die Punkt- 
folge (1) in einem Komplex der Grundmenge von einer Ordnung < 7 
. enthalten sein. Da unser Satz fiir 7 —1 gilt, so kénnen wir aus unserer 
Annahme folgern, daB auch jede Teilfolge von (1) in 4, enthalten sein muf. 

Satz IV. Sind 4? und As (® >) zwei in bezug auf eine endliche 
oder transfinite Zahl o gesdttigte und benachbarte Komplexe, so existiert 
immer ein Komplexr 4,> 4,45 von der Ordnung 0, und zwar muf 

= @0-+-1 sein. 

Es sei M(4,) die Menge aller in bezug auf o@ gesittigten Komplexe 
des Gebietes @, die nicht paarweise identisch sind. Die Menge, die nur 
aus den beiden Komplexen 4) und 4 besteht, bezeichnen wir mit M(,4?). 
Mit M(24}) bezeichnen wir die nicht leere Menge simtlicher Komplexe 
von M(4}), von welchen jeder zu mindestens einem Komplex von M(,4?) 
benachbart, in M (,42 ) selbst aber nicht enthalten ist. Allgemein sei 
M (42 ) die Gesamtheit aller mindestens zu einem Komplex von M (n—-14i ) 
benachbarten, in M(,-;4?) (1<1<n) aber nicht enthaltenen Komplexe 
der Menge M(4}) usf. Diese Definition kann fiir ein endliches n abbrechen, 
indem kein zu M(,4?) benachbarter und in M(,,4:) selbst nicht enthaltener 
Komplex existiert, oder sie |a8t sich fiir ein noch so groBes n durchfiihren. 
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Wir bilden jetzt die Vereinigung 
N (4?) = M(142) + M(24?) +... + M(94?) + 


die wir das Erzeugungsprinzip des Komplexes 4, nennen wollen. Ein zu 
einem Komplex der Menge N(4;) benachbarter Komplex der Menge M (A?) 
ist selbst in N(A}) enthalten; dies besagt, daB die Menge N(4)) der Be- 
dingung 1 der Definition B geniigen muB. 

Nehmen wir namlich an, 4;° sei ein zu einem Komplex der Menge 
N(A4?) benachbarter und in N(4}) selbst nicht enthaltener Komplex von 
M(4}). Ein zu 47° benachbarter Komplex von N(4}) ist in einer Menge 
M(,A4}) fiir ein gewisses n = « enthalten. Der Komplex 47° miifte dar- 
nach, im Widerspruch zu unserer Annahme, in der Gesamtheit M/( n+i4a ) 
enthalten sein. 

Die Menge N(4}) geniigt auch der Bedingung 2 der Definition B. 

Nehmen wir namlich an, es existiert eine nicht leere Gesamtheit von 
Komplexen N’(4%), die den beiden Bedingungen geniigt: N’ (4!) < N(4?), 
N’(A?) + N(4?) und auBerdem die Bedingung 1 der Definition B erfiillt. 
Darnach ist die Differenz N(4;) —.N’(4;) = R(4{) nicht leer. Wir be- 
stimmen die kleinste Zahl n =k mit der Eigenschaft, daB M (,42 ) einen 
Komplex ,4;° der Gesamtheit NV "(a2 ) enthalt. Ist k >1, so existiert die 
Menge M (4-14?) = R(4?); mindestens ein Komplex ;-14, € M(,-14?) ist 
zu dem Komplex ,4; benachbart und in N’(4)) nicht enthalten. Dies 
widerspricht unserer Annahme, wonach N’(4;)) der Bedingung 1 der De- 
finition B geniigt. Die Gesamtheit N(4}) erfiillt also die Bedingung 2 
der Definition B fiir den Fall k>1. Ist k=—1, so muB8 
(4) M(:4;) ¢ N’(4?) 
sein, sonst ware die Bedingung 1 der Definition B in bezug auf N’(4) ) 
nicht erfiillt, da einer der beiden Komplexe 4) und 43 in N’(4}) nicht 
enthalten, aber zu dem anderen benachbart ware. Wir bestimmen nun die 
kleinste Zahl n =i, die der Bedingung geniigt, daB die Menge M(,4)) 
mindestens einen Komplex ,4;° der Gesamtheit R(4)) enthilt. Wegen (4) 
ist ¢ >1, es existiert also eine Menge M (s-142 )CN "(4 ). Diese letztere 
enthalt nach der Definition der Menge M (4? ) mindestens einen zu (4; 
benachbarten Komplex. In diesem Fall ist ein Komplex von R(4)) zu 
einem Komplex von N "(AL ) benachbart, was wiederum nach der Be- 
dingung 1 der Definition B (welcher ja die Menge N’(4;) geniigen soll) 
widerspricht. Die Menge N(4}) geniigt also unserer Behauptung auch im 
Falle k=1. Die Menge N(4)) geniigt also der Definition B der Kom- 
plexe in bezug auf die Zahl 9, woraus folgt, daB die Vereinigungsmenge 
4, =V(N(4})) ein Komplex von der Ordnung 9 ist. Die beiden Kom- 
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plexe A? und 4% sind auch in bezug auf die Zahl #-+-1 gesittigt. Nach 
dem Obigen kénnen wir einen Komplex 45,,; > A}, A> bilden, woraus die 
Beziehung 9 = # +1 folgt. 

Hilfssatz 2. Hs sei 4, ein Kompiex von der Ordnung o>1 
(o eine endliche oder transfinite Zahl mit einem unmittelbaren Vorganger 
o—1) und A} < A, ein in bezug auf 0 gesdttigter Komplex von der Ord- 
nung n<o@—1. Jeder zu 4, benachbarte und in bezug auf o gesdttigte 
Komplex ist von der Ordnung 0 —1. 

Aus der Bedingung 2 der Definition B folgt die Existenz eines zu 
4, benachbarten, in bezug auf o gesittigten Komplexes 4,. Nehmen wir 
zwischen den beiden Ordnungszahlen » und # irgendeine beliebige GréBen- 
beziehung, z. B. 7 > @ an. Nach dem Satz IV ist es méglich, einen Kom- 
plex 4o+1 > 4e, 4$ von der Ordnung #+1 zu bestimmen. Ware nun 
3 <o—1, so miiBte # +1< o —1 sein, was der Definition der gesittigten 
Komplexe widerspricht. Es mu8 also # = 9 —1 sein. 

Hilfssatz 3. Hs sei 4, ein Komplex von einer beliebigen endlichen 
oder transfiniten Ordnung 0 >1 und » eine Zahl <o. Es existiert immer 
ein Komplex 4} < 4, von der Ordnung 7. 

Wir kénnen diese Behauptung mit Hilfe der transfiniten Induktion 
leicht beweisen. Ihre Giiltigkeit fiir den Fall 9 —2 ist unmittelbar er- 
sichtlich, und wir nehmen an, sie gilt auch fiir jede Zahl <o. — Hat 
die Zahl @ einen unmittelbaren Vorginger, so kénnen wir zunichst nach 
der Definition B bzw. nach dem Hilfssatz 2 schlieBen, daB mindestens 
ein gesattigter Komplex 4)_,< 4, von der Ordnung 9 —1 existiert. Laut 
Annahme kénnen wir fiir jeden Wert » < @ —1 einen Komplex 4) ¢ 4,-; 
angeben, der unserer Behauptung geniigt. 

Hat die Zahl g keinen unmittelbaren Vorganger und ist 


(5) ey Se 

der von o bestimmte Abschnitt von Zahlen, so existiert nach der De- 
finition C die Menge von Komplexen 4,,, 4,,,...,..+; es einer Grund- 
menge von 4,, wobei die Menge der Ordnungszahlen 

(6) i Gag v0 0g 0-05 Gg oe 


” 

mit (5) konfinal ist. Ist 9 eine beliebige noch so groBe Zahl von (5), so 
kénnen wir eine Zahl o,,>% von (6) angeben. Laut unserer Annahme 
existiert ein Komplex 4) < Ao,,© 4g, der unserer Behauptung auch im 
Falle einer Limeszahl geniigt. 

Hilfssatz 4. He sei A, ein Komplex von der Ordnung @ (@ eine 
Limeszahl) und M(A,) seine in bezug auf die Ausgangepunktfolge 
(7) 7 wer 








a te. Se BC. 
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definierte Grundmenge. Es sei 0, <0 eine beliebige endliche oder trans- 
finite Zahl und #> 0, die kleinste Zahl mit der Higenschajft, dap ein 
Komplex 4, der Menge M(4,) existiert. Wir behaupien,  besitzt einen 
unmittelbaren Vorgdnger. 

Nehmen wir an, unsere Behauptung sei nicht erfiillt. Mit M(4,,) 
bezeichnen wir die Grundmenge des Komplexes 4,. Die Menge paarweise 
verschiedener Ordnungszahlen von M(4,,) 


ist mit dem durch die Zahl # bestimmten Zahlenabschnitt konfinal. Die 
Punktfolge (7) ist offenbar in irgendeinem Komplex 4,, der Menge M(4,, ) 
enthalten. Es sei 4, ein beliebiger Komplex der Menge M (4.,) von der 
Ordnung o;' so, daB o/ >0;, 0, ist. Offenbar ist 4,,-4,” +0. Nach 
dem Satz IV kénnen wir leicht schlieBen, da 4,, jedenfalls in einem 
Komplex 4, (A= 0,’ oder 4=o/'+1) enthalten ist. Wir erhalten dar- 
nach die Beziehung 
P,, Py, ++, Pay --»C 4, C M(4,) (A<#), 

die der Definition des Komplexes 4, widerspricht. , 

Einen wie oben definierten Komplex 4, wollen wir stets einen in 
bezug auf die Zahl 9, anliegenden Komplex der Grundmenge M(4,) nennen. 

Satz V. Zwei Komplexe A) und A, (04<@) haben einen leeren 
Durchschnitt oder es ist 

Ae. < Ae. 
Nehmen wir an, die Behauptung gilt nicht, d.h. es besteht die Be- 


ziehung 
(8) Ao.-4,+0 und +4): 


Wir betrachten zunachst den Fall, in dem go einen unmittelbaren Vor- 
ganger hat. Der Komplex 4,, ist in einem in bezug auf o gesittigten 
Komplex 4, von der Ordnung o (9 -1>o02>0,) enthalten. Wegen der 
Beziehung 4;,-4, +0 gilt auch die Beziehung 4,-4) +0. Nach der Be- 
dingung 1 der Definition B der Komplexe mu8 4! in 4, enthalten sein. 
Dies widerspricht der Annahme (8). 

Hat o keinen unmittelbaren Vorginger, so bestimmen wir einen 
Komplex 4; von einer Ordnung 4 (9, <4<@), der den Komplex 4? und 
eine Ausgangspunktfolge des Komplexes 4, enthalt. In bezug auf die Zahl 4 
bestimmen wir einen anliegenden‘*) Komplex 4,, der entsprechenden Grund- 
menge von 4,. Die Zahl 4, >4 hat (nach Hilfssatz 4) einen unmittel- 


16) Vgl. die Definition des anliegenden Komplexes im Hilfssatz 4. 
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baren Vorginger und der Durchschnitt 4;-4;, ist nicht leer, da er eine 
Ausgangspunktfolge von 4, enthalt. Oben sahen wir, daB unsere Behaup- 
tung fiir den Fall, da8 0 einen unmittelbaren Vorginger hat, gilt, und wir 
kénnen dies in bezug auf die Komplexe 4; und 4,, anwenden. Wir er- 
halten dann die Beziehung 


Me. 42 € Ai, C Ag. 


Hilfssatz 5. Zwei beliebige Komplexe 4,, und A, (04 < 0) geniigen 
nie der Beziehung 
(9) Ay Ce,» 
falls 0, >1 oder o >2 ist. 

Nehmen wir an, die Beziehung (9) gilt in Widerspruch mit unserer 
Behauptung fiir 9, >1. — LaBt sich dann zeigen, daB unser Satz fiir 
0, >1 gelten muB, so muB er fiir 9g > 2 auch gelten, wenn 0,=—1. Im 
letzteren Falle miiBte namlich 4,, (0,1) wegen Satz V mit einem in 
4, enthaltenen Komplex zweiter Ordnung identisch sein, und wir bekimen 
wiederum eine Beziehung 4, < 4,, (0, >1). 

Wegen 0 > 0,-+1 ist es leicht ersichtlich, daB ein Komplex 4,,,;€ 4,, 
existieren muB. Nach der Definition B existiert jedenfalls ein in bezug auf 
0, +1 gesiittigter Komplex 4) 4,,,:, der auBerdem der Beziehung 
4, + 4,41 geniigt. Ware nun 7 < 04, so kénnte offenbar (entgegen unserer 
Annahme) 4, nicht in bezug auf 0, +1 gesittigt sein. Es muB8 also die 
Beziehung » = 0, gelten. 

Hat 0, einen unmittelbaren Vorginger, so bestimmen wir nach Obigem 
einen Komplex 4;,¢ 4,, und +4,,. Diese Beziehung widerspricht der 
Definition B. 

Im Falle, daB 0, eine Limeszahl ist, bestimmen wir wiederum einen 
Komplex 4;,¢ 4,, und + 4,, und bezeichnen mit 


(10) es ., 


eine Punktfolge der Menge (4,.— 4,,). Es seien 4,, und 4,, zwei Kom- 
plexe einer Grundmenge von 4,,, von welchen 4,, die Punktfolge (10) 
und 4,, eine Punktfolge von 4), enthilt. Nach dem Satz V ist 4,, in 


A,, enthalten, woraus wir schlieBen, daB der Durchschnitt A,, den nicht 
leer ist. Nach dem Satz V gilt die Beziehung 


By, Byy + -n By, +++ C bag C Me, 


die der Definition der Punktfolge (10) widerspricht. 
Als eine unmittelbare Folgerung des Hilfssatzes 5 erhalten wir den 
Satz VI. Zwei identische Komplexe A, und 4,, sind immer von der 
gleichen Ordnung (0 = 04), falls o und o, gréfer 1 sind. 





_~_ ior _—  —_ a a 2s CP 
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Waren namlich die Ordnungszahlen g und 9, verschieden, so wire 
ein Komplex von einer héheren Ordnung in einem solchen niedrigerer Ord- 
nung enthalten. 

Satz VII. Zwei nicht abgeschlossene Komplexe 4, und 4, von ein 
und derselben Ordnung 9 >1 haben einen leeren Durchschnitt oder sie 
sind identisch. 

Nehmen wir an, unsere Behauptung gilt nicht, d.h. die beiden Be- 
ziehungen 
(11) 4,-4g+9; Ag+ 4, 
sind gleichzeitig erfiillt. 

1. Wir betrachten zunichst den Fall, in dem @ einen unmittelbaren 
Vorginger hat, und bilden den Durchschnitt 4,-4;=(4). Mit M(4)) 
bezeichnen wir die Gesamtheit aller in bezug auf 0 gesittigten Komplexe 
des Gebietes G, die mindestens eine Punktfolge von (4) enthalten. 

(12) Wir behaupten, kein Komplex der Menge M(4)) enthalt eine Punkt- 
folge des Gebietes G, die auBerhalb (4) liegt. 

Wire (12) nicht erfillt, so miiBte in bezug auf eine Punktfolge 
R,, R,, .--, R,, ... eines Komplexes von M(4), die in (4) nicht ent- 
halten ist, einer der drei folgenden Fille eintreten: 


(a) R,, R,,....R,,...C 4g ist fremd zu 4); 
(b) R,, R,,...,R,,...C 49 ist fremd zu 4,; 
(c) R,, R,,...,R,,.-- ist fremd zu 4, und zu 4). 


Die Bedingung 1 der Definition B der Komplexe wire im Falle (a) 
in bezug auf 4), im Falle (b) in bezug auf 4, und im Falle (c) in bezug 
auf 4, und 4; nicht erfiillt. Nach (12) ist jeder in bezug auf 9 gesittigte 
und zu einem Komplex von M(4,) benachbarte Komplex selbst in M(4,) 
enthalten, d. h. die Gesamtheit aller (in bezug auf 9 gesittigter) Komplexe 
von M(4,) geniigt der Bedingung 1 der Definition B. Aus (11) folgt, 
daB (4) = V(M(4;)) mindestens von einem der beiden Komplexe 4, und 
4;, z.B. von 4j, verschieden ist. Darnach kann die Bedingung 2 der 
Definition B in bezug auf 4; nicht erfiillt sein, was offenbar einen Wider- 
spruch bedeutet. 

2. Wir betrachten jetzt den Fall, in dem g eine Limeszahl ist. Nach 
(11) existiert eine Punktfolge R,, R,, ..., R,,... eimes der beiden Kom- 
plexe 4, und 4;, die im anderen nicht enthalten ist. Es sei R,, R,,..., R,, ... 
z. B. eine Punktfolge von 4;. Nach der Definition C existiert ein in 4; 
enthaltener Komplex 


4, > Ri, Re, ..-, Ra, .--s ee ee (n<e@), 
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wobei O;, O03, ..., Og, ... eine Ausgangspunktfolge von 4; ist. Analog 
kénnen wir einen in 4) enthaltenen Komplex 

Sy 3 a a, i |e (% < @) 
bestimmen, wobei P,, P,,..., P,,... eine Punktfolge von 4,-4) ist. 

Nach dem Satz V mu 4, 4, sein. 

Der Komplex 4, hat darnach mit 4, eine gemeinsame Punktfolge 
O!, O:,..., O1,... und miiBte nach dem Satz V ebenfalls in A, enthalten 
sein. Dies ist aber unméglich, da R,, R,,..., R,,...< 4, fremd zu A, ist. 

Aus den obigen Satzen dieses Paragraphen kénnen wir noch folgende 
Schliisse ziehen: 

Folgerung 1. Es sei 4, ein Komplex von der Ordnung ¢ (¢ eine 
Limeszahl) und M(4,,) eine in bezug auf eine Ausgangspunktfolge be- 
stimmte Grundmenge von 4,. Weiterhin sei 

a ee Se (o, >1) 
die der GréBe nach geordnete Menge paarweise verschiedener Ordnungs- 
zahlen der Menge M(4,,). Wir behaupten, M(4,,) bildet eine unendliche 
aufsteigende Menge 


ye. eee of are 
wobei fiir jedes o, die Beziehung gilt 
Ao, + Aon, 


Der Durchschnitt je zweier Komplexe der Grundmenge M(4,,) ist nicht 
leer. Waren die beiden Komplexe von der gleichen Ordnung, so miiBten 
_sie nach dem Satz VII auch identisch sein; waren sie identisch, so miiBten 
sie nach dem Satz VI von der gleichen Ordnung sein. Die beiden Fille 
sind unmdglich und wir erhalten nach dem Satz V die Beziehung 

hog 4 und +4 


Folgerung 2. Zwei nicht identische und nicht abgeschlossene, in 
bezug auf eine Zahl 9 gesittigte Komplexe 4, und 4, (7 <6; 0 +1) 
liegen auBerhalb einander. 

Nehmen wir an, die Behauptung sei nicht erfillt. Ist 4 +0, so 
miiBte nach dem Satz V 4,¢ 4, sein und 4, kénnte nicht in bezug auf ¢ 
gesittigt sein. Ist 7 = 3, so miiBte nach dem Satz VII die Beziehung 
A, = 4, sein, was ebenfalls unserer Annahme widerspricht. 


§ 8. 
Die Definition der Primenden. 


Ist ein Komplex 4, des Gebietes G in keinem Komplex von einer 
héheren Ordnung (>t) enthalten, so nennen wir ihn einen vollkommen 
gesdttigten Komplex des Gebietes G. 


n+ Ont 
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In bezug auf die vollkommen gesittigten Komplexe kénnen wir aus 
den obigen Sitzen die Schliisse folgern: 

Folgerung 1. Ist 4, ein vollkommen gesattigter Komplex des Ge- 
bietes G, so gilt immer die Beziehung L*(4,) = 0. 

Nehmen wir an, unsere Behauptung sei nicht erfiillt und R,, R,,..., R,... 
sei eine Punktfolge von L*(4,), die in einem Komplex erster Ordnung 4, 
enthalten ist. Es sei 4, (o >1) der in bezug auf t+ 1 gesittigte Komplex, 
der A, enthilt. Da R,, R,,...,R,... in 4, nicht enthalten ist, so miissen 
die Beziehungen gelten 43-4) +0 und 4,+4,. Nach dem Satz IV exi- 
stiert im Komplex 4,,; > A°, was offenbar unméglich ist. 

Folgerung 2. Zwei nicht identische vollkommen gesattigte Komplexe 
haben einen leeren Durchschnitt. 


Diese Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz IV. 

Auf Grund der vollkommen gesittigten Komplexe wollen wir jetzt 
die Primenden definieren. 

Die Gesamtheit aller normierten Punktfolgen des Gebietes G, die gegen 
ein Ende €, konvergieren, nennen wir die normierte f-Menge des Endes €, 
und bezeichnen sie mit f(€,). 


Definition. Ist die normierte f-Menge f(€,) des Hndes €, mit 
einem vollkommen gesdttigten Komplex 4, von einer Ordnung t >1 iden- 
tisch, so nennen wir das Ende €, ein Primende von der Ordnung t und 
bezeichnen es mit E;. 

Es sei M(E;) die Gesamtheit aller Primenden des Gebietes G. Die 
Gesamtheit aller paarweise verschiedenen Indizes (Ordnungszahlen) der 
Menge M(E;) bezeichnen wir mit M(o,) und ordnen sie der GréBe nach 
in der Menge 
(1) @as Ging 0009 000 Opes 

Hat die Menge (1) ein letztes Element, so bezeichnen wir dieses mit’t; 
ist dies nicht der Fall, so bezeichnen wir mit t die der Menge (1) un- 
mittelbar folgende Zahl. In beiden Fillen nennen wir die Zahl 7 die 
Ordnungszahl des Gebietes @. +") 

Wir wollen hier noch ein einfaches Beispiel (Fig. 9) eines Primendes 
zweiter Ordnung in einem Gebiet zweiter Ordnung in der Ebene angeben. 
Durch Iteration lassen sich aus diesem Beispiel weitere einfache Beispiele 
von Primenden endlicher, sowie auch w-ter Ordnung gewinnen. Auf dem 
Einheitskreis K in der Ebene, dessen Mittelpunkt im Pol eines Polar- 


1”) Im § 12 wird gezeigt, daB die Ordnung eines Primendes héchstens abzihlbar 
sein kann. Darnach kann die Ordnung eines Gebietes nicht gréBer als Q sein, wobei Q 
die Anfangszahl der der abzihlbaren Klasse unmittelbar folgenden Zahlenklasse ist. 
Mathematische Annalen. 103. 7 
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koordinatensystems (», m) liegt, sei (in diesen Koordinaten) die Punktfolge 
€, = (1,2), y= (1,0), & = (1,52), ey = (1, g)>-005€ = (1s pea), 


gegeben. Je zwei benachbarte Punkte e, und e,,, dieser Folge verbinden 
wir durch eine Strecke ¢,; die Gesamtheit dieser Strecken bildet die Be- 
randung eines beschrankten ebenen Gebietes. In jeder zu diesem Gebiet 
fremden Halbkreisscheibe, die von ¢, und einem Halbkreis K,, begrenzt wird, 
sei eine Folge gegen K, konvergierender und zu K, konzentrischer Halb- 
kreise gegeben. Die abgeschlossene Vereinigungsmenge aller solcher Halb- 
kreislinien bestimmt die Berandung eines ebenen Gebietes von unendlich 
hohem Zusammenhang, wobei die Linie K,+K,-+...K,,... ein Primende 
zweiter Ordnung ist. 








Fig. 9. Fig. 10. 


Ein Beispiel eines Primendes bzw. eines Gebietes dritter Ordnung (Fig. 10) 
gewinnen wir aus dem geschilderten Beispiel, in dem wir simtliche in bezug 
auf die Halbkreislinie r =1, 0 < g <2 durchgefiihrte Konstruktionen jetzt 
in bezug auf jeden Halbkreisbogen mit den Endpunkten e, und e, , , wieder- 
holen. — Auf jedem Halbkreisbogen liegt dann eine Folge {e,.} (Fig. 10) 
erreichbarer Punkte eines und desselben Primendes dritter Ordnung. 


Kapitel IIT. 
Die Konstruktion der Primenden und ihre Grundeigenschaften. 
§ 9. 
Hilfssaitze. 


Wir wollen jetzt auf Grund der simplizialen Zerlegung (Wiirfeleinteilung) 
des Raumes gewisse regulire Schnitte des Gebietes G, dessen Durchmesser d 
sei, bilden und einige ihrer Eigenschaften hervorheben. 

Es sei W, eine simpliziale Zerlegung des Raumes und a, =a, _, (a,< 4d) 
die Kantenlange des Einheitswiirfels von W,. Es sei {W,,} die geordnete 





i ht ee eae eee ee ln. Ue at tent tf 414. ee £-.. = & to 


a i i a a 
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Menge paarweise verschiedener Wiirfel von W,. Einen zu W,,, konzentrischen 
und parallel gestellten Wiirfel W,, mit der dreifachen Kantenlinge a, = 3a, 
nennen wir kurz den Auflésungswiirfel von W,,. Analog bilden wir auch 
den Auflésungswiirfel W,, von W,, mit der Kantenlinge @4,—34,. Die 
(evtl. leere) Gesamtheit aller paarweise verschiedenen durch den Schnitt W,-@ 
bestimmter Teilgebiete des Gebietes G bezeichnen wir mit J7, und die 
Menge entsprechender Teilschnitte mit ¥,. 
Jedes Teilgebiet von JJ, wird durch einen 
Wiirfel der simplizialen Zerlegung bestimmt. 
Ist } ein Teilgebiet, das durch den Schnitt 
W,,,-G bzw. den Teilschnitt g bestimmt 
wird, so nennen wir das durch den Schnitt 
W,,,-@ bestimmte und 6 enthaltende Teil- 
gebiet ) das Auflésungsgebiet von § My 
(vgl. die Gebiete },, b,,... in Fig. 11) und 
bezeichnen seinen Teilschnitt mit g; analog 
definieren wir das Auflésungsgebiet h von b, Fig. 11. 

das durch den Schnitt W,,-@ bestimmt 

wird, und seinen Teilschnitt ¢. Die Gesamtheit aller paarweise verschiedener 
Auflésungsgebiete aller Gebiete der Menge J7, bezeichnen wir mit Il, und 
die Menge entsprechender Teilschnitte mit Y. Entsprechend sei 77, die 
Gesamtheit aller Auflésungsgebiete der Menge IJ, und Y, die Menge ent- 
sprechender Teilschnitte. Die hier gebrauchte Bezeichnung wollen wir all- 
gemein beibehalten, indem wir fiir die Auflésungsgebiete und ihre Teil- 
schnitte die einmal (bzw. zweimal) gestrichenen Bezeichnungen der betreffen- 
den Gebiete und Teilschnitte selbst wahlen. 

Folgerung. Sind § und §* zwei Gebiete von JJ, und II, (u <»), 
die der Bedingung h°-* +0 (oder auch §-h*° + 0) geniigen, so gilt auch 
die Beziehung 
(1) °° Gch. 

Wegen der Beziehung )-* = 0 ist jeder Punkt des das Teilgebiet )* 
bestimmenden Auflésungswiirfels innerhalb des ) bestimmenden Auflésungs- 
wiirfels enthalten und wir kénnen jeden Punkt von )*°-@ mit einem 
Punkt von §-h* innerhalb ) durch einen Streckenzug verbinden. 

















Hilfssatz 6. Es sei S=8,, 8,..., 8,--. ein Streckenzugsystem, 
welches kein ausgezeichnetes Teilsystem enthalt und welches eine B-Punktfolge 
(2) oe a 
mit einer wohldefinierten Punktfolge 
(3). ay ee. ae 


7* 
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in @ verbindet so, dap P,,, mit P;,, (i, i, entsprechende Anfangsindizes 
der beiden Punktfolgen in bezug auf S) durch den Streckenzug 8, ver- 
bunden wird. Das Grenzgebilde T, von S sei in der Berandung I’ von 
@ enthalien. — Wir durchlaufen jeden Streckenzug s, in der Richtung 
von P;., nach P;., bis zum ersten (mit P;, evtl. identischen) Schnitt- 
punkt x,f mit einer abgeschlossenen Hiille eines in II, (v fest) enthaltenen 
Teilgebietes, das eine gegen das Grenzgebilde T, des Streckenzugsystems S 
in S konvergierende «-Punktfolge enthdlt (vorausgesetzt, daB ein solcher 
erster Punkt xf existiert); existiert ein solcher erster Schnittpunkt xX nicht, 
so durchlaufen wir s, bis zum Endpunkt P;,.,. Den durchlaufenen Teil 
des Streckenzuges 8, bezeichnen wir mit sf. Wir behaupten, das System 
S* = s¥, sf,..., sf... ist ausgezeichnet. 


(4)  Jeder fast aller Streckenziige des Systems S trifft mindestens ein in 


TT, enthaltenes Teilgebiet, das eine in S gegen 7, konvergierende «-Punkt- 
folge enthalt. 


Nehmen wir an, unendlich viele Streckenziige, «ie ein Teilsystem S’ 
von S mit dem Grenzgebilde 7, bilden, geniigen dieser Behauptung nicht. 
Da S’ kein ausgezeichnetes Streckenzugsystem sein kann, konvergiert gegen 
das Grenzgebilde T; in S’ eine «-Punktfolge. Diese mu8 offenbar gegen 
das Grenzgebilde 7, in S konvergieren und ist wesentlich in einem Teil- 
gebiet h von J/, enthalten. Unendlich viele Streckenziige des Systems S’ 
treflen das Gebiet h, was unserer Annahme widerspricht. 

Nehmen wir an, es existiert in Widerspruch zu unserer Behauptung 
eine in S gegen 7, konvergierende «- Punktfolge 


(5) R?*, RS*,..., BE*,..., 


die einem Teilsystem S°* az ef*, of*,..., 00*,... des Systems S* unter- 
geordnet ist. Fast alle Punkte der Folge (5) von einem ersten Punkt 
R,*% (n = +1) ab liegen im Inneren eines in /7, enthaltenen Teilgebietes f * 
Es sei P,** der Anfangs- und 2.* der Endpunkt des Streckenzuges s,*. 
Von einem gewissen ersten Punkt P,** ab liegen fast alle Punkte der Folge 


(6) Dr Ta oo o+ me 6 ie 


auBerhalb des abgeschlossenen Gebietes )*°. Wire dies nicht der Fall, so 
gabe es unendlich viele Anfangspunkte des Systems S**, welche die Eigen- 
schaft des Punktes 2, hatten; ein Streckenzug des Systems S** mit einem 
solchen Anfangspunkt wire mit diesem letzteren selbst identisch. Ein aus 
einzelnen Punkten bestehendes Teilsystem von S** wire gleichzeitig mit 
einer Teilfolge der £-Punktfolge (2) und mit einer Teilfolge der «-Punkt- 
folge (5) identisch, was offenbar unméglich ist. 
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Wir durchlaufen jetzt einen Streckenzug 23* (m >, «,) in der 
Richtung P,t* z%* bis zum ersten Schnittpunkt x mit dem abgeschlossenen 
Teilgebiet h*°. Da eine gegen 7, in S konvergierende «-Punktfolge wesent- 
lich in b* enthalten ist, mu8 offenbar x =2,* sein. Andererseits mu8 
ax* ein Randpunkt des Teilgebietes )* sein. Jeder von z,4* verschiedene 
Punkt des Streckenzuges s%* wird bei seinem Durchlaufen vor dem Punkt 
2%* getroffen. Nun liegt R,X* innerhalb §* und 2X* auf der Beranduug 
von §*; die beiden Punkte R** und x%* des Streckenzuges s,** sind ver- 
schieden und RX* miiBte beim Durchlaufen des Streckenzuges s%* vor 2,.* 
getrofien werden, was offenbar unméglich ist. 

Hilfssatz 7. Es set m,(@) eine beliebige endliche Menge von paar- 
weise verschiedenen Teilschnitien des Gebietes G, von welchen jeder in 
einem beliebigen der endlich vielen Gesamtheiten ¥,, ¥,,..., U% (v fest) 
enthalten ist. Es sei m,(h) die Gesamtheit aller solchen Teilgebiete von ©, 
von welchen jeder durch irgendeinen Teilschnitt der Menge m,(q) bestimmt 
wird. Wir bilden den Schnitt des Gebietes G mit der Vereinigungsmenge P 
aller Teilschnitte der Menge m,(p) und setzen im nachfolgenden die Ge- 
samtheit M,() aller durch ® bestimmten paarweise verschiedenen Teil- 
gebiete von & als unendlich voraus. Es sei 


(7) hij Bei Mepis 
eine wohldefinierte Punktfolge des Gebietes G, die entweder 

1. einer beliebigen Folge 
(8) ae, ere 
von paarweise verschiedenen Gebieten der Menge M, (9) untergeordnet ist oder 

2. wesentlich in ® enthalten ist. 

Wir behaupten, es existiert ein Aufldsungsgebiet eines Gebietes der 
Menge m,(h), das entweder eine Teilfolge von (7) oder eine zu einer 
Teiljolge von (7) konjugierte Punktfolge enthdlt. 

I. Wir setzen zunichst voraus, (7) sei eine $-Punktfolge. 


(9) Die Punktfolge (7) sei der Gebietsfolge (8) untergeordnet. 


Mit I, bezeichnen wir den das Gebiet , bestimmenden Teilschnitt 
und verbinden jeden Punkt A, mit einem beliebigen Punkt Y, von J), 
durch einen Streckenzug s, C O2-G. Das Streckenzugsystem S = 8,, 8,,...8,,..- 
verbindet die Punktfolge (7) mit der Punktfolge 


(10) elie OE 


Wie leicht ersichtlich, liegt das Grenzgebilde von S auf I. 
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In bezug auf S unterscheiden wir zwei Fille: 
(11) 1. Es existiert kein ausgezeichnetes Teilsystem von S. 


(12) 2. Ein Teilsystem S’ = s{, 8{,..., s{,... von S, welches eine Teilfolge 
A\, A,,..., A,,... von (7) mit einer konvergenten Teilfolge Y;, Y;,..., ¥,... 
von (10) verbindet, ist ausgezeichnet. 

Wir betrachten zunichst den Fall 1 (11). Ahnlich, wie im Hilfs- 
satz 6 (4) ist es leicht ersichtlich, da jeder Streckenzug S, , , (n =1, 2,...) 
von einem ersten hinreichend groBen mu ab ein solches Teilgebiet der 
Menge J/, trifft, das in seinem Inneren eine gegen das Grenzgebilde 7 
von S in S konvergierende «-Punktfolge enthalt. Wir durchlaufen jeden 
Streckenzug s,,,, des Systems S’ von seinem Anfangspunkt bis zum ersten 
Schnittpunkt x, mit einem solchen abgeschlossenen Teilgebiet 5° der 
Menge /7,°. Den durchlaufenen Teil des Streckenzuges s,,,, bezeichnen wir 
mit s*. Nach dem Hilfssatz 6 ist das Streckenzugsystem S* = 8°, 8*,..., 8", ... 
ausgezeichnet. Zwei (nicht notwendig verschiedene) Punkte B, und By, 
die zwei verschiedenen Streckenziigen des Systems S angehéren und beide 
in 9, liegen, verbinden wir fiir jeden Wert n = 1, 2,... durch einen Strecken- 
zug t, innerhalb §,. Da die Punkte B, und B, den Hiillen zwei ver- 
schiedenen Gebieten der Folge (8) angehéren und je zwei Gebiete von (8) 
zueinander fremd sind, muB der Streckenzug ¢, mindestens einen Punkt y, 
der Schnittmenge @ treffen. Eine unendliche Teilfolge 


(13) A a ae 


der Folge (nicht notwendig paarweise verschiedener Punkte) y,, yo, --., Y,» «+ 
ist in einem und demselben Teilschnitt g, der Menge m,(@) enthalten. 
Die Punktfolge (13) ist einer unendlichen Teilfolge 


(14) ee Ove 


der Folge §j,, §,,---, ,,--. umtergeordnet. Bezeichnen wir ein durch 9; 
bestimmtes Teilgebiet von G mit §,, so gilt fiir jedes » die Beziehung 
j/-b? +0. Nach der Folgerung (1) aus der Definition der Auflésungs- 
gebiete gilt die Bezichung 9/°-Gch,. Eine £-Teilfolge 


(15) | ee 


der Folge z,, 2,,..., 
halten die Beziehung 


4» ++» ist der Folge {i/°-G} untergeordnet. Wir er- 


a er 


Die Punktfolge (15) mu8 (nach der Folgerung 2 § 5) zu einer Teil- 
folge von (7) konjugiert sein und geniigt im Falle 1 (11) unserer Be- 
hauptung. 
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Im Falle 2 (12) kénnen wir analog wie oben zeigen, daB eine #-Teil- 
folge der Folge Y{, Y;,..., ¥,,... im Auflésungsgebiet eines durch einen 
Teilschnitt der Menge m,(%) bestimmten Teilgebietes enthalten ist. Eine 
solche Teilfolge von Y;, Y,,..., ¥,,... muB8 zu einer Teilfolge von (7) 
konjugiert sein und geniigt ebenfalls unserer Behauptung. 

(16) Nehmen wir jetzt an, die Punktfolge (7) sei wesentlich in ® 
enthalten. Oben sahen wir, daB das Auflésungsgebiet §, eines durch den 
Teilschnitt , von m,(@) bestimmten Teilgebietes h, die Teilfolge (13) der 
in ® liegenden Punktfolge y,, y,,.-., y,,--. enthalt. Ganz analog ist im 
jetzigen Falle (16) eine Teilfolge von (7) im Auflésungsgebiet eines durch 
* einen Teilschnitt von m,(9) bestimmten Teilgebietes enthalten. 


II. Ist (7) eine e-Punktfolge, so existiert ein gewisses Teilgebiet 5,* 
der Menge J7,, in welchem wesentlich die Punktfolge (7) enthalten ist. 
Da im Falle 1 je zwei Punkte der Folge (7) verschiedenen Gebieten der 
Folge (8) angehéren, so mu8 in §* jedenfalls ein Punkt x der Schnitt- 
menge @ enthalten sein. Es sei 9,* ein Teilschnitt von m,(9), der z 
enthilt und §,* ein durch $* bestimmtes Teilgebiet von G. Fast alle 
Punkte von (7) sind nach der Folgerung (1) im Gebiet },* enthalten und 
geniigen im vorausgesetzten Falle unserer Behauptung. 

Hilfssatz 8. Hs sei eine endliche oder unendliche Folge wohldefi- 
nierter Punktfolgen 


(i © ee YE 3 AY a SO 


so gegeben, daB die Punktfolge O\”, Of”, ..., O.”,... fiir jedes v zu einer 
Teilfolge der Punktfolge O!~”, Of-”,...,O°-”,... konjugiert ist. Wir 
behaupten, es existiert eine Teilfolge der Punktfolge O{,0;,..., 0%, ..., 
deren jede beliebige Teilfolge fiir jedes v zu einer Teilfolge der Folge 
0”, Of, ..., OW... konjugiert ist. 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Punktfolge 0{”, Of”, ..., 00”, ... 
fiir jedes » mit (O™). Die zu (O™) konjugierte Teilfolge von (O°~”) 
bezeichnen wir mit (O°~™)’. Zunichst wollen wir mit Hilfe des Schlusses 
der vollstindigen Induktion zeigen, daB fiir jedes » eine zu der Folge (0) 
konjugierte Teilfolge (O’),<(O’) existiert, wobei fiir jedes »>1 
(0’),< (0"),_, ist. 

Die Punktfolge (O’) = (O’), ist zu sich selbst konjugiert und enthilt 
die zu (O”) konjugierte Teilfolge (O’), =(O’)’. Nehmen wir an, die Be- 
hauptung sei fiir jeden Wert < (» —1) erfiillt. Nach der Folgerung 2 
§5 ist eine Teilfolge (O’)’ , von (O’),_, zu (O°~”)’ konjugiert. Die 
beiden Punktfolgen (O’)/_, und (0) sind zu der Punktfolge (0°~”)’ 
konjugiert und miissen nach der Folgerung 3 §5 zueinander konjugiert 
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sein. Beriicksichtigen wir die Beziehung (O’)’ ,<(O’),_,, so kénnen wir 
schlieBen, daB die Punktfolge (O’),=(O’))_, unserer Behauptung geniigt. 

Es sei Of ein beliebiger Punkt von (0’),, O: +O; ein beliebiger 
Punkt von (O’), und allgemein 0 + Of, O;,..., O."_, ein beliebiger Punkt 
von (O’), usw. Wegen der Beziehung 


(18) (0’), >(O’), >... >(O"),... 
sind fast alle Punkte der Folge 
(19) I ae 


und fast alle Punkte jeder beliebigen ihrer Teilfolgen in jeder der Punkt- 
folgen (18) enthalten. Nach der Folgerung 2 §5 ist eine beliebige Teil- 
folge von (19) fiir jedes » zu einer Teilfolge von (0) konjugiert. Die 
Punktfolge (19) geniigt unserer Behauptung. 


§ 10. 
Beweis der Vollstindigkeit des Systems der Komplexe. 


Satz VIII. Hine beliebige gegen einen Randpunkt des Gebietes G 
konvergierende Punktfolge enthalt eine normierte Teilfolge. 

I. Wir betrachten zunichst den Fall, in dem die gegebene beliebige 
gegen einen Punkt des Randes I’ von @ konvergierende Punktfolge des 
Gebietes eine £-Teilfolge 
(1) a 
enthiilt. 

Fiir jedes » bilden wir auf Grund der simplizialen Zerlegung des 
Raumes die Gebietsmengen J/, und J7,. Nehmen wir an, mindestens eine 
zu einer beliebigen Teilfolge von (1) konjugierte Punktfolge O/, Of, ..., O;, ..- 
ist in einem abgeschlossenen Teilgebiet der Menge /7?, das wir mit 5’° 
bezeichnen wollen, enthalten. Ebenso sei O/’, Of',...,0”,... eine zu einer 
Teilfolge von O{, O;,...,O2,... konjugierte Punktfolge, die in einem ab- 
geschlossenen Teilgebiet der Menge J/;, das wir mit §”° bezeichnen, ent- 
halten. Denken wir uns diese Definition weiter fortgesetzt und die Punkt- 
folge 0°”, ", ay? om", ... bestimmt, so kénnen wir folgende zwei Fille 
unterscheiden : 


1. Fiir jedes noch so groBe » kénnen wir eine zu einer Teilfolge von 
O{”, Of”, ...,0%,... konjugierte Punktfolge O”*”,Of*”,...,0%*”,... 
bestimmen, die im abgeschlossenen Teilgebiet von [7?,,, das wir mit §°”*”® 
bezeichnen, enthalten ist. 

2. Es existiert ein erster Wert » =, fiir welchen die Bedingung 1 
nicht erfiillt ist, d. h. kein abgeschlossenes Gebiet der Menge J7°,, enthalt 
eine zu einer Teilfolge von OM’, OM, ..., 0, ... konjugierte Punktfolge. 





—, 


—t<en, ft @, Gale &. 
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Wir wollen zunichst den Fall 1 voraussetzen. Den Durchmesser des 
Gebietes 5° (» 1, 2,...) bezeichnen wir allgemein mit @. Aus der 


Beziehung 
A eee oes 


folgt, daB eine unendliche Teilfolge 


(2) aw ae ea rns <e 

der Folge {§°°} gegen einen Punkt ¢ der Berandung I’ von @ konver- 
giert. Die der Folge (2) untergeordnete Teilfolge der Folge von Punkt- 
folgen { Of”, Of, ..., O&, ...} schreiben wir in der Form 


(3) o;*, gE See ee osvan asedd heal =. ge ot : 
Es sei 
(4) a ee Ser 


eine beliebige einer Teilfolge von (2) untergeordnete wohldefinierte Punkt- 
folge. 


Nach dem Hilfssatz 8 existiert eine Teilfolge 
(5) OC... in, it OO can 


deren jede Teilfolge zu einer Teilfolge einer jeden Punktfolge von (3) kon- 
jugiert ist. Ist nun 4 die in bezug auf die Punktfolge (5) definierte konjugierte 
f-Menge, so ist eine gewisse Teilfolge der Folge O{”*, Of*,..., 01”*,... 
fiir jedes » in 4 enthalten. Das gleiche gilt aber auch fiir jede konjugierte 
f-Menge 4, die eine Teilfolge von (5) enthilt. Darnach besteht nach der 
Folgerung 2** § 4 die Beziehung 

gt ge Fae 


Die Punktfolge (5) ist also in der konjugierten Ausgangsmenge eines Kom- 
plexes erster Ordnung enthalten. 

Wir betrachten jetzt den Fall 2. Es ist leicht ersichtlich, daB eine 
Teilfolge von (1) 


(6) a eee 
bestimmt werden kann, die zu der Folge O\ 2 oe of”... konjugiert ist. 
(7) Wegen der Bedingung 2 existiert kein Teilgebiet der Menge II! eae 


in welchem eine zu einer Teilfolge von (6) konjugierte Punktfolge ent- 
halten ist. 


Die Menge ¥ y+. Galler Teilschnitte von in 1, 4, enthaltenen Teilgebieten 
ordnen wir beliebig in einer Folge 


oe eer rer 











106 B. Kaufmann. 


Wir bilden jetzt die folgenden Mengen 


SC wae oS a on oe 


und bezeichnen die endliche Gesamtheit @,, 5. -++) M, fiir jedes » mit m, ((). 
Fiir jeden Wert » =1,2,... bilden wir den Schnitt F,-G. Wir wollen 
uns jetzt iiberzeugen, daB eine beliebige Teilfolge von (6) immer eine 
weitere Teilfolge enthalt, welche in einem und demselben durch den 
Schnitt F,-G (y beliebig) bestimmten nicht abgeschlossenen Teilgebiet 6” 
enthalten ist. Wire dies nicht der Fall, so miiBte eine unendliche Teil- 
folge 


(9) i a 


von (6) in F, enthalten oder einer Folge paarweise verschiedener nicht 
abgeschlossener durch F,-G (» fest) bestimmter Teilgebiete von © unter- 
geordnet sein. Dann gibe es nach dem Hilfssatz 7 ein der Menge ee 


angehérendes Teilgebiet, welches eine zu einer Teilfolge von (6) konjugierte 
Punktfolge enthalten miiBte, was der Feststellung (7) widerspricht. 


Der —" F,-@ bestimmt ein Teilgebiet G’, das eine Punktfolge 


Oo innes 4 he 4 ~ Schnitt F, -@ bestimmt 
ein wipiin* ‘von G, das eine Teilfolge Of, wt 0;,03,-. = 4 
enthalt usw. Es sei P, ein Punkt der oe aor cae 0!, om fa® P, 
ein Punkt der Folge 07’, Of, ..., 0”, ... und allgemein P, + P., P,, eee, tf 
sei ein Punkt der Folge Of”, Of, ..., O8,.... Die Punktfolge 

(10) /< See ae 

ist wesentlich in jedem Gebiet der Folge 

(11) _ 4 a A 

enthalten. Es sei 

(12) i a 


eine beliebige Teilfolge von (10), die der letzteren entsprechend ge- 
ordnet ist (d.h. sind P,” und P,. zwei Punkte der Folge (12), so ist 
immer », > ,, falls P.. dem Punkt P," in der Folge (10) nachfolgt). 
Die beiden Punkte P, und P* (»=1,2,...) kénnen wir durch einen 
Streckenzug {,¢@” fiir jedes » verbinden. Das Streckenzugsystem 
S =j,,),---)f,,--. ist der Folge (11) untergeordnet. 
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(13) Wir wollen uns jetzt iiberzeugen, daB das Streckenzugsystem 
S =|,, fy, --+) f,,.--- ausgezeichnet ist. — Wir werden zeigen, daB in S keine 
«-Punktfolge gegen das Grenzgebilde 7; von © konvergiert, wihrend die 
Beziehung 7;C I auf ahnliche Weise gefolgert werden kann. Nehmen 
wir an, dies sei nicht der Fall und 


(14) By» Bigs «009 Bay oes 


sei eine in © gegen 7; konvergierende «-Punktfolge. Der Teilschnitt eines 
Gebietes von //7,,,, welches die Punktfolge (14) wesentlich enthiilt, ist 


in der Menge A ,, bzw. in der Folge (8) enthalten; es sei dies der Teil- 
schnitt p, (» =k) der Folge (8). Der Teilschnitt 9, ist sicher in jeder 
Schnittmenge der Folge F,, F,,,,---, F,,,,--- enthalten. Das durch @, be- 


stimmte und die Punktfolge (14) wesentlich enthaltende Teilgebiet be- 
zeichnen wir mit },. 


(15) Der Durchschnitt G“*"°-%, ist fiir jedes » leer. 


Ware dies nicht der Fall, so miiBte nach dem Hilfssatz 1 wegen der 
Beziehung 9, < F,,,, das Gebiet G@**” ganz in jj, enthalten sein. Dies ist 
aber unmédglich, da jj, keine Teilfolge der Folge (6) enthalten kann. — 
Nach (15) liegt die Punktfolge (14) wesentlich auBerhalb fast aller Gebiete 
der Folge (11), wahrend das Streckenzugsystem © in jedem Gebiet der 
Folge (11) wesentlich enthalten ist. Aus diesem Widerspruch ergibt sich 
die Behauptung (13). — Damit ist gezeigt, daB im Falle 2 die Punkt- 
folge P,, P,,..., Py, ..» C O,, O4,...,O,,... zu jeder ihrer beliebigen Teil- 
folgen konjugiert ist und muB, wie leicht ersichtlich (vgl. die Folgerung 2 
der Definition A), in der konjugierten Ausgangsmenge eines Komplexes 
erster Ordnung enthalten sein. 


II. Eine gegen einen Randpunkt von © konvergierende Punktfolge, 
die keine £-Teilfolge enthalt, mu8 immer eine «-Teilfolge enthalten. 

Aus der Folgerung 3 der Definition A kénnen wir schlieBen, daB jede 
a-Punktfolge normiert und in der konjugierten Ausgangsmenge eines 
Komplexes erster Ordnung enthalten ist. 

Nach dem Obigen kann der bewiesene Satz noch folgendermafen ver- 
scharft werden. 


Korollar. Jede gegen einen Randpunkt des Gebietes & konvergierende 
Punktjolge enthdlt eine Teilfolge, die in der konjugierten Ausgangsmenge 
eines Komplexes erster Ordnung enthalten ist. 

Satz IX. Zwei Primenden E, und EH,’ des Gebietes & liegen auper- 
halb einander oder sie sind identisch und von gleicher Ordnung. 
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Nehmen wir an, EZ; und £," seien verschieden und der Durchschnitt 
E; Ei’ +0. Die normierten f-Mengen von EZ; und £,’ sind zwei voll- 
kommen gesittigte Komplexe 4, und 4;, die verschieden sein miissen: 
eine normierte Teilfolge einer Punktfolge, die nur gegen das eine der beiden 
Primenden konvergiert, existiert nach dem Satz VIII immer und kann in 
der normierten f-Menge nur des gleichen Primendes enthalten sein. Eine 
Teilfolge einer beliebigen Punktfolge des Durchschnittes f(H;)-f(H;’) 
existiert ebenfalls und ist im Durchschnitt A,-4; enthalten. Nach der 
Folgerung 2 § 8 miiBten die beiden Komplexe identisch sein, was offenbar 
unméglich ist. 


§ 11. 
Der Hauptsatz iiber die Primenden. 


Satz X. Jede normierte Teilfolge einer gegen einen Randpunkt von G 
konvergierenden Punktfolge konvergiert gegen ein Primende. 

I. Es sei 
(1) = ae ae 


eine beliebige Punktfolge des Gebietes G, die gegen einen Randpunkt 
konvergiert, und 4, ein vollkommen gesattigter Komplex, der eine beliebige 
Teilfolge von (1) enthalt. Wir miissen zeigen, daB eine solche (offenbar 
normierte) Teilfolge von (1) gegen ein Ende des Gebietes G konvergiert, 
deren normierte f-Menge mit dem Komplex 4, identisch ist. Wir werden 
ein solches Ende konstruieren. 

Fiir jeden Wert » = 1, 2,... ordnen wir die Gebietsmenge IT, in eine 
(evtl. endliche) Folge 


(2) BE", BY, BL, oe 

Mit ¥,* bezeichnen wir die Gesamtheit aller paarweise verschiedenen Teil- 
schnitte der Menge ¥,, die der folgenden Bedingung geniigen: 

(3) Ein Teilschnitt von Y, ist dann und nur dann in ¥, enthalten, 


wenn er kein Teilgebiet der Menge J/, bestimmt, dessen Auflésungsgebiet 
wesentlich eine Punktfolge von 4, enthiilt. 


Die Menge Y* ordnen wir beliebig in eine Folge 
(4) Fl, Ho, ..., FM, ..., 
die fiir ein festes » von einem ersten n ab aus leeren Mengen bestehen 
kann. Wir wollen aber voraussetzen, daB die Kante des Einheitswiirfels 


der simplizialen Zerlegung W, so klein gewahlt ist, daB schon fiir » —1 
die Folge (4) nicht leer ist. 
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Wir bilden nun die Vereinigungsmengen 


1 
%+6:) +H, 
$4+6:+53)+(¢/+97)+ 0%, 


et. oO CRD Oe OR we eA eee ee ee. Se 2. fee 


ae ae oe ee ee ee ee ee oe tk ee ee le ee ae ee ee de ye re ee er 


Die Menge endlich vieler Teilschnitte (G{, P:,..., 2; Gi , G2’, .--. Pra; --.5 Pr”), 
die in den Mengen F” vereinigt werden, bezeichnen wir kurz mit m,(®). 
Der Schnitt F’-G bestimmt offenbar mindestens zwei Teilgebiete von G, 
und da F in der simplizialen Zerlegung W, enthalten ist, mu8 der Schnitt 
F”.@ =F" regular sein. Die Gesamtheit aller paarweise verschiedenen, 
durch den Schnitt F” bestimmten Teilgebiete von @% ordnen wir fiir 
jedes » in eine (eventuell endliche) Folge 


(5) Po o.... &. «. 

und bezeichnen allgemein mit I”) den Teilschnitt von @,”. 
Il. Ee set 

(6) yey eee rae 


eine Punktfolge des Komplexes 4,, die in der konjugierten Ausgangsmenge 
eines Komplexes 4, ¢ 4, enthalten ist. Wir behaupten, fiir ein beliebiges 
festes v ist eine unendliche Teilfolge von (6) in einem Gebiet &” = G” 
der Folge (5) enthalten. 

Nehmen wir an, dies sei nicht erfiillt. Es existiert dann eine unend- 
liche Teilfolge von (6) 


(7) Ms hs s0y:is ines | 
die entweder in F”’ enthalten ist oder einer unendlichen Teilfolge 
(8) ar. Ge”, «<0 HE, 0 


von (5) aries, Acc ist. Nach dem Hilfssatz 7 existiert ein Teil- 
schnitt ¢,* der Menge m,(@), der ein Teilgebiet 5,* so bestimmt, daB das 
Anfiteunggcbiet jj,” eine zu einer Teilfolge von (7) konjugierte Punktfolge 
enthalt. Eine solche Punktfolge ist aber auch in 4, 4, enthalten, und 
wir erhalten einen Widerspruch zur Definition (3), wonach §,* keine Punkt- 
folge von 4, enthalten kann. 


III. Es sei 4° < A, ein abgeschlossener Komplex beliebiger Ordnung 
oder eine abgeschlossene konjugierte f-Menge. Es sei 


(9) oS i ae 
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eine beliebige Punktfolge von L*(4,). Um den Haufungspunkt ¢ von (9) 
als Mittelpunkt legen wir eine Kugel K mit einem Radius r < ja, (v be- 
liebig und fest). U(é) sei die durch K bestimmte Umgebung von &. 
Jeden fast aller Punkte der Folge (9) kénnen wir von einem ersten Wert 
n== +1 ab mit fast allen Punkten einer Punktfolge von 4, innerhalb 
U(é) verbinden. Das durch K-@ bestimmte und den Punkt R,., ent- 
haltende Teilgebiet bezeichnen wir mit §,. 


(10) Der Folge der Teilgebiete 
(11) 7 aes Ser 


ist eine Folge von Punktfolgen von 4, untergeordnet (je zwei dieser Punkt- 
folgen bzw. je zwei Gebiete der Folge (11) kénnen auch identisch sein). 


(12) Der Gebietsfolge (11) bzw. einer beliebigen Teilfolge von (11) kann 
keine in F“” enthaltene Folge von (nicht notwendig verschiedenen) Punkten 
untergeordnet sein. 

Nehmen wir an, (12) sei nicht erfiillt. Es existiert dann eine Punktfolge 
(13) ere eee 


innerhalb der Umgebung U(é), die einer Teilfolge von (11) untergeordnet 
ist und in F” bzw. in einem Teilschnitt g* der Menge m,(@) enthalten 
ist. Nun gilt die Beziehung 


5°. & “4 bf, 


-wobei §; ein durch @; bestimmtes Teilgebiet ist. Es mu8 also auch die 
Beziehung gelten 


(14) “eo eee) A 


Die Entfernung des Punktes = von der Oberfliche des das Teilgebiet 5; 
bestimmenden Wiirfels W;* ist <1a,, woraus folgt, daB die Umgebung 
Ul(é) ganz innerhalb des Auflésungswiirfels W," enthalten ist. Es muB 
darnach eine unendliche Teilfolge solcher Gebiete der Folge (11), die einen 
Punkt der Folge x,,2z,,...,2,,... enthalten, im Gebiet 5. enthalten sein. 
Im Gebiet §;* ist dann nach (10) jedenfalls eine Punktfolge von A, ent- 
halten, was nach der Definition (3) unméglich ist. Aus diesem Widerspruch 
ergibt sich (12). 
Aus (12) kénnen wir folgende wichtige Schliisse ziehen: 


(15) 1. Ist 4, ¢ 4, ein Komplex beliebiger Ordnung oder eine konjugierte 
f-Menge und ist wesentlich in einem Gebiet G” eine Punktfolge von 
L*(A,) enthalten, so ist wesentlich in ©” auch eine Punktfolge von 4, 
enthalten. 





— 2 a see eee! A lL, Oe ee 6 [6 
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(16) 2. Ist 4, ¢ 4, ein Komplex beliebiger Ordnung oder eine konjugierte 
f-Menge und ist 4, wesentlich in ©” enthalten, so muf auch L*(4,) 
wesentlich in @” enthalten sein. 
IV. Ist eine beliebige Punktfolge 
(17) i aa en 
eines abgeschlossenen Komplexes erster Ordnung 4} <A, wesentlich im 
Gebiet G” (y fest) enthalten, so ist A} selbst wesentlich in & enthalten. 
Um diese Behauptung nachzuweisen, geniigt es, den Fall zu betrachten, 
in dem die Punktfolge (17) in 4, enthalten ist. Ware namlich (17) in 
L*(4,) enthalten, so kénnten wir nach III. (15) auch eine wesentlich in 
®” enthaltene Punktfolge von 4, bestimmen, und wir hitten darnach 
wiederum den obigen Fall. Wir wollen zunichst folgendes zeigen: 
(18) Die konjugierte f-Menge 4°, die in der Grundmenge von 4, ent- 
halten ist und die die Punktfolge (17) enthilt, ist wesentlich in @” 
enthalten. 


Um (18) nachzuweisen, geniigt es ebenfalls wegen IIT. (15), den Fall 
zu betrachten, in dem die Punktfolge (17) in 4 enthalten ist. Wir zeigen 
zunichst, daB 4 selbst wesentlich in @” enthalten sein mu8. Nehmen 
wir an, dies sei nicht der Fall, so gibt es auBerhalb @” eine unendliche 
Punktfolge 
(19) 3 a Se 


die in einer Punktfolge von 4 enthalten ist. Diese Punktfolge ist nach 
den Folgerungen 2 und 4 (§ 5) zu einer Teilfolge 

(20) 7 ore eg Re 

konjugiert und 148t sich mit dieser durch ein ausgezeichnetes Streckenzug- 
system © =j,,f,,---,[,,--- verbinden. Jeder Streckenzug j, von © trifft 


den Teilschnitt I’ von G” in einem gewissen Punkt y,. Eine wohl- 
definierte Teilfolge 


(21) of, 06, «+05 Hine «6 

der Punktfolge y,, y,,-.--, Y,,--- ist offenbar zu einer Teilfolge der Punkt- 
folge (20) bzw. zu einer Teilfolge einer Punktfolge der konjugierten Aus- 
gangsmenge von 4, konjugiert. Die Punktfolge (21) mu8 nach der De- 
finition A der Komplexe in 4, enthalten sein. Dies widerspricht aber der 
Bedingung (3), da die Punktfolge (21) in Pc F enthalten ist, und 
infolgedessen miiBte in einem Auflésungsgebiet eines durch einen Teilschnitt 
der Menge m,() bestimmten Teilgebietes eine Teilfolge von (21) ent- 
halten sein. Damit ist gezeigt, daB die konjugierte f-Menge 4 in G” 
enthalten ist, und daraus ergibt sich auf Grund von III. (16) unsere Be- 
hauptung (18). 











112 B. Kaufmann. 


(22) Eine jede von A° verschiedene konjugierte f-Menge 4*° der Grund- 
menge des Komplexes 4, ist ebenfalls wesentlich in @ enthalten. 


Nach der Folgerung 1 der Definition A gilt die Beziehung 4*°-4°+0. 
Eine Punktfolge von 4*° muB also wesentlich in ©” enthalten sein, und 
die gleiche Betrachtung wie im Falle von (18) fiihrt zum Nachweis von (22). 
Aus (18) und (22) folgt, daB A, wesentlich in &” enthalten ist, und 
nach III. (16) mu8 auch A? wesentlich in @” enthalten sein. 


' V. Wir wollen jetzt beweisen, daf fiir jedes feste y der Komplex 4, 
wesentlich in ©” enthalten ist. Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. 
— Ein abgeschlossener Komplex erster Ordnung, von dem mindestens eine 
Punktfolge wesentlich in @”’ enthalten ist und welcher (nach IV.) deshalb 
selbst in G” wesentlich enthalten ist, existiert jedenfalls: ein mee Kom- 
plex ist in erster Linie der in II. betrachtete Komplex 4; > A,, Ay,.. Sn 
Mit M(o,) bezeichnen wir die Menge paarweise verschiedener “ery < Tt, 
die der Bedingung geniigen, da8 jeder und mindestens ein Komplex Avy CA, 
von einer Ordnung o, baw. jeder in 4, enthaltene abgeschlossene Komplex 
von einer Ordnung < o,, von dem mindestens eine Punktfolge in &”’ 
wesentlich enthalten ist, auch selbst wesentlich in @” enthalten ist. Die 
Menge M(o,), in der mindestens die Zahl 1 enthalten ist, schreiben wir 
in der natiirlichen GréBenordnung in der Form 


(23) Gay Minn +225 @ 


gecte 


und bezeichnen mit M(4:,) die Gesamtheit der abgeschlossenen Komplexe 
- von einer Ordnung o,, die selbst wesentlich in ®” enthalten sind. Mit 
ny bezeichnen wir die kleinste der Menge (23) folgende Zahl mit der 
Eigenschaft, daB ein Komplex 4° < 4, existiert, von dem eine Punktfolge 
auBerhalb &’ liegt und mindestens eine Punktfolge wesentlich in @” ent- 
halten ist. Gabe es eine solche Zahl <1 nicht, so wiirde die Zahl rt selbst 
die erforderliche Eigenschaft aufweisen. Die Zahl n, ist jedenfalls >1. 


(24) Nach III. (15) existiert auch immer eine Punktfolge des nicht ab- 
geschlossenen Komplexes 4,,, von dem eine Punktfolge wesentlich in 6’ 
enthalten ist. 


Wir wollen jetzt voraussetzen, daB », einen unmittelbaren Vorgiinger 
hat. Die Menge simtlicher Komplexe, die in der Grundmenge des Kom- 
a 4,, und zugleich in M(4,,) enthalten sind, bezeichnen wir mit 

M'(A.,)- ” Diese Menge ist wegen (24) nicht leer, und aus der Definition B 
konnen. wir folgern, daB mindestens ein in bezug auf », gesittigter uad 
zu einem Komplex von M’ (42,) beriachbarter ; Komplex existiert. Ein jeder 
abgeschlossene, zu einem Komplex von MW’ (4° ,) benachbarte und in bezug 
auf 4 gesittigte Komplex enthalt auch eine wesentlich in @”’ liegende 





ox ~~ Se he OO ~™ 
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Punktfolge und ist in M(4),) und darnach auch in M’(4?,) enthalten. 
Die Gesamtheit M’(4,,) geniigt der Bedingung 1 der Definition B. — Die 
Grundmenge des Komplexes 4,, bezeichnen wir mit M(4,,) (6, < m,)- 
Da jede Teilfolge einer Punktfolge des Komplexes 4, wiederum eine 
Punktfolge von 4,, ist und wegen III.(16) mindestens eine Teilfolge einer 
Punktfolge von 4,, auBerhalb G” liegen muB, so existiert ein Komplex 43, 
der Menge M(4°), von dem mindestens eine Punktfolge wesentlich auBer- 


z 


halb @”’ liegt. Wir erhalten die Beziehungen 
(25) M'(4.,) C M (4,,) und + M(4,,), 


die der Bedingung 2 der Definition B widersprechen. 
Wir machen jetzt die Annahme, daB 7, eine Limeszahl sei. Es sei 


(26) BMS, cess: 


eine Ausgangspunktfolge von 4, und Pm ein Komplex von einer Ord- 
nung 6,< m, der die Punktfolge (26) enthalt und von dem eine Punkt- 
folge wesentlich in @” enthalten ist. Einen solchen Komplex A, kénnen 
wir immer bestimmen, und er mu8 wesentlich in @” enthalten sein. Wir 
schlieBen daraus, da8 die Punktfolge (26) wesentlich in G” enthalten ist. 
Wegen III. (16) existiert eine auBerhalb @"”’ liegende Punktfolge des Kom- 
plexes 4,,, die nach der Definition C die Komplexe ebenfalls in einem 
Komplex von einer Ordnung o,<»,, der die Punktfolge (26) enthilt, 
enthalten ist. Dieser Komplex miiBte selbst in @ wesentlich enthalten 
sein, was offenbar unméglich ist. 

Aus diesem Widerspruch und aus (25) folgt die Giiltigkeit unserer 
Behauptung. 


VI. Nach V. ist der Durchschnitt G”*”.@” nicht leer, und da der 
Teilschnitt C°’, der das Gebiet @'” bestimmt, in F”*” enthalten ist, 
mu8 nach dem Hilfssatz 1 fiir jedes » die Beziehung gelten: 


@” > gt» , 


(27) Nach dem Satz 1 kénnen wir jedes Gebiet &” (v beliebig) durch 
einen Querschnitt gq” < F” von einem beliebigen auperhalb &'° liegenden 
Punkt O des Gebietes © so trennen, daB jeder Punkt von G, der aufer- 
halb &'° liegt, ebenfalls durch q” von &” getrennt wird, falls er mit 
O durch einen Streckenzug, der I" nicht trifft, innerhalb © sich ver- 
binden lat. 

Es sei g” das durch den Querschnitt g‘*) bestimmte und den Punkt O 
nicht enthaltende Teilgebiet. Fiir jedes » besteht die Beziehung 


(28) gi? > gti, 


Mathematische Annalen. 103. 8 
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Wir beriicksichtigen namlich zuniachst die Beziehung 


> @”?. 
Ein Punkt R des Gebietes G, der auBerhalb g’® liegt, 148t sich immer 
mit dem Punkt O auBerhalb G”’° durch einen Streckenzug s so verbinden, 
daB der Streckenzug s keinen Punkt des Gebietes G°*?® c G””® trifft. 
Der Querschnitt q+ trennt nach (27) das Gebiet g*+" vom Punkt R. 
— Jeder Punkt von g”) ist zweiseitig, und wir kénnen aus (28) schlieBen, 
da8 in g”*+) kein Punkt von q‘) enthalten sein kann. Darnach gilt die 
Beziehung 

g” > g**», 
und wir erhalten auf diese Weise eine Gebietskette 
(29) g’>g”>...>g”D..., 
die durch eine Kette von Querschnitten 
(30) ot epree . apee 
bestimmt wird. Die Gebietskette (bzw. die Querschnittskette) bestimmt 
ein Ende €, des Gebietes ©. Wegen g” > @” muB fiir jedes » der 
Komplex 4, wesentlich in g) enthalten sein. 


(31) Daraus folgt, daB jede Punktfolge von 4, gegen das Ende €, kon- 
vergiert. 

VIL. Jede «-Punktfolge des Gebietes G, die gegen das (in VI. be- 
stimmte) Ende €, konvergiert, ist im Komplex 4, enthalten. 
'  _Nehmen wir an, 
(32) Be, Ros... --. oF 


sei eine «-Punktfolge des Gebietes G, die gegen €, konvergiert und in 4, 
nicht enthalten ist. 

Fiir jeden Wert »=1, 2,... ist die Punktfolge (32) wesentlich in 
einem Gebiet §” der Menge J7, enthalten. Den §” bestimmenden Teil- 
schnitt bezeichnen wir mit %”). Es existiert ein erster, hinreichend groBer 
Wert » =, so, daB G@™) kein Teilgebiet von G bestimmt, dessen Auf- 
lésungsgebiet eine Punktfolge von 4, enthialt. Wire dies nicht der Fall, 
so miiBte in einer noch so kleinen Kugelumgebung des Punktes & das 
Auflésungsgebiet eines fiir ein hinreichend groBes » durch @”) bestimmten 
Teilgebietes liegen, welches zugleich die Punktfolge (32) und eine Punkt- 
folge von 4, wesentlich enthalt. Darnach miiBte, wie leicht ersichtlich, 
die Punktfolge (32) in 4, enthalten sein, was offenbar unméglich ist. — 
Der Teilschnitt ¢™) muB in der in (4) bestimmten Folge 


FO, Hier, oop LMM, « (» = #4) 
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enthalten sein. Wir kénnen einen ersten hinreichend groSen Wert », > yu, 
so angeben, daB der Teilschnitt ¢@“) in jeder Schnittmenge der Folge 
Pet), pet, P“*”, ... enthalten ist. Fiir jeden Wert »=1,2,.., 
besteht die Beziehung 


(33) Gir”? pH) 90, 


Ware namlich ein Punkt von **” in §“” enthalten, so miiBte 
offenbar auch G**”.§ 4.0 sein. Wegen der Beziehung p“” ¢ F**” 
miiBte das Gebiet G@“**” nach dem Hilfssatz 1 in §“” enthalten sein. 
Dies ist aber unméglich, da das Gebiet @**” den Komplex 4, wesentlich 
enthilt, dagegen ist in h” keine einzige Punktfolge von 4, wesentlich ent- 
halten. — Einen Punkt O’ von “” verbinden wir mit einem auBerhalb g’° 
liegenden Punkt O von @ durch einen Streckenzug s, der ganz in & ver- 
lauft. Wir bestimmen eine erste hinreichend groBe Zahl u, >, so, daB 
a,,< #4 (8,I°) wird, wobei wir mit d(s,I”) den Abstand der beiden 
Mengen bezeichnen. Mit M(W) bezeichnen wir die Gesamtheit aller solchen 
Auflésungswiirfel von W,,, die in ihrem Inneren oder auf ihrer Oberfliche 
einen Punkt des Streckenzuges s enthalten. Jeder dieser Wiirfel liegt im 
Inneren des Gebietes G; wir bilden die Vereinigungsmenge aller Wiirfel der 
Menge M(W) und erhalten einen Polyeder {%, in dessem Inneren der 
Streckenzug s verlaiuft. Wir kénnen jetzt einen ersten hinreichend groBen 
Wert «, > 4, 80 bestimmen, daB jede Wiirfelflache eines Wiirfels der Menge 
M(W) in F“® enthalten ist. Die Oberfliche des Polyeders % ist darnach 
in jeder Schnittmenge F“**” (y = 1, 2,...) enthalten und wir kénnen aus 
dem Hilfssatz 1 analog wie im Falle der Beziehung (33) folgern, da8 in 
keinem abgeschlossenen Gebiet 6“**”® (y = 1, 2, ...) ein Punkt des Inneren 
des Polyeders § enthalten ist. Der Streckenzug s kann also keinen der 
Teilschnitte der Folge P*”, r“*”, .... r™*”, ... treffen. Nach dem 
Satz I liegt der Punkt O’ auBerhalb eines jeden Gebietes der Folge 


(34) GietO, git, guatno 


Wegen (33) la8t sich jeder Punkt von §” (also auch jeder fast aller 
Punkte von (32)) durch je einen in & verlaufenen Streckenzug, der keinen 
der abgeschlossenen Gebiete der Folge (34) trifit, mit O’ verbinden. Die 
Punktfolge (32) mu8 wesentlich auBerhalb eines jeden Gebietes der Folge (34) 
liegen und kann nicht gegen €, konvergieren. Dieses Resultat widerspricht 
unserer Annahme, wonach (32) gegen €, konvergiert, weshalb wir die 
Giiltigkeit unserer Behauptung folgern kénnen. — Es ist ohne weiteres klar, 
da8 wir auf ahnliche Weise wie oben beweisen kénnen, daB 


(35) _ €, keine inneren Punkte des Gebietes & enthalten kann. 


g* 
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VIII. Es sei 
(36) oe ee ee 


eine normierte B-Punktfolge des Gebietes G, die gegen das Ende €, kon- 

vergiert. Wir behaupten, die Punktfolge (36) ist im Komplezx 4, enthalten. 
Es sei 

(37) * Fa A 


eine Teilfolge von (36), die der €, bestimmenden Gebietskette g’, g”,...,q™,... 
untergeordnet und in der konjugierten Ausgangsmenge 4 eines Komplexes 4, 
erster Ordnung enthalten ist**). Eine beliebige, derselben Gebietskette 
untergeordnete Punktfolge des nicht leeren Durchschnittes 4-f(€,) be- 
zeichnen wir mit 

(38) i Se ee 


(39)  Fiir jeden Wert n =1,2,... verbinden wir die beiden Punkte 0, 
und P, durch einen in g™ verlaufenden Streckenzug {,,. Das Streckenzugsystem 
S ={,, f,.--->f,.--- Verbindet die beiden Punktfolgen (37) und (38). 
Das Streckenzugsystem © ist ebenfalls der Gebietskette g’, g”,...,g™, ... 
untergeordnet und wir schlieBen daraus, da jede im System S gegen sein 
Grenzgebilde 7; konvergierende Punktfolge auch gegen das Ende €, kon- 
vergiert. 


(40) Nehmen wir jetzt an, die Punktfolge (36) sei in 4, nicht enthalten. 


(41) Aus dieser Annahme folgt zuniachst, da8 auch keine unendliche 
Teilfolge von (36) in 4, enthalten sein kann. 


Ware dies nicht der Fall, so miiBte jedenfalls (wegen Satz III) der 
die normierte Punktfolge (36) enthaltende Koimplex erster Ordnung zu 
dem Komplex 4, benachbart sein, was aber unméglich ist, da darnach 
auch ein in bezug auf die Zahl +-+1 gesittigter und zu 4, benachbarter 
Komplex existieren miiBte. 

Ziehen wir (41) in Betracht, so kénnen wir auch leicht sehen, daB 
das Streckenzugsystem © kein ausgezeichnetes Teilsystem enthalten kann. 
Es miiBte sonst wiederum eine gewisse Teilfolge von (36) und eine in 4, 
enthaltene Teilfolge von (38) in einem und demselben Komplex erster 
Ordnung enthalten sein. Ein solcher Komplex wire wiederum zu 4, be- 
nachbart, was offenbar unméglich ist. 

Ahnlich wie im Hilfssatz 6 kénnen wir folgern, daB jeder fast aller 
Streckenziige des Systems © 


(42) 


{ne+1> Vy +2> eeey luptn> eee 





**) Nach dem Korollar des Satzes VIII existiert eine solche Teilpunktfolge immer. 
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von einem gewissen (der Zahl » entsprechenden) ersten Wert n= u,+ 1 
ab, mindestens einen Punkt eines Gebietes der Menge J/, (» beliebig und 
fest) trifit, das in seinem Inneren eine gegen 7; in © konvergierende 
«-Punktfolge wesentlich enthilt. 

Jeden Streckenzug j,,,,, (nm = 1, 2, ...) durchlaufen wir fiir jeden Wert » 


in der Richtung O/,.,.P,.,+n bis zum ersten Schnittpunkt z,”’,,, mit einem 
abgeschlossenen Teilgebiet {2 der Menge J7;, welches in seinem Inneren 
eine gegen 7; in S konvergierende «-Punktfolge 2{"),4.n, 2nytns <*> 2epetns «+ 
enthalt. Den durchlaufenen Teil des Streckenzuges j,,,,, bezeichnen wir mit 
(*,. Zur Vereinfachung der Schreibweise ersetzen wir u,-+-n durch n 


und erhalten fiir jeden Index » der simplizialen Zeriegung W, die Punktfolge 
(43) of? ao”... ..., 
das Streckensystem 


~ (v)* (vy) * oly) * (»)* 
i) =fi » fe a9***9 7 veers 


und schlieBlich die f-Folge 


(44) Sher Birr «+5 Bbdy «+03 Base Sate +9 be o++f 005 Shay Meas «+ +p Shaye oes 

die der Gebietsfolge 

(45) Gere, He**, .... HO™, ..; 

untergeordnet ist. — Die Gebietsfolge (45) braucht nicht aus paarweise 


verschiedenen Gebieten zu bestehen, wir heben hier aber hervor, da8 un- 
endlich viele dieser Gebiete nur dann einen gemeinsamen Punkt haben 
kénnen, wenn fast alle von ihnen identisch sind. 

Das Streckenzugsystem ©” ist (fiir jedes v) nach dem Hilfssatz 6 
ausgezeichnet. Das Grenzgebilde von ©”’* bezeichnen wir mit 7;”"* und 
mit 2{”", 2{”",..., 2f"",... eine B-Teilfolge der Folge (48). 

Der (oben definierte) Komplex 4, erster Ordnung enthilt samtliche 
8-Punktfolgen 

"we Wk "We (v)* (vy) * (vy) * 


YW En a Fe Lae 
In bezug auf diese f-Folge unterscheiden wir jetzt zwei Fille: 
1. Es existiert eine erste Zahl » = u so, daB eine unendliche Teilfolge 


(48) Yas Yar +1 Bas + Cal”, af", «0, 28, 
die Eigenschaft hat, daB die Teilfolge 
(47) 5°, G8, .... 59... 


der Folge §\'*°, 5*°,..., p#*°,..., welcher sie untergeordnet ist, gegen 
ein Grenzgebilde 7, konvergiert, wobei jede gegen 7, in (47) konvergie- 
rende Punktfolge des Gebietes G eine £-Punktfolge ist. 
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2. In bezug auf keine noch so groBe Zahl y ist die Bedingung 1 erfiillt. 

Wir setzen zuniachst den Fall 1 voraus. 

Es sei Z,,, Zn -++> Zen -+:(m = 1, 2, ...) diejenige Punktfolge von (44), 
die im Gebiet 9, enthalten ist. Mit ¢, bezeichnen wir den Haufungspunkt 
der Folge z,,,,Zg,5-++> Z:n»-+++3 diese letztere ist eine «-Punktfolge und 
mu wesentlich in einem Teilgebiet §,, das durch eine noch so kleine 
Kugel K, mit dem Mittelpunkt ¢, bestimmt wird, enthalten sein. Den 
Radius r, der Kugel K, (n = 1, 2,...) setzen wir gleich 37, ,. Es sei z, 
ein Punkt des Durchschnittes §,-,. Die Punktfolge z,,z,,...,z,,... ist 
der Folge (47) untergeordnet und enthalt eine normierte £-Teilfolge 


(48) Ses A Seaplieds kees 
die einer unendlichen Teilfolge 

(49) ae 
der Folge (47) bzw. einer unendlichen Teilfolge 
(50) ot ee ae 


der Folge §,, 5,,..-,§,,... umtergeordnet ist und deren Haufungspunkt 
wir mit ¢ bezeichnen. In einer noch so kleinen Kugelumgebung des 
Punktes ¢ ist die Gebietsfolge (50) wesentlich enthalten und wir kénnen 
daraus schlieBen (vgl. Folgerung 2** § 4), daB die Punktfolge (48) eine 
unbewallte Grenzpunktfolge einer f-Teilmenge der f-Folge (44) ist. 
(51) Bemerken wir noch, da8 simtliche gegen €, konvergierende «-Punkt- 
folgen der Folge (44) nach VII in 4, enthalten sind, so kénnen wir 
schlieBen, daB die Punktfolge (48) in 4, ebenfalls enthalten sein mubB. 

Jeden Punkt z, der Folge (48) kénnen wir mit einem Punkt yj), 5," 
der Folge (46) durch einen Streckenzug s;, verbinden, der ganz im Durch- 
schnitt 9;,°-@G verliuft. Wegen der Bedingung 1 ist das Streckenzugsystem 
S’ = 8{, 83,..., 84,..., das der Teilfolge (49) von (48) untergeordnet ist, 
ausgezeichnet. Die die Punktfolge y{, yi, ..., yi, ... enthaltende konjugierte 
f-Menge ist in 4, enthalten, woraus folgt, daB auch die Punktfolge (48) 
in 4, enthalten sein muB. Der in bezug auf t+ 1 gesittigte und 4, 
enthaltende Komplex miiBte wegen (41) zu dem Komplex 4, benachbart 
sein, was offenbar unmédglich ist. 

Wir setzen jetzt den Fall 2 voraus. In diesem Falle kénnen wir fiir 
jedes feste » eine Teilfolge 


(52) gers, gyre, ..., gv, ... 


der Folge (45) angeben, welcher eine «-Punktfolge 

(53) Bigy Gas +< <9 Bas 2 

untergeordnet ist, wobei jedes der nicht abgeschlossenen Gebiete der Folge (52) 
innerhalb eines und desselben Auflésungswiirfels W,, der simplizialen Zer- 
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ge 
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legung W, liegt. Die Punktfolge (53) liegt wesentlich innerhalb eines und 


desselben durch den Auflésungswiirfel W,, bestimmten Teilgebietes 5’. 


, 


Fast jeder Durchschnitt p”**°-G (n =1,2,...) ist in 5°” enthalten. 
Wir schlieBen daraus, da8 in §” fiir das gegebene y eine unendliche Teilfolge 


(54) yf”, 9, ..., 9, ... 

der Foige (43) und auBerdem eine «-Punktfolge des Komplexes 4, 
(55) fe 

enthalten ist. — Wir betrachten jetzt die Gebietsfolge 

(56) i 


Den Durchmesser von y bezeichnen wir mit d‘°”; es ist offenbar 
d” <27a, 73 (» =1,2,...), so daB die Beziehung bestehen mub 


6 ee ee 


Es existiert also eine unendliche Teilfolge 


=t* =" 


(57) oe oe 
der Folge (56), die gegen einen Randpunkt é* konvergiert. Es sei 


(58) Re ASR 


eine beliebige, der Teilfolge (57) untergeordnete Punktfolge. Der Folge (57 ) 
ist eine Teilfolge der f-Folge {R{”, RS”, ..., Ry”, ...}.(» = 1, 2, ...) baw. 
eine f-Teilfolge der f-Folge {y\”, y,...,y®,...} (»=1,2,...) unter- 
geordnet. Nun sind simtliche Punktfolgen der ersten f-Folge in 4, und 
samtliche Punktfolgen der zweiten f-Folge in 4, enthalten und wir kénnen 
schlieBen, da8 eine normierte Teilfolge von (58) in 4, bzw. in 4? ent- 
halten ist. Wegen (41) miissen die beiden Komplexe 4, und 4, benachbart 
sein, was offenbar unméglich ist. Damit ist (40) widerlegt. 

Aus (35), VII und VIII ergibt sich der Satz X: Das Ende €, = EZ, ist 
das zu bestimmende Primende. 


§ 12. 
Beweis der Abzahlbarkeit der Ordnung eines Primendes. 


Satz XI. Hs sei 4) ein abgeschlossener Komplex von einer beliebigen 
Ordnung ». Es existiert immer ein Ende €,, welches einer der folgenden 
Beziehungen geniigt: 

f (Ey) = 4, 
oder 
An Cf (€,) C4ys1, 


wobet A,., ein gewisser Komplex von der Ordnung 4 +-1 ist. 
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Wir fiihren die Konstruktion des Endes €, in bezug auf den Kom- 
plex 4) aus, ganz analog der Konstruktion des Primendes Z; in § 11 in bezug 
auf den vollkommen gesittigten Komplex 4,. Wir bemerken nur, da die 
samtlichen Behauptungen I bis VII und Betrachtungen des Beweises des 
Satzes X im vorigen Paragraphen sich unmittelbar zur Bestimmung des 
Endes €,, hier, iibertragen lassen. Darnach geniigt es zu zeigen, daB, falls 
die Beziehung f(€,) = 4) nicht gilt, jede normierte gegen €, konvergie- 
rende und zu 4) fremde f-Punktfolge R,, R,,..., R,,... eine Teilfolge 
enthilt, die entweder selbst in 4? oder in einem zu 4° benachbarten 
Komplex 4} erster Ordnung enthalten ist. Enthilt A? keine Teilfolge von 
R,, R,,..., R,,.--, 80 kénnen wir analog wie in VIII, §11 einen zu 4? 
benachbarten und eine Teilfolge von R,, R,,..., R,,,... enthaltenden Komplex 
erster Ordnung bestimmen. In beiden Fallen ist der R,, R,,..., R,,... 
enthaltende Komplex erster Ordnung in einem Komplex der Grundmenge 
eines Komplexes 4, ,; > Ay enthalten. 


Aus den Betrachtungen des Satzes IX kénnen wir noch die folgenden 
Schliisse ziehen. 


Korollar 1. Ist eine jede gegen ein auf der Berandung J von G 
liegendes Ende €, konvergierende «-Punktfolge in einem und demselben 
abgeschlossenen Komplex 4) <f(€,) von einer beliebigen Ordnung 7 ent- 
halten oder ist die Menge solcher «-Punktfolgen leer, so ist auch eine jede 
normierte gegen €, konvergierende £-Punktfolge in 4} enthalten oder es 
ist eine ihrer Teilfolgen in einem zu A} benachbarten Komplex erster 
Ordnung enthalten. 


Ist A} ein abgeschlossener Komplex einer beliebigen Ordnung 7, so 
nennen wir das Ende €, des Gebietes @, welches auf der Berandung I” 
von @ liegt und der Bedingung 4; < f(€,) geniigt, das den Komplex 47 
einschlieBende Ende, falls jede gegen €, konvergierende «-Punktfolge in 4) 
enthalten ist. 


Korollar 2. In bezug auf jeden abgeschlossenen Komplex 4) von 
einer Ordnung y kann ein ihn einschlieBendes Ende konstruiert werden, 
und zwar nach dem in I und VI ($11) geschilderten Verfahren. 


Ein besonders wichtiges Ergebnis der im §11 bewiesenen und auf 
den Fall beliebiger abgeschlossener Komplexe angewandten Behauptungen 
(I bis VIII) ist der 


Satz XII. Es seien zwei Komplexe A} und A... (y endlich oder 
transfinit) gegeben, die der Bedingung.geniigen A) < 4... Wir behaupten, 
es existiert mindestens eine «-Punktfolge des Komplexes 7 die in A’ 
nicht enthalten ist. 





a. = &’ © & S&S Fs a bh’ eS a 
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Nehmen wir an, unsere Behauptung sei nicht erfiillt. Es sei €, das 
den Komplex 4), einschlieBende Ende. Der Komplex 4,,, mu8 laut 
Annahme mindestens eine #-Punktfolge enthalten, die in yn nicht ent- 
halten ist. Es gabe sonst nach dem Hilfssatz 3 einen Komplex Ass C442 80, 
daB A,,,-49 +0 wire, d.h. 4? ware nach dem Satz V in 4,,, enthalten. 
Es miiBte darnach auch die Beziehung i haar 4,41 gelten, die dem Hilfs- 
satz 5 widerspricht. Es existiert also eine gegen €, konvergierende und in 4) 
nicht enthaltene normierte £-Punktfolge O,, O,,..., O,,.... Wegen unserer 
Annahme ist €, auch das den Komplex 4) einschlieSende Ende, obwohl 
es in bezug auf 4). konstruiert wurde. Nach dem Korollar 1 des Satzes XI 
ist die Punktfolge O,,0,,...,0,,... in einem Komplex 4,41:>4) ent- 
halten. Wir erhalten die Beziehung 4,,;>/ (€,)> Arse, die wiederum 
dem Hilfssatz 5 widerspricht. 

Damit ist die unserer Behauptung entgegengesetzte Annahme widerlegt. 

Satz XIII. Die Ordnung t eines beliebigen Primendes E, (bzw. des 
entsprechenden von thm eingeschlossenen Komplexes 4.) des Gebietes & 
ist héchstens abzdhlbar. 

Diese Eigenschaft der Primenden werden wir mit Hilfe des Satzes XII 
beweisen, und zwar indem wir zeigen, daB die Ordnung eines beliebigen 
Komplexes 4, nur endlich oder abzahlbar sein kann. Die Zahi 1 setzen 
wir > 6 voraus. 

Fiir jeden Wert » = 1, 2,... bezeichnen wir die Gesamtheit aller Teil- 
gebiete der Menge /7,, in welchen mindestens eine a-Punktfolge des Ge- 
bietes @ wesentlich enthalten ist, mit J7,*. Die Vereinigung 

Rte, +...d8 +...08° 
besteht aus abzahlbar unendlich vielen Teilgebieten von G. Mit 
(1) eee Teer 


bezeichnen wir die der GréBe nach geordnete Menge aller Ordnungs- 
zahlen <+t. Jede Zahl der Menge (1), die einen unmittelbaren Vorginger 
hat, 148t sich in der Form darstellen » = 7 +n, wobei x eine Limeszahl 
oder 0 und n eine endliche Zahl ist. Wir bilden jetzt die Menge aller 
solchen Zahlen von (1), die sich in der Form » = y+ 3 schreiben lassen, 
also (fiir tr > 12) 

(2) 3, 6,...,....%+3n, 7+3(n+1),.... 


Wie leicht ersichtlich, ist im Falle des Transfiniten die Menge (2) mit der 
Menge (1) gleichmichtig. Zum Beweis unseres Satzes geniigt es, die Ab- 
zahlbarkeit der Menge (2) nachzuweisen. Dies geschieht, indem wir fol- 
gendes beweisen: Hs laft sich immer eine Teilmenge paarweise verschie- 
dener Gebiete der Menge I1* zu der Zahlenmenge (2) ahnlich ordnen. 
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(3) Es ist immer méglich, eine Teilmenge von Gebieten von /]* 


(4) ee eee Se 

der Menge der Zahlen 3, 6, ...,..., 7+ 3m, ... ahnlich zuzuordnen, so 
daG jedes Gebiet y,,,, mindestens eine a-Punktfolge wesentlich ent- 
halt, die dem Komplex 4, angehért und die in keinem nachfolgenden Ge- 
biete der Menge (4) wesentlich enthalten ist. 

Die Giiltigkeit unserer Behauptung fiir den Fall t — 6 folgt unmittel- 
bar aus dem Satze XII: In einem Komplex 4,> 4} ist eine a-Punktfolge 
enthalten, die wesentlich in einem Gebiet von J7* liegt, welches so klein 
gewahlt werden kann, da8 es keine Punktfolgen von 4; wesentlich enthilt**). 
(5) Wir setzen die Giiltigkeit unserer Behauptung fiir jeden Wert <1 
(t beliebig) voraus. 


1. Wir betrachten zunichst den Fall, in dem rt einen unmittelbaren 
Vorganger hat. LaBt sich die Zahl rt nicht in der Form y + 3n darstellen, 
so bestimmen wir einen Komplex 4°_,< 4, und kénnen laut Annahme (5) 
eine der Menge 3,6,..., ...,4%-+ 3m, ~.. umkehrbar eindeutig zugeordnete 
Menge paarweise verschiedener Gebiete der Menge //*, die unserer Be- 
hauptung (3) in bezug auf die Zahl t—1 (und den Komplex 4, _,) ge- 
niigt, bestimmen. Dieselbe Gebietsmenge geniigt aber unserem Satz auch 
in bezug auf die Zahl t selbst. Hat dagegen die Zahl t>6 die Form 
z+ 3n, so existiert jedenfalls eine Zahl t— 3 und wir kénnen die Kom- 
plexe 4°_,¢ 4° _,¢ 4, bestimmen. Laut Annahme (5) kénnen wir der 
Menge aller Zahlen <1—3 von der Form 7+ 3n 


i ee eee 4+3n 
eine Menge paarweise verschiedener Gebiete aus //* 
as 1 eee 


so zuzuordnen, da jedes Geniet dieser Menge mindestens eine «-Punkt- 
folge wesentlich enthalt, die dem Komplex 4° _, angehért und die in keinem 
nachfolgenden Gebiet dieser Menge wesentlich enthalten ist. Nach dem Satz XII 
kénnen wir im Komplex _. eine solche «-Punktfolge P,, P,,..., P,,--- 
bestimmen, die in A° _, nicht enthalten ist, und darnach existiert auch 
ein Gebiet » von Ii*, das P,, P,,..., P,,---, aber keine Punktfolge von 
4° , wesentlich enthalt (wire dies nimlich nicht der Fall, so miiBte 
PF, Fas «++ Bap eee i Bang CE Oe L*(A,—3) enthalten sein). Das Gebiet y 
ordnen wir der Zahl t zu und bezeichnen es mit y,. Die Menge 


Ys, Ye> erry erry De+sm ees cocy 0, 
geniigt im betrachteten Fall unserer Behauptung (3) bzw. unserem Satz. 





) Hier wie auch weiter miissen wir die Beziehung L*(4>)=0 fir einen Kom- 
plex beliebiger Ordnung in Betracht ziehen [vgl. (5), § 6). 





~~ ia tee 2. 2 
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2. Wir betrachten jetzt den Fall, in dem + eine Limeszahl ist. Mit 
(6) he, © hg, C 009 002 C lg € 00s (o, >1) 


bezeichnen wir (vgl. Folgerung 1, §7) die Grundmenge des Komplexes 4.. 
In bezug auf jede Zahl » <1 der Menge (2) definieren wir einen Kom- 
plex 4,, der Grundmenge (6) von 4, als speziell anliegend, falls er einer 
der folgenden Bedingungen geniigt: 

1) Existiert kein Komplex 4, von der Ordnung » der Grundmenge (6) 
von 4,, so ist 4,, der in bezug auf 7 anliegende Komplex der Menge (6) *°). 

2) Existiert ein Komplex 4, der Grundmenge (6) von 4, von der 
Ordnung 7, 80 ist 4,, der in bezug auf die Zahl (7 + 2) anliegende Kom- 
plex der Grundmenge von 4.. 

Die Gesamtheit aller auf diese Weise als speziell anliegend definierten 
Komplexe der Menge (6) bezeichnen wir mit It(4,,). Die Gesamtheit 
aller paarweise verschiedenen Zahlen der Menge (2), in bezug auf welche 
ein und derselbe Komplex 4,, von einer festen Ordnung o, speziell an- 
liegend ist, bezeichnen wir (fiir jedes o,) mit M,,(). 

Eine beliebige Zahl 7 <1 der Menge (2) ist in mindestens einer und 
nur einer Menge M,, (7) enthalten. 

In bezug auf jeden Komplex 4,, der Menge %¥t(4,,) unterscheiden 
wir zwei Fille: 

(a) Es existiert ein Komplex 43,-,€ 4g, der Grundmenge (6) von 4,. 

(b) Die Bedingung (a) ist nicht erfiillt. 

(7) Ist » eine feste Zahl von M,,() (0, fest), so kénnen wir nach 1) 
und 2) schlieBen, daB im Falle (a) ein Komplex 4, der Grundmenge (6) 
von der Ordnung » existieren muS und darnach mu auch nach 2) 
o,—1—+2 sein. 


Wegen (7) enthalt die Menge M,,(7) im betrachteten Fall (a) nur 
die einzige Zahl 7. 

Je nachdem in bezug auf die Zahi o, die Bedingung (a) oder (b) 
erfiillt ist, legen wir folgendes fest: 

(a) Im Falle (a) bestimmen wir nach dem Satz XII eine a-Punktfolge 
P,, P,,..., P,,.-. des Komplexes 4,,, die im Komplex 47,-, (0, —3 =n) 
der Grundmenge (6) nicht enthalten ist, und geben uns ein die Punktfolge 
P,, P,,..., P,,... wesentlich enthaltendes Gebiet » der Menge /7™* so an, 
daB in y keine Punktfolge von 4?,_, wesentlich enthalten ist. Dieses Ge- 


%) Vgl. Hilfssatz 4. Nach diesem Satz hat der Index o, immer einen Vorginger. 
Nach der Folgerung 1, §7 gibt es in bezug auf jede Zahl 7 nur einen einzigen an- 
liegenden Komplex. 


~ 
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biet y ordnen wir der einzigen Zahl 4, aus welcher die Menge M,,() be- 
steht, zu und bezeichnen 9 mit »,. 


(b) Im Falle (b) existiert ein in der Grundmenge von 4, nicht ent- 
haltener Komplex 4?,_,< 4,,. Die Gesamtheit aller Zahlen < o,—1 der 
Menge (2) schreiben wir der GréBe nach geordnet wie folgt: 


(8) 6:6, ..., 9g + 3a),- 


und bestimmen laut Annahme (5) eine der Menge (8) umkehrbar eindeutig 
zugeordnete Menge paarweise verschiedener Teilgebiete von /7* 

(9) OSs OF seer e+ 2> Oo ag aye ee 

so, daB jedes Gebiet Uess0y mindestens eine «-Punktfolge von 4,,_, wesent- 
lich enthalt, die in keinem der nachfolgenden Gebiete von (9) wesentlich 
enthalten ist. Bezeichnen wir fiir jedes (y+ 3n)’ eine solche «-Punktfolge 
mit (P)..,)> 80 bemerken wir, da8 keine einzige dieser Punktfolgen in 
einem Komplex 4°, »C4,, (0; < 9,) der Grundmenge (6) von 4, enthalten ist. 


Da wegen (b) 0; ive~t ist, so mu8 nach Satz V 4? ,4,,_,=0 
sein: sonst ware 4° .¢ 4,,- ,; und der Komplex 4, _, miiBte entgegen 
unserer Voraussetaung in der Grundmenge von 4, enthalten sein. — Wir 
ae also in jedem Gebiet y,,,,, der Menge (9) ein Teilgebiet 
“ a oF nar bestimmen, welches keine Punktfolge eines Komplexes A3,,%*) 
andererseits aber die ac (P), +sny Wesentlich enthalt. Die so defi- 
nierte Menge y**, nF*,..., ..., net seay? °° . besteht ebenfalls aus paarweise 
verschiedenen Gebieten. Seles Zahl » aun Menge M,,() ordnen wir nun 
dasjenige Gebiet y**,,,, zu, welches den Index (y+ 3n)’=y hat, und 
bezeichnen Oot ow’ mit y,,- 

Nach (a) oder (b) wird jeder Zahl » der Menge (2) in umkehrbar 
eindeutiger Weise ein Teilgebiet », zugeordnet. Wir behaupten nimlich, 
die Menge 

a ee | opener 


geniigt unserer Forderung im Falle einer Limeszahl t. In der Tat: sind 
n und # zwei verschiedene Zahlen der Menge (2), z.B. #>y, und be- 
zeichnen wir mit 4;, und 45, die in bezug auf » und @ speziell anliegende 
Komplexe der Grundmenge von 4,, so kénnen (der Fall 6, < 6, ist offen- 
bar unméglich) wir die beiden Fille ¢,—o, und 6, < 6, unterscheiden. — 
Nach (a) oder (b) enthalt das Teilgebiet y,, mindestens eine «-Punktfolge 
des Komplexes 4;, und 9, mindestens eine «-Punktfolge von 4;,. Ist 


%*) Da kein Komplex der Grundmenge (6) die Ordnung o,—1 hat, so miissen 
simtliche Komplexe 4 o{ (o{ << 0,_,) der Grundmenge (6) in einem letzten Kom- 
plex der Grundmenge von einer Ordnung < o,—1 enthalten sein. 





in man eee ae oe ee. ae oe 
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6,=4,, so sind die beiden Zahlen 7 und # in einer und derselben Menge 
M.,() enthalten und nach (b) werden den beiden Zahlen zwei verschie- 
dene Gebiete », und y, zugeordnet, wobei mindestens eine «-Punktfolge 
von 9, in 9, nicht enthalten ist. Ist dagegen o,<,, so existiert, falls 
in bezug auf @ die Bedingung (a) erfiillt ist, ein Komplex 49> 45, und 
nach (a) enthalt das Gebiet », mindestens eine «-Punktfolge des Kom- 
plexes 43, die in », nicht enthalten ist. — Ist in bezug auf # die Be- 
dingung (b) erfiillt, so folgt aus dem Obigen (vgl.(b)), daS auch in diesem 
Fall eine «-Punktfolge von , in 9, nicht enthalten ist. Damit ist die 
Giiltigkeit unseres Satzes fiir den Fall einer Limeszahl erwiesen. 
Aus dem Satz XIII ergibt sich unmittelbar der 


Satz XIV. Die Ordnung eines beliebigen Gebietes G kann héchstens 
<2 sein, wobet Q die Anfangszahl der dritten Zahlenklasse ist. 


§ 13. 
Die Unteilbarkeitseigenschaften der Primenden. 


Zwischen der Definition der wohldefinierten Punktfolgen und dem 
Begriff des Hinschnittes (vgl. Carathéodory) eines beliebigen Gebietes G 
besteht ein unmittelbarer einfacher Zusammenhang. Unter einem Ein- 
schnitt des Gebietes © verstehen wir einen Weg, der mit Ausnahme eines 
auf dem Gebietsrande liegenden Endpunkts ganz im Innern des Gebietes & 
verlauft. — 


(1) Wir wollen uns zunachst iiberzeugen, dab jede auf einem Hinschnitt 
des Gebietes © liegende wohldefinierte Punktfolge eine a-Punktfolge ist. 


Es sei der auf dem Gebietsrande liegende Endpunkt des Ein- 
schnittes ¢ und {K,} eine konzentrische gegen ¢ konvergierende Folge von 
Kugeln. Der Durchschnitt K,-¢ (fiir jedes beliebige ») ist abgeschlossen 
und geniigt der Beziehung d(K,-t,I”)+0. Es sei AB ein umkehrbar 
eindeutiges Streckenbild des Einschnittes ¢ so, daB der Punkt A dem 
Punkt & entspricht. Das Urbild einer beliebigen Teilstrecke von AB, die 
den Punkt A, aber keinen Bildpunkt von K,-t¢ (» beliebig und fest) ent- 
halt, verlauft ganz innerhalb der durch K, bestimmten Umgebung des 
Punktes und enthalt simtliche auf ¢ liegende wohldefinierte Punktfolgen 
des Gebietes G. Damit ist gezeigt, daB fiir jedes noch so groBe » jede 
auf ¢ liegende wohldefinierte Punktfolge wesentlich in einem durch den 
Schnitt K,-@ bestimmten Teilgebiet von & liegen mu8. — 

Einen Querschnitt g des Gebietes G nennen wir einfach, falls er 
folgender Bedingung geniigt: jede auf dem Querschnitt liegende und gegen 
einen Randpunkt  konvergierende Punktfolge enthalt eine auf einem Ein- 
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schnitt des Gebietes liegende Teilfolge**). Eine Kette von einfachen Quer- 
schnitten, deren abgeschlossene Hiillen paarweise zueinander fremd sind, 
nennen wir eine einfache Querschnittkette. Ein durch eine einfache Quer- 
schnittkette bestimmtes Ende nennen wir entsprechend ein einfaches Ende. 
Zu den einfachen Enden gehéren in erster Linie die Carathéodoryschen 
Enden. Zwischen einfachen Enden und der Teilbarkeit der Primenden 
besteht ein enger Zusammenhang, der sich darin duBert, daB ein Primende 
keine einfachen Teiler hat, gegen welche nur ein Teil der Punktfolgen eines 
Komplexes erster Ordnung oder eines nicht abgeschlossenen Komplexes 
zweiter Ordnung konvergiert. 


Hilfssatz 9. Ee set ein beliebiges durch die Gebietskette 


ee eee 
bestimmtes einfaches Ende €, und eine beliebige B- Punktfolge 
(2) Or hss is 


des Gebietes G gegeben. Lapt sich in jedem Gebiet g, eine beliebige zu 
der Punktfolge (2) konjugierte Punktfolge bestimmen, so konvergiert die 
Punktfolge (2) gegen €,. 

Es sei ©, ein ausgezeichnetes Streckenzugsystem, welches die Punkt- 
folge (2) mit einer zu ihr konjugierten Punktfolge des Gebietes g, (n = 1, 2,...) 
verbindet. Auf dem das Gebiet g, bestimmten einfachen Querschnitt kann 
keine £-Punktfolge liegen, woraus folgt, daB ein solcher Querschnitt nur 
von endlich vielen Streckenziigen des Systems ©, getroffen werden kann. 
Fast alle Punkte der Folge (2) miissen darnach fiir jedes nm in g, liegen. 


Satz XV. Konvergiert irgendeine Punktfolge P,, P,,..., P,,,... eines 
abgeschlossenen Komplexes Ay oder eines nicht abgeschlossenen Komplezes A, 
gegen ein einfaches Ende €,, so konvergiert auch jede Punktfolge von 
A} bew. 4, gegen €,. 
Es seien 
Ee eee 
bzw. 


) Pee Pe Pe 


die das einfache Ende €, bestimmenden Gebiets- bzw. Querschnittketten. 
Wir betrachten zunichst den Fall des Komplexes 4?. Enthilt 4, keine 
-Punktfolge, so gilt die Beziehung 4? —,, wobei 8, eine nur «-Punkt- 
folgen enthaltende unbewallte f-Gesamtheit ist. Die Giiltigkeit unserer Be- 


™) Nach (1) sind einfache Querschnitte solche, die keine £-Punktfolgen ent- 
halten. Die Randpunkte eines einfachen Querschnittes sind (nach der Definition) 
jedenfalls erreichbare Punkte. 





o<a-7“ 


na fs, 


—_—_—na_ ff eos 


le ee er oi. a 6 
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hauptung in diesem Falle ist infolge der Beziehung g°-g°., =0 (»=1,2,...) 
ohne weiteres ersichtlich. 

Enthalt 4? auch £-Punktfolgen, so bezeichnen wir mit M(4) die 
Grundmenge von 4,. — Es ist besonders bemerkenswert, daB ein einfaches 
Ende in bezug auf eine konjugierte f-Menge bzw. einen Komplex erster 
Ordnung manche dhnliche Eigenschaften aufweist wie ein in bezug auf 
einen beliebigen (abgeschlossenen) Komplex nach dem Verfahren des § 11 
konstruiertes einschlieBendes Ende. — 

Aus der Beziehung g®-g°.,==-0 (»=1,2,...) kénnen wir niamlich 
leicht die folgenden Schliisse ziehen. 


(3)  Liegt eine Teilfolge einer Punktfolge von L*(4) (4eM(A)) oder 
von L*(4,) wesentlich auBerhalb eines Gebietes g°, so liegt wesentlich 
auBerhalb g® , auch eine Punktfolge von 4 bzw. von 4,. 


(4)  Liegt die konjugierte f-Menge 4 oder der Komplex A, erster Ord- 
nung selbst wesentlich auBerhalb eines Gebietes g°, so liegt 4° bzw. 4; 
wesentlich auBerhalb g° .. 

(5)  Ahnlich wie im Hilfssatz 9 kénnen wir noch schlieBen, daB eine 
konjugierte f-Menge 4¢M(4A), deren eine Punktfolge wesentlich auBerhalb 
eines Gebietes g° liegt, selbst wesentlich auSerhalb g° liegen mu8. Darnach 
muB die abgeschlossene konjugierte f-Menge 4° nach (4) wesentlich auBer- 
halb g°,, liegen, falls eine ihrer Punktfolgen wesentlich auBerhalb g° liegt. 


Nehmen wir nun an, die Beziehung 4;'< f(€,) sei nicht erfiillt. 
Darnach liegt eine Teilfolge einer Punktfolge von 4! wesentlich auSerhalb 
eines ersten Gebietes g, (y=). Diese Teilfolge ist selbst eine Punkt- 
folge von 4? und wir kénnen aus (3) folgern, da8 eine Punktfolge von 4, 
wesentlich auBerhalb g°,, liegt. — Aus (5) und der Folgerung (1) aus der 
Definition A kénnen wir folgern, daB mindestens je eine Punktfolge einer 
jeden abgeschlossenen konjugierten f-Menge von M(4°) wesentlich auBer- 
halb g°,, liegt. 

Beriicksichtigen wir nochmals (5), so kénnen wir folgern, daB 4, 
wesentlich auBerhalb g/,5 liegen muB. Aus (4) folgt nun die Beziehung 
A}-f(€,) = 0, die offenbar unméglich ist. — Damit ist unsere Behauptung 
fiir den Fall eines Komplexes 4} erster Ordnung nachgewiesen. 

Nach dem Erzeugungsproze8 der Komplexe (Satz IV) kénnen wir von 


einem beliebigen Komplex 4; 42 ausgehend den Komplex 4, in der 
Form darstellen 


A, = AP 4+ V(M(.4})) 4... 4V(MG41))+..., 


wobei mit M(,4?) die Gesamtheit der zu 4; und allgemein mit M(,4)) 
die Gesamtheit der zu irgendeinem der Komplexe von M(,-14;) benach- 
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barten Komplexe erster Ordnung bezeichnet wird. Die Giiltigkeit unserer 
Behauptung fiir den Fall eines nicht abgeschlossenen Komplexes 4, zweiter 
Ordnung kénnen wir laut dieses Erzeugungsprinzips aus ihrer Ciiltigkeit 
fiir den Fall eines abgeschlossenen Komplexes erster Ordnung mit Hilfe 
des Induktionsschlusses folgern. 


§ 14. 


Der Identitatsbeweis im Falle einfach zusammenhingender ebener 
Gebiete. 


Wir wollen jetzt eine Reihe von Behauptungen beweisen, aus welchen 
sich die Identitat der Primenden eines einfach zusammenhangenden Ge- 
bietes in der Ebene mit den Primenden (solcher Gebiete) im Sinne von 
Carathéodory ergibt. — Ein beliebiges einfach zusammenhangendes ebenes 
Gebiet bezeichnen wir mit G,. Ein Primende eines Gebietes G, im Sinne von 
Carathéodory bezeichnen wir mit Z,. Unter einer Querschnitt- bzw. Gebiets- 
kette, die das Primende Z, bestimmen, verstehen wir immer die Quer- 
schnitt- bzw. Gebietskette im Sinne von Carathéodory. Die Begrifie eines 
erreichbaren Punktes des Primendes Z,, eines gegen H, konvergierenden 
Einschnittes, wie auch die Unterscheidung der vier Primendenarten ver- 
stehen wir ebenfalls im Sinne von Carathéodory. 

I. Der Haufungspunkt & einer gegen ein Primende E, konvergierenden 
«-Punktfolge des Gebietes G, 


(1) | IE Oe 
_ ist ein erreichbarer Punkt von E,. 


Eine Folge konzentrischer Kreise {K,} mit dem Mittelpunkt £ be- 
stimmt eine Folge von Teilgebieten des Gebietes &, 


(2) Oe ae 

so, daB jedes durch K, bestimmte Teilgebiet §‘” wesentlich die Punkt- 
folge (1) enthalt. Den § bestimmenden Teilschnitt bezeichnen wir mit 
y” und wihlen auf ihm einen beliebigen Punkt x. Der Punkt x liegt 
offenbar auf einem gewissen Querschnitt g,¢ y” des Gebietes G,, welcher 
ein Teilgebiet g, > bestimmt. Aus der Beziehung )” > h°*”°.G, folgt 
yr g,, woraus wir schlieBen kénnen, daB q,, q,,..-,g,,.-. eine Quer- 
schnittkette ist, die das Primende Z, bestimmt. Nun verbinden wir einen 
Punkt z,C gq, mit einem Punkt 2,¢ g, durch einen Streckenzug s,, der 
mit Ausnahme des Punktes xz, ganz in §’, aber nicht in §” verlauft, und 
allgemein den Punkt 2,¢C ¢g,(y>2) verbinden wir mit einem Punkt 
©, 41 %,43 durch einen Streckenzug s,, der mit Ausnahme des Punktes z, 
ganz in )” verlauft und keinen Punkt von h*” trifft. Wegen der Be- 
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siehung ” < g, verliuft der Streckenzug s, ganz innerhalb g,; andererseits 
liegt s,_, auBerhalb g,. Die abgeschlossene Summe (s, + 8,+...+8,+...)°=8 
ist ein gegen HZ, konvergierender Einschnitt des Gebietes G,. Der Punkt é 
ist darnach ein erreichbarer Punkt von £,. 

Aus I erhalten wir unmittelbar die 

Folgerung. Eine «-Punktfolge des Gebietes G, konvergiert niemals 
gegen ein Primende Z, dritter oder vierter Art. 

Il. Es sei 


(3) | RS: FS 


eine «-Punktfolge der normierten f- Menge f(E,) eines Primendes E, erster 
oder zweiter Art und 9, die in bezug auf (3) definierte unbewallte f-Ge- 
samtheit. Wir behaupten: 

a) Jede Punktfolge von %, ist in f(H,) enthalten. 

b) Jede gegen E, konvergierende «-Punktfolge ist in 9, enthalten. 

Nach I ist der Haufungspunkt ¢ der Punktfolge (3) ein erreichbarer 
Punkt von Z,. Es sei {K,} die Folge konzentrischer Kreislinien mit dem 
Mittelpunkt ¢, welcher die Z, bestimmende Querschnittkette untergeordnet 
ist. Jeder Schnitt K,-G, bestimmt ein Teilgebiet 5°”, welches (nach (4) 
§ 4) wesentlich $, enthilt. Das die Punktfolge (3) wesentlich enthaltende 
Gebiet 5 muB in dem Gebiet g, (g, das durch g, bestimmte Teilgebiet 
der EH, bestimmenden Gebietskette) enthalten sein. Damit ist die Be- 
hauptung II a) bestatigt. 

Wir wollen jetzt die Behauptung II b) nachweisen. Nehmen wir an, 
es existiere eine gegen HZ, konvergierende «-Punktfolge 


(4) | Me Re 


die in $, nicht enthalten ist. — Zunaichst bemerken wir, daf die Punkt- 
folge (4) gegen § konvergieren mu8, sonst miiBte es nach I mindestens 
zwei erreichbare Punkte von Z, geben. Wir kénnen nun einen hinreichend 
kleinen Kreis K, (» =) so angeben, daB die Punktfolge (4) in einem 
durch K, bestimmten und von 5” verschiedenen Teilgebiet h” wesent- 
lich enthalten ist. Einen Punkt 2’ der Berandung von )“” innerhalb , 
verbinden wir durch einen Streckenzug s C G, mit einem beliebigen auBer- 
halb g? liegenden Punkt O von G,. Wir bestimmen jetzt eine hinreichend 
groBe Zahl n = u, > mw so, daB der Querschnitt g,, den Streckenzug s in 
keinem einzigen Punkt trifft. Da )“” in g“ bzw. in h” enthalten ist, 
mu8 der Querschnitt g,, ganz in “ liegen und trifft keinen einzigen 
Punkt des Gebietes h”. Jeden fast aller Punkte von (4) kénnen wir 
mit dem Punkt 2x’ durch einen Streckenzug so verbinden, daB dieser 
letztere mit Ausnahme des Punktes x’ ganz in }””’ verlauft. Fast alle 
Matiiematische Annalen. 108. 9 
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Punkte der Folge (4) liegen auSerhalb g,,, was unserer Annahme wider- 
spricht. 

Ill. Es sei f'(E,) eine beliebige f-Menge, die in der normierten 
f-Menge f(E,) eines Primendes E, enthalten ist. Wir behaupten, eine 
a- Punktfolge 
(5) Ri Me «a Rp iva, 


die in L*(f' (B,)) enthalten ist, ist auch in f(E,) enthalten. 
Die Folge konzentrischer Kreislinien { K,} mit dem Mittelpunkt £ be- 
stimmt eine Folge von Teilgebieten 


(6) a ascii We a% 

so, daB fiir jedes » in ” die Punktfolge (5) wesentlich enthalten ist. 
In jedem Gebiet § fiir ein noch so groBes » ist mindestens eine Punkt- 
folge von f'(Z,) wesentlich enthalten. Es seien g,,q,,...,9,,-+- bzw. 
Gi» Ges+++> Gas--» die das Primende Z, bestimmenden Querschnitts- bzw. 
Gebietsketten. Ist in §” fiir ein beliebiges festes » kein Punkt eines 
Querschnittes q, (n fest) enthalten, so mu8 §‘” in g, enthalten sein (da 
der Durchschnitt g,-5°” nicht leer ist). Hatten unendlich viele Querschnitte 
der Kette g,,9,,---:%,>+-- keine gemeinsame Punkte mit 5”, so miiBte h°” 
in unendlich vielen Gebieten der Kette g,,g,,...,9,,--. enthalten sein, 
was offenbar unméglich ist. Haben nun fast alle Querschnitte der Kette 
Ga» a> ++» Gq» ++» gemeinsame Punkte mit )“” fiir jedes noch so groBes », 
so kénnen wir eine der Folge (6) und einer Teilfolge der Kette q,, q,, ..-, 9,5» 
untergeordnete Punktfolge 

(7) = ey 

bestimmen. Die Punktfolge (7) ist nach (6) §4 eine a-Punktfolge und 
konvergiert gegen H,. Nach der Folgerung aus I ist H, ein Primende 
erster oder zweiter Art. Ist $, die in bezug auf die Folge (7) definierte 
unbewallte f-Gesamtheit, so folgt aus (6) §4 ebenfalls, daB die Punkt- 
folge (5) in ¥, enthalten ist. Aus II kénnen wir schlieBen, daB (5) 
gegen HE, konvergiert. 

IV. Es sei f’(E,) eine Teilmenge der normierten f- Menge eines be- 
liebigen Primendes E, des Gebietes G,. Wir behaupten, es ist immer 
L,(f'(B,)) = 0. 

Es sei 9,,%;--->Q,»--» die das Primende 2, bestimmende Quer- 
schnittkette, die einer Folge konzentrischer gegen einen Punkt konver- 
gierender Kreise untergeordnet ist. Die entsprechende Gebietskette sei 
9x» Jq>+++>Gqn»---- Nehmen wir an, es existiere eine unbewallte -Grenz- 
punktfolge : 


(8) * 2 a 
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der Menge f’(H,). Ein hinreichend kleiner Kreis K* mit dem Mittel- 
punkt und dem Radius r* bestimmt in seinem Inneren eine unendliche 
Folge verschiedener Teilgebiete, welcher eine unendliche Teilfolge der Folge 
(8) untergeordnet ist, wobei fast jedes der Teilgebiete eine Punktfolge von 
f’(€,) wesentlich enthilt. Es sei h* ein durch K* bestimmtes Gebiet, 
welches einen Punkt R* der Folge (8) und fast alle Punkte 


(9) oe ee ae 


einer Punktfolge von f’(H,) enthalt. Ein zu K* konzentrischer Kreis K** 
mit dem Radius r**—3r* bestimmt in seinem Inneren wiederum ein 
Teilgebiet h**, das fast alle Punkte 


(10) Se ose<i Oe os 


einer Punktfolge von f’(Z,) und einen von R* verschiedenen Punkt R** 
der Folge (8) enthalt und das in einem zu * iremden durch K*-G, 
bestimmten Teilgebiet enthalten ist. Das Gebiet )** geniigt also der 
Beziehung 
(11) (5**°-@,)-h* = 0. 
Es seien p* bzw. y** die Teilschnitte, die * bzw. §** bestimmen. 
Einen Punkt O des Gebietes G,, der auBerhalb g, liegt, verbinden wir 
durch einen Streckenzug s*¢ G, mit einem Punkt J*c ~* und durch 
einen Streckenzug s**¢ @, mit einem Punkt J**<¢ p**. Den Punkt J* 
verbinden wir mit jedem Punkt P,” der Folge (9) durch einen Streckenzug 
s < h*°-G. Den Punkt J** verbinden wir durch je einen Streckenzug 
a - **°-G, mit jedem Punkt P,** der Folge (10). Nun kénnen wir 
n= so groB8 wiahlen, daB ein Querschnitt g,,,, (m beliebig) weder s* 
noch s** trifft. Da die beiden Punktfolgen (9) und (10) wesentlich in 
Guan» der Punkt O aber auBerhalb Rin liegt, so mu8S der Querschnitt 
- fiir jedes n fast alle Streckenziige der Folge s;", si, ..., 8,°,... imner- 
halb h* und fast alle Streckenziige der Folge s;**, s**,..., s,**,... inner- 
halb §** treffen. Dies ist wegen (11) offenbar unméglich, da die Beziehung 
gilt d(p*, p**) >ir*, wahrend von einem ersten hinreichend grofen n 
ab der Durchmesser des Querschnittes g,,,, kleiner als }r* ist. 

V. Es set 
(12) ©, Dan ners Qos ne 


eine beliebige normierte B-Punktfolge von f(E,) (E, Primende zweiter 
Art) und 4, ein die Folge (i2) enthaltender Komplex erster Ordnung. 
B, sei die unbewallte Gesamtheit aller gegen E, konvergierender a-Punkt- 
folgen. Wir behaupten, es gilt immer die Beziehung 


B,< 4. 


.~ 


9* 
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Aus dem Satz XV folgern wir zunichst die Beziehung 4, < f(€,). 


(13) Es sei M(4) die Grundmenge des Komplexes 4,. Aus IV folgern 
wir, daB die Punktfolge (12) in einer nicht abgeschlossenen konjugierten 
f-Menge 4* von M(4) enthalten sein mu8. Darnach mu8 auch jede zu 
einer beliebigen Teilfolge von (12) konjugierte Punktfolge selbst in 4, 
enthalten sein. 

Es sei 
(14) Ss ee pes 


eine beliebige Punktfolge von ,. In der Menge (g,_,—4g,,) (g, sei das 
n-te (n >1) Gebiet der HZ, bestimmenden Gebietskette g,, g,,.-., 9,» ---) 
sind héchstens endlich viele Punkte der Folge (12) enthalten; die Menge 
dieser endlich vielen Punkte bezeichnen wir mit (p,). Jeden Punkt von 
(p,) verbinden wir durch einen Streckenzug innerhalb g,_, mit einem 
Punkt der Folge (14) so, daB je zwei verschiedene Punkte von (12) immer 
mit zwei verschiedenen Punkten der Folge (14) verbunden werden. Auf 
diese Weise wird die Punktfolge (12) mit einer Teilfolge 


(15) key ae 


der Folge (14) durch ein Streckenzugsystem © =j,,f,,...,{,,-.- Ver- 
bunden, wobei f, den Punkt O, mit dem Punkt P, verbindet. 


(16) Jede in © gegen das Grenzgebilde 7; von S konvergierende Punkt- 
folge konvergiert auch gegen das Primende £,. 


Durch eine Folge konzentrischer Kreise {K,}, dessen Mittelpunkt 
der Haufungspunkt von (14) ist, bestimmen wir die Folge von Teilgebieten 


(17) ee Te 


so, daB das durch K,-G, bestimmte Teilgebiet }” wesentlich die Punkt- 
folge (14), aber keine Punkte der Folge (12) enthiit. 


(18) Wie leicht ersichtlich, gilt die Beziehung h” > h°*”°-G,. 


Es sei n =u, eine erste hinreichend groBe Zahl, so daB fiir jedes » 
fast alle Punkte Pj,, Pi,+1,---Pi,+n,--- in § enthalten sind. Jeden 
Streckenzug j,,,, (» fest, n —1,2,...) durchlaufen wir in der Richtung 
0,,+» Pu,+n bis zum ersten Schnittpunkt xz!’ mit der Berandung des Teil- 
gebietes }. Den durchlaufenen Teil des Streckenzuges {,,,, bezeichnen 


wir mit {’. Das Streckenzugsystem ©” — {j”, ({”, *) ... hat die 


Eigenschaft, da8 keine in ihm gegen sein Grenzgebilde Tj») konvergierende 
Punktfolge innerhalb )” (» beliebig)-liegt. Nach (4) § 4 und II ist jede 
«-Punktfolge von f(Z,) in )” fiir ein noch so groBes » enthalten. Nach 
(16) folgt nun, da8 keine «-Punktfolge in S” gegen Tj» konvergiert. 
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Das Streckenzugsystem © ” ist ausgezeichnet und eine wohldefinierte Teil- 
folge der Folge 

(19) af”, af, ..., 28, ...cH*-@, 

ist fiir jedes » zu einer Teilfolge von (12) konjugiert und nach (13) in 4, 
enthalten. 

Wegen (18) und (19) kénnen wir jeden fast aller Punkte der Folge 
(15) mit allen Punkten der Folge 2,"*”, 2)’*”, a,’*”,... innerhalb 5 
verbinden. Darnach mu8 die Punktfolge (15) in 4; enthalten sein. Aus 
(10) §4 folgt die Beziehung $, < 4). 

VI. Es sei 8, die unbewallte f-Gesamtheit aller gegen ein Primende E, 
erster Art konvergierender «-Punktfolgen. Die normierte Menge f(E,) ist 
ein mit I, tdentischer Komplex erster Ordnung. 

Das Primende £, ist ein gewisser Punkt des Randes des Gebietes G, 
und wird durch eine Gebietskette g,,Q,,...,9,,--- bestimmt. Eine Folge 
konzentrischer Kreise { K,} mit dem Mittelpunkt bestimmt eine Gebiets- 
folge h’,§”,...,§,..., wobei das durch K,-@, bestimmte Teilgebiet 
fiir ein noch so groBes » wesentlich die f-Gesamtheit %, enthalt. Fiir ein 
noch so groBes » sind fast alle Gebiete der Kette g,,g.,...,@,,--- in 5 
enthalten. Nach (6) § 4 ist jede Punktfolge von f(Z,) in $, enthalten. 
Nach der Folgerung 3 der Definition A ist $, ein Komplex erster Ordnung. 

VII. Ist E, ein Primende dritter oder vierter Art, so ist f(H,) eine 
konjugierte f- Menge und ein Komplex erster Ordnung. ' 


Es seien 
(20) ey aoe 
und 
(21) Ws SR Meee 
zwei beliebige Punktfolgen von f(H,) und 
(22) Gi» Gar +++» Bar -*- 


die EZ, bestimmende Gebietskette. Es sei g,,, das letzte Gebiet der Kette (22), 
das den Punkt P,, und g,, das letzte Gebiet der gleichen Kette, das den 
Punkt P,” fiir ein festes n enthalt, wobei wir annehmen, daB P, und P,’ 
in g, enthalten sind. Die beiden Zahlen u, und yw, kénnen gleich oder 
verschieden sein, und wir nehmen zwischen ihnen eine ganz beliebige Be- 
ziehung, z.B. «, >, an. Wir verbinden die beiden Punkte P, und P,’ 
fiir jedes n durch einen Streckenzug innerhalb des Gebietes g,, und er- 
halten auf diese Weise ein Streckenzugsystem S, das die beiden Punkt- 
folgen (20) und (21) verbindet. Das Streckenzugsystem S ist wesentlich 
in g, fiir ein noch so groBes n enthalten; jede in S gegen das Grenz- 
gebilde 7, von S konvergierende Punktfolge konvergiert auch gegen H, 
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und kann nach der Folgerung aus I keine a-Punktfolge sein. Das Strecken- 
zugsystem S ist ausgezeichnet und die Punktfolgen (20) und (21) sind 
zueinander konjugiert. Darnach ist auch eine beliebige Punktfolge von 
f(B,) zu jeder ihrer Teilfolgen konjugiert, da diese letztere ebenfalls in 
f(£,) enthalten ist. Nach der Folgerung 2 aus der Definition A ist eine 
in bezug auf eine beliebige Punktfolge von /(H,) definierte konjugierte 
f-Menge 4 immer eine konjugierte Ausgangsmenge eines Komplexes erster 
Ordnung 4, und mit jeder konjugierten f-Menge der Grundmenge von 4, 
identisch. Aus dem Satz XV kénnen wir auch leicht folgern, daB 4 in 
f(£,) enthalten ist. Aus III und IV erhalten wir die Beziechung 4 = 4°, 
woraus sich die Gleichheit 
A=4, 
ergibt. Aus III und IV folgt ebenfalls L*(4,)—0, so daB auch die 
Gleichheit gelten muB: 
f (Ey) = 4: = 4}. 


VIII. Die normierte Menge f(E,) eines Primendes E, zweiter Art 
tst ein Komplex zwetter Ordnung, dessen unbewallte f -Grenzmenge leer ist. 

Die unbewallte /-Gesamtheit }, aller «-Punktfolgen von f(£,) bildet 
nach der Folgerung 3 aus der Definition A einen abgeschlossenen Kom- 
plex 4;° erster Ordnung. Eine beliebige normierte $-Punktfolge von f(E,) 
ist in einem Komplex 4, erster Ordnung enthalten, wobei nach dem 
Satz XV die Beziehung 4; f(E,) gilt. Nach V gilt die Beziehung 
(23) 4} > 4°. 
Die Komplexe 4, und 4; sind sicherlich verschieden (zum Unterschied 
von A, enthalt 4] keine £-Punktfolgen), und da andererseits A}. 4;° +0, 
so kénnen wir aus dem Satz IV folgern, daB die beiden Komplexe 4; und 
4f° in einem Komplex 4, zweiter Ordnung enthalten sind. Mit M(4,) 
bezeichnen wir die Grundmenge des Komplexes 4, und mit M’(4;) die 


Gesamtheit aller abgeschlossenen Komplexe erster Ordnung, die mindestens 
eine Punktfolge von f(Z,) enthalten. 


(24) Nach dem Satz XV sind simtliche Komplexe der Gesamtheit M’(4)) 
in f(H,) enthalten. 


Mit Ausnahme des Komplexes 4;°° enthalten alle Komplexe von M’ (4)) 
auch £-Punktfolgen. Nach (23) enthilt jeder Komplex der Menge M’'(4}) 
den Komplex 4;°°, und wir kénnen laut Definition A der Komplexe folgern, 
daB jeder Komplex von M’(4,) in der Menge M(4,) enthalten ist. Nach 
(24) miiBte ein zu einem Komplex M’(4,) benachbarter und in M’(4)) 
nicht enthaltener Komplex auch eine Punktfolge von f(Z,) enthalten. Kin 
solcher Komplex kann nicht existieren: der Komplex miiSte in solchem 
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Falle nach dem Satz XV selbst in M‘(4}) enthalten sein, was offenbar 
unméglich ist. Die Menge M’(4;) geniigt also der Bedingung 1 der De- 
finition B der Komplexe. Wir erhalten darnach die Identitat M’ (4?) =M(4)). 
Beriicksichtigen wir noch die Gleichheit f(Z,) = V(M’(4?)), so ergibt sich 
die Beziehung f(Z,) = 4,. 

Korollar. Nach dem Erzeugungsprinzip (Satz IV) laBt sich wegen (23) 
jedes Primende 2, zweiter Art in besonders einfacher Art darstellen 


4, = 42+ V(M(,43)), 


wobei M(,4}) die Gesamtheit aller zu einem in 4, enthaltenen Komplex 
erster Ordnung benachbarten Komplexe erster Ordnung ist. 


IX. Ist 4} ein abgeschlossener Komplex erster Ordnung, welcher eine 
Punktfolge der normierten Menge f(E,) eines Primendes erster, dritter oder 
vierter Art enthdlt, so ist immer 


= A) = f(E,). 

Nach VI und VII ist f(Z,) eine konjugierte f-Menge 4. Nach dem 
Satz XV gilt die Beziehung 4; ¢ 4, und wir erhalten unter Beriicksichtigung 
der Folgerung 5 (§ 5) die Beziehung 4; = 4 = f(E,). 

X. Es sei E, ein beliebiges Primende des Gebietes G, und f(E,) seine 
normierte f- Menge. 

Ist A} ein Komplex erster Ordnung des Gebietes G,, von dem eine 
Punktfolge in f(E,) enthalten ist, so ist immer 

a) 4; = 4;)=f(E,) ein vollkommen gesdttigter Komplex erster Ord- 
nung, falls E, von erster, dritter oder vierter Art ist. 

b) 4:= 4; f(B,), falls EB, von zweiter Art ist®*), 

Ist 4? ein Komplex zweiter Ordnung des Gebietes G,, von dem eine 


18) Die Beziehung 
A, = A? 

gilt auch im Falle eines Primendes 2, zweiter Art. Sie stellt zugleich eine Ver- 
schérfung der Behauptung V dar: die unbewallte f-Gesamtheit aller a-Punktfolgen 
des Primendes Z, mu8 in A, enthalten sein. 

Fiir jedes Paar nicht identischer konjugierter f-Mengen 4 und 4’ der Grund- 
menge M(4) von 4, gilt nach Folgerung 1 aus der Definition A der Beziehung 
4°.4’°+0. Wegen der (laut Satz XV bestehenden) Beziehung 4? C f(Z,) gilt 


Lg(4)=0 baw. Lg(4’)=0. 


DL, (4)-L_(4") + 0 
sein. Beriicksichtigen wir noch (10) § 4, so erhalten wir die Beziehung %,C 4,. Wir 
kénnten nun direkt beweisen, daB immer ein Paar nicht identischer konjugierter 
f-Mengen 4 und 4’ in M(4) enthalten sein mu8. Dieser Beweis ist aber hier 
entbehrlich. Angenommen, M(4) enthalt nur eine einzige konjugierte f-Menge 4. 
Es miBte dann 4°= 4, sein. $, wire dann jedenfalls in 4, enthalten. 


Wegen 4-4’'=0 muB 
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Punktfolge in {(B,) enthalten ist, so ist immer A, = 4; = f(E,) ein voll- 
kommen gesdattigter Komplex zweiter Ordnung. 

Die Behauptung ist das Ergebnis vorhergehender Betrachtungen. Der 
Satz XV und Ziffer [IX besagen, da8 kein zu einem Komplex erster Ord- 
nung benachbarter Komplex erster oder zweiter Ordnung existieren kann, 
falls A? mit der normierten Menge eines Primendes erster, dritter oder 
vierter Art identisch ‘ist. Der Komplex 4, ist in diesem Falle in bezug 
auf die Zahl 3 gesattigt. Jeder andere Komplex erster Ordnung mu8 nach 
dem Satz XV in der normierten f-Menge eines Primendes zweiter Art 
enthalten sein. Ein Komplex 4, zweiter Ordnung muf jedenfalls mit der 
normierten f-Menge f(Z,) eines Primendes Z, zweiter Art eine gemeinsame 
Punktfolge haben. Da nach VIII f(Z,) selbst ein nicht abgeschlossener 
Komplex zweiter Ordnung ist, mu8 nach dem Satz VII 4, mit diesem 
identisch sein. Darnach existieren keine zu 4, benachbarten, in bezug auf 
die Zahl 3 gesittigten Komplexe. Im Gebiet G, kénnen also keine Kom- 
plexe von einer Ordnung > 2 existieren, und wir kénnen nun leicht unsere 
Behauptungen folgern. — 

Unter Beriicksichtigung des Satzes X erhalten wir den 

Satz XVI. Hin Primende erster, dritter oder vierter Art (im Sinne 
von Carathéodory) ist immer ein Primende erster Ordnung (in unserem 
Sinne) und umgekehrt. Hin Primende zweiter Art (im Sinne von 
Carathéodory) ist immer ein Primende zweiter Ordnung (in unserem 
Sinne) und umgekehrt. 

Folgerung. Jedes einfach-zusammenhingende Gebiet in der Ebene 
‘ist von erster oder zweiter Ordnung. 


Kapitel IV. 
Die Primendenarten. 


§ 15. 
Die Hauptpunkte. 


Es sei M(T7,) die Gesamtheit paarweise verschiedener Grenzgebilde 
aller beliebigen, ein Primende H; (von der Ordnung +) bestimmenden 
Querschnittketten. 

Enthalt H,e M(T,) kein von ihm verschiedenes Grenzgebilde der 
Menge M(T,), so nennen wir H, einen Kern des Primendes EZ, und jeden 
Punkt von H, einen Hauptpunkt des Primendes H£;. Einen Punkt von 
E,;, der kein Hauptpunkt ist, nennen wir einen Nebenpunkt von EH, .*”) 


*1») Ein Kern des Primendes kann alle oder nur einen Teil aller Hauptpunkte 
enthalten. Ein Primende kann eine Menge verschiedener Kerne von der Machtigkeit 
des Kontinuums haben. 
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Die Gesamtheit aller Punkte des Primendes, die nicht in einem Kern ent- 
halten sind, nennen wir das Komplementirgebilde des Primendes in bezug 
auf den gegebenen Kern. 

Das nicht leere Komplementirgebilde eines Primendes kann nicht ab- 
geschlossen sein. 

Aus folgendem Satz ist ersichtlich, daB die Menge der Hauptpunkte 
eines Primendes nicht leer sein kann. 

Satz XVII. Hs existiert mindestens ein Kern des Primendes E, . 

Es sei 7; ¢ M(T,) ein Grenzgebilde, welches ein anderes Grenzgebilde 
T,' « M(T,) enthalt, wobei Tj + 7,’ ist. Mit Hilfe der transfiniten In- 
duktion definieren wir fiir jede Zahl o > 3, die einen Abschnitt von Ord- 
nungszahlen 


(1) Eas doi Aste We ae (y <0) 
bestimmt, ein Grenzgebilde 7,2 M(T,) (vorausgesetzt, daB ein solches 


Grenzgebilde existiert), das in allen induktiv definierten Grenzgebilden der 
absteigenden Menge 

(2) > eee tee 

enthalten und von diesen verschieden ist. 

Die so gebildete Menge ineinandergeschachtelter, paarweise verschie- 
dener abgeschlossener Mengen ist jedenfalls abzaihlbar, und die Zahl o 
gehért also héchstens der abzihlbaren Zahlenklasse an. Nach abzahlbar 
unendlich vielen Schritten gelangen wir zu einem ersten Wert o =o, 
(o, eventuell Limeszahl) mit der Eigenschaft, daB fiir o, kein Grenzgebilde 
der Menge M(T7,) unserer Definition geniigt. Um unsere Behauptung 
nachzuweisen, gentigt es zu zeigen, daB die Zahl o, einen unmittelbaren 
Vorginger besitzt: darnach wire namlich 7,~* ein Kern des Primendes £, . 

Nehmen wir an, o, sei eine Limeszahl. Wir bilden den Durchschnitt 


|; * ae Apher (7 < dy) 


und wollen nachweisen, daB in D ein Grenzgebilde der Menge M(7,) ent- 
halten ist; die Existenz eines solchen Grenzgebildes wire ein Widerspruch 
zur Definition der Zahl o,. 

Die Menge D ist abgeschlossen, und wir kénnen sie durch einfache 
Wiirfelpolyeder approximieren. Fiir jede noch so kleine simpliziale Raum- 
zerlegung W, ist die Menge D innerhalb endlich vieler paarweise fremder 
Wiirfelpolyeder m,(W) enthalten, wobei diese Wiirfelpolyeder sich aus allen 
mindestens einen Punkt von D enthaltenden Wiirfeln zusammensetzen, 
Fiir jedes » bestimmt die Polyedergesamtheit m,(W) eine aus endlich 
vielen Gebieten bestehende offene Menge $,, deren sémtliche Punkte inner- 
halb der Polyeder liegen. Das Grenzgebilde der Folge 3,, 3., .--, 9, --- 
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ist offenbar mit D identisch. Innerhalb §, kénnen wir fiir jedes » ein 
Grenzgebilde ,7,¢ M(T,) so bestimmen, da der Abstand des Grenz- 
gebildes ,7, von allen Polyederflichen der Menge m,(W) gréBer eines ge- 


wissen Wertes «, ist. Die ,7, bestimmende Querschnittkette bezeichnen 


wir mit gi”, g®,...,g,... und die entsprechende Gebietskette mit 
g{”, gf, ---, Gh”, --.- Innerhalb 3, bestimmen wir einen Querschnitt q’ 
der Kette q; : q; Spd q,.» .... Allgemein kénnen wir innerhalb 3, (» > 1) 


einen Querschnitt g‘) so bestimmen, daf das Gebiet g) der Bedingung 
geniigt: 
Bi? Cis Ger ++» Gs Gr”. 

Das durch die Querschnittkette q,.7 q,.. aaa q”, ... bzw. durch die Ge- 
bietskette ae 9.” pover QM, ... bestimmte Ende ist mit E: identisch, und 
das Grenzgebilde T, der Kette g’, 9’, ..., 9\”,... ist in M(T,) baw. in 
D enthalten. 

Satz XVIII. Es sei 
(3) a, 


eine Folge verschiedener Kerne eines Primendes E,; (von der Ordnung 1) 
und Ty das Grenzgebilde der Folge (4). Wir behaupten, in Ty ist min- 
destens ein Kern H, von E, enthalten. 

Der Beweis der Existenz eines Kernes H,< 7y ist ganz analog 
dem Beweis der Existenz des Grenzgebildes : ol © D, welchen wir am Ende 
des Beweises der Satzes XVII gefiihrt haben. 

Im nachfolgenden Satz werden wir zeigen, daB im Falle eines einfach- 
zusammenhangenden ebenen Gebietes die Hauptpunkte in unserem Sinne 
mit den Hauptpunkten im Carathéodoryschen Sinne identisch sind. Zu- 
nachst ist es unmittelbar klar, daB ein Hauptpunkt im Carathéodoryschen 
Sinne ein aus einem Hauptpunkt (in unserem Sinne) bestehender Kern 
eines Primendes eines einfach-zusammenhangenden Gebietes in der Ebene ist. 

Satz XIX. Hin Kern eines Primendes E, des einfach-zusammen- 
hangenden ebenen Gebietes G, besteht immer aus einem einzigen Punkt, 
gegen welchen mindestens eine E, bestimmende Querschnittkette (im 
Carathéodcryschen Sinne) konvergiert. 

Um diese Behauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB in einem 
beliebigen Kern H, des Primendes 2, ein Hauptpunkt im Sinne von 
Carathéodory enthalten sein muS. Dies la8t sich am einfachsten mit Hilfe 
eines von Carathéodory bewiesenen Satzes**) beweisen. Wir kénnen dar- 
nach ein Teilgebiet G7 von G so bestimmen, da ein Primende ZF," von 


*) ©. Carathéodory (FuBnote *)), Satz XIX, 8. 361. 
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@; in £, enthalten ist und nur aus samtlichen Hauptpunkten (im 
Carathéodoryschen Sinne) von E, besteht. Eine jede Punktfolge, die gegen 
E,* konvergiert, konvergiert auch gegen E,. Eine solche in @; liegende 
und gegen EH,” konvergierende Punktfolge P,, P,,..., P,,... verbinden wir 
innerhalb ©," mit einem beliebigen festen Punkt von ©; durch ein 
Streckenzugsystem S. Jeder fast aller Querschnitte einer gegen H, kon- 
vergierenden und H, bestimmenden Querschnittkette mu8 unendlich viele 
Streckenziige von S$ treffen und enthalt mindestens einen Punkt von G>. 
Das Grenzgebilde H, mu8 also mindestens einen Punkt von E;* enthalten, 
und dies ist der gesuchte Hauptpunkt (im Carathéodoryschen Sinne), mit 
welchem H, identisch sein muB. 

Wir erwahnen hier noch folgende einfache Eigenschaft der Kerne: 


Jede Kurve**) (im Raume und in der Ebene), die gegen eine Teil- 
menge eines Primendes konvergiert, approximiert mindestens je einen 
Punkt eines jeden Kernes des Primendes. Im speziellen Falle, daB jeder 
Kern nur aus einem Punkt besteht, mu8 darnach die Kurve die Gesamt- 
heit aller Hauptpunkte approximieren. (Dies letztere ist im Falle eines 
einfach-zusammenhangenden ebenen Gebietes immer der Fall, wie aus der 
Obereinstimmung der Carathéodoryschen und Studyschen Definition der 
Hauptpunkte bekannt ist.) 


§ 16. 
Die Einteilung der Primenden. 


I. Der Héufungspunkt — einer gegen ein Primende E; (von der 
Ordnung +) konvergierenden «-Punktfolge ist ein erreichbarer Punkt 
von E;. 

Eine konzentrische Kugelfolge mit dem Mittelpunkt ¢ bestimmt eine 
ineinandergeschachtelte und gegen £ konvergierende Folge von Teilgebieten, 
die simtlich die «-Punktfolge wesentlich enthalten. Dies erméglicht eine 
einfache Konstruktion eines gegen & konvergierenden Einschnittes des Ge- 
bietes G, auf welchem eine unendliche Teilfolge der a-Punktfolge liegt. 
Ein solcher Einschnitt konvergiert gegen Z;. 

II. Hin erreichbarer Punkt eines Primendes E; kann nicht Neben- 
punkt von E; sein. 

In einer noch so kleinen Umgebung des Punktes é wird ein jeder 
gegen € und £; ‘konvergierende Einschnitt des Gebietes G von jedem fast 
aller Querschnitte einer ZH; bestimmenden Querschnittkette getroffen. 


28) Uber die Definition dieser Kurve (nach Study) vgl. C. Carathéodory, FuB- 
note '), 8. 362. 
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Ill. Die Gesamtheit aller Punkte der Komplementdrmenge eines 
Kernes eines Primendes E;, sofern sie nicht leer ist, ist von der Machtig- 
keit des Kontinuums. 

In einer noch so kleinen Umgebung eines Punktes der in bezug auf 
einen Kern bestimmten Komplementarmenge liegt ein Teilkontinuum des 
Primendes Z; und in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Punktes 
liegen keine Punkte des betreffenden Kernes. 

IV. Zum Unterschied von den Primenden eines einfach-zusammen- 
hangenden ebenen Gebietes existieren in den allgemeinen raumlichen und 
ebenen Gebieten Primenden, die gleichzeitig erreichbare und unerreichbare 
Hauptpunkte enthalten. 

Aus II ergibt sich fiir solche Primenden die folgende Eigenschaft, die 
fiir die Kerne charakteristisch ist: enthdlt ein Kern eines Primendes un- 
erreichbare Punkte, so enthalt auch jeder Kern dieses Primendes unerreich- 
bare Punkte. 

Wir wollen nun ein Beispiel eines Primendes eines raumlichen Gebietes 


angeben, das gleichzeitig erreichbare und uner- 
reichbare Hauptpunkte enthalt. — In der z, y- 
Ebene eines raumlichen rechtwinkligen kartesi- 
schen Koordinatensystems legen wir eine Kreis- 


scheibe ® mit dem Radius ¥ = 1 und dem An- 
fangspunkt als Mittelpunkt. Die Kreisperipherie 
bezeichnen wir mit K. In den Mittelpunkt von 
§ legen wir den Anfangspunkt eines in der z, y- 
Ebene liegenden Polarkoordinatensystems (r, ¢), 
in welchem wir uns eine spiralartige Linie vom 
Typus der Kurve **) 


p = te(ra) (O9Sr<}) 


geben. Wir fiihren nun die Translation der Kreis- 
linie K und der beiden Kurven lings der ganzen 









































me Spurmenge der beiden Kurven mit $. Wir be- 
trachten jetzt das folgende innerhalb des Kreiszylinders mit der Grundlinie K 
eingeschlossene Gebiet @, das aus simtlichen Punkten mit folgenden Ko- 
ordinaten besteht 
—-l<2z<+1; 0<2<3; —l<y<-+l, 
jedoch mit Ausnahme derjenigen Punkte von %, deren z-Koordinate < 2 
ist. In dem so gebildeten Gebiet G kohvergieren simtliche £-Punktfolgen 


“) Siehe v. Kerékjart6, Topologie, S. 117. 


positiven z-Halbachse durch und bezeichnen die 





nose & 


a mmdadaeeme*d w& 
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gegen ein und dasselbe Primende zweiter Ordnung, dessen simtliche er- 
reichbaren Punkte die auf dem Gebietsrand liegende Kreislinie K (Fig. 12) 
bilden und der Bedingung z = 2 geniigen und dessen simtliche unerreich- 
bare Punkte Hauptpunkte sind. Das Primende besteht aus einem Teil der 
Zylindermantelflache mit 0 <z< 2 und einer Mantellinienstrecke AB (Fig. 12). 

Es ist leicht, durch Modifikation des Gebietes @ ein Gebiet @* 
zu konstruieren, welches nebst erreichbaren und unerreichbaren Haupt- 
punkten auch unendlich viele Nebenpunkte enthalt. Innerhalb des Gebietes 
bilden wir eine Folge von Kugelumgebungen Ul,, ll,,..., U,,..., deren ab- 
geschlossene Hiillen paarweise zueinander fremd sind und die gegen einen 
unerreichbaren Randpunkt von © konvergiert. Das Gebiet @ vereinigen 
wir mit sémtlichen solchen Punkten des Raumes, die sich geradlinig durch 
Parallele zur z-Achse mit mindestens einem Punkt einer beliebigen der 
Umgebungen U,, U,,..., U,,... verbinden lassen und deren z-Koordinate 
der. Bedingung geniigt 

—2<2350. 
Samtliche nicht erreichbaren Randpunkte des so gebildeten Gebietes G* mit 
—2<2z<0 sind Nebenpunkte eines Primendes des Gebietes @*, welches 
alle unerreichbaren Punkte des Randes von @* enthilt. Das Primende 
enthalt gleichzeitig erreichbare und unerreichbare Hauptpunkte. 

Wir geben hier noch ein Beispiel (Fig. 13) eines Primendes sechster Art 
in der Ebene. In der in Polarkoordinaten (r, qm) in der Ebene durch die 
Beziehungen 0 < r <§, 0 < » < 2 gegebenen Halbkreisscheibe &° verbinden 
wir durch Strecken ¢, den Punkt (0,0) fiir jedes n=1,2,... mit den 
Punkten ¢, der Punktfolge 





4=(1,0), 4=(L5%), g=(L 42)» @ = (1g)... 


Weiterhin sei die Folge von Verbindungsstrecken (,,Stacheln“ ) der Punkte- 
5 2"-8 3 2”"-—3 
paare (z = x), G. ~— x) (»>1) gegeben. 


In den durch die Beziehungen 
O<r<4, 0<p<5n 


O<r<t, Stacgy< as (v=1,2,...) 
gegebenen Teilgebieten sei eine Folge von einfachen Kurvenstiicken ge- 
geben, die paatweise zueinander und zu den oben bestimmten ,Stacheln“ 
fremd sind und gegen die Linien (t,+1,,,) sich haufen. Die inneren 
Punkte von @°, die auf keinen der oben definierten Strecken und Kurven- 
stiicken liegen, bilden ein ebenes Gebiet von unendlich hohem Zusammen- 
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hang, dessen simtliche unerreichbaren Punkte in einem und demselben 
Primende sechster Art enthalten sind. Die erreichbaren Hauptpunkte e, 
dieses Primendes hiufen sich gegen einen unerreichbaren Hauptpunkt 
(1,2)=—u. 


V. Neben der Unterscheidung der erreichbaren und unerreichbaren 
Hauptpunkte lassen sich die letzteren noch unter folgendem Gesichtspunkt 
einteilen : 

a) solche Hauwptpunkte eines Primendes, die in jedem Kern des 
Primendes enthalten sind, 

b) solche Hauptpunkte, die in mindestens einem Kern des Primendes 
nicht enthalten sind. 

Die Hauptpunkte, die der Bedingung a) geniigen, nennen wir /ize 
Hauptpunkte. 

Zu den fixen Hauptpunkten gehdren in erster Linie alle erreichbaren 
Punkte sowie die Hdaufungs- 
punkte der erreichbaren Punkte 
eines Primendes. Im Falle ein- 
fach-zusammenhangender ebener 
Gebiete ist auch umgekehrt jeder 
fixe Hauptpunkt ein erreichbarer 
Punkt des Primendes. Ganz 
anders ist es bei Gebieten allge- 
meiner Natur: die Existenz un- 
erreichbarer fixer Hauptpunkte 
1aBt sich leicht an Beispielen ebener und raumlicher Gebiete feststellen, 
z. B. der Punkt « =(1, z) im Beispiel eines Primendes in IV (Fig. 13). 


In bezug auf fixe Hauptpunkte gilt folgender bemerkenswerte und 
einfache 


Satz XX. Der Haufungspunkt £ einer beliebigen unbewallien Grenz- 
punktfolge P,, P,,..., P,,... einer beliebigen Teilmenge f* (B;) der nor- 
mierten Menge f(H;) eines Primendes E; (von t-ter Ordnung) ist immer 
ein Hauptpunkt, und zwar ein fixer Hauptpunkt von E; *). 

Denn: in einer noch so kleinen Kugelumgebung l1() 1a8t sich immer 
jeder Punkt P, der Folge P,, P,,..., P,,... von einem ersten hinreichend 
groBen n ab mit einer Punktfolge von f*(Z;) oder mit fast allen Punkten 








*) In diesem Satz duBert sich die konkrete Bedeutung der unbewallten Grenz- 
punktfolgen. Insbesondere ist auch das Nichtvorhandensein fixer, nicht erreichbarer 
Hauptpunkte im Falle der Carathéodoryschen Primenden ein konkreter Ausdruck der 
oben (IV, § 14) fiir solche Primenden nachgewiesenen Beziehung Lg (f . (£,)) =0. 
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einer solchen Punktfolge durch ein in U(é) ganz verlaufenes Strecken- 


sugsystem S™ — 8;"), 5", ..., 8,... verbinden. Simtliche Querschnitte 
Gu? Myr??? Un? to? einer E, bestimmenden Kette von einem ersten hin- 


reichend groBen n = u ab miissen fast alle Streckziige eines jeden Systems 
gmry gmt) s™*”, ... (m hinreichend groB) treffen. In einer noch 
so kleinen Kugelumgebung des Punktes é sind Punkte fast aller Quer- 
schnitte einer jeden EZ; bestimmenden Querschnittkette enthalten. 

VI. Aus den obigen Betrachtungen ergibt sich die Unterscheidung 


folgender sechs existierenden Arten von Primenden **), die immer aus einem 
Punkt oder aus einem Kontinvum bestehen. 


1. Primenden erster Art, bestehend aus lauter erreichbaren Haupt- 
punkten. Besteht ein solches Primende aus einem einzigen Punkt, so ist 
es auch von erster Ordnung: alle gegen das Primende konvergierenden 
Punktfolgen sind «-Punktfolgen und bilden eine unbewallte f-Gesamtheit. 
Es ist uns nicht gelungen die Frage zu entscheiden, ob auch aus einem 
Kontinuum bestehende Primenden erster Art existieren. Solche miiBten 
jedenfalls von mindestens zweiter Ordnung sein und eine iiberall dichte 
Menge von Punkten enthalten, die gleichzeitig Haufungspunkte von (gegen 
das Primende konvergierenden) a- und £-Punktfolgen sind. 


2. Primenden zweiter Art, bestehend aus einer abgeschlossenen 
Menge von erreichbaren Hauptpunkten und einer nicht leeren Menge von 
Nebenpunkten, deren sdémtliche Komponenten mehr als einen Punkt ent- 
halten. Solche Primenden sind mindestens von zweiter Ordnung (kénnen 
aber auch von transfiniter Ordnung sein). 


3. Primenden dritter Art, bestehend aus einem Kontinuum un- 
erreichbarer Hauptpunkte. Diese Primenden sind immer von erster Ord- 
nung; gegen solche Primenden konvergieren nur £-Punktfolgen. 

4. Primenden vierter Art, bestehend aus nicht erreichbaren Haupt- 
punkten und einer nicht leeren Menge von Nebenpunkten. Diese Primenden 
sind immer von erster Ordnung; gegen solche Primenden konvergieren nur 
B-Punktfolgen. 

5. Primenden fiinfter Art, bestehend aus einem Kontinuum er- 
reichbarer und nicht erreichbarer Hauptpunkte. Diese Primenden sind 
mindestens von zweiter Ordnung (Beispiel in IV), doch kénnen die 
Primenden auch von transfiniter Ordnung sein. 

6. Primenden sechster Art, bestehend aus erreichbaren und un- 
erreichbaren Hauptpunkten und einer nicht leeren Menge von Nebenpunkten. 


6) Simtliche nachfolgende Behauptungen lassen sich entweder aus den friiheren 
Betrachtungen direkt gewinnen oder durch einfache Beispiele belegen. 


~ 
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Die Primenden sind von mindestens zweiter Ordnung (Beispiel in IV), 
doch kann die Ordnung auch transfinit sein. 


Anmerkung 1. Die Frage der Abgeschlossenheit der Gesamtheit 
aller Hauptpunkte der Primenden vierter und sechster Art ist nicht ent- 
schieden. Nach dem Satz XVIII ist jeder Folge von Kernen eines jeden 
Primendes mindestens eine gegen einen Hauptpunkt des Primendes kon- 
vergierende Folge von Hauptpunkten untergeordnet. Es steht aber nicht 
fest, ob auch immer eine einer Folge von Kernen untergeordnete Folge 
von Hauptpunkten ebenfalls gegen einen Hauptpunkt konvergiert. 

Anmerkung 2. Fiir simtliche Primenden gilt folgende Aussage: Ein 
in einem Primende enthaltenes Ende €, (evtl. das Primende selbst) ist 
durch ein einfaches Ende unteilbar, falls die Gesamtheit aller gegen €, 
konvergierenden normierten Punktfolgen in einem 4) oder 4, enthalten ist 
(vgl. Satz XV). — Darnach sind die Primenden dritter und vierter Art 
und die aus einzelnen Punkten bestehenden Primenden erster Art durch 
einfache Enden iiberhaupt nicht teilbar. 


Anmerkung 3. Primenden erster, zweiter, dritter, vierter und sechster 
Art existieren im Raume und in der Ebene; die Frage der Existenz der 
Primenden fiinfter Art in der Ebene ist nicht geklart. 


(Eingegangen am 10. 7. 1929.) 
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Uber die Torsionszahlen der alternierenden Knoten. 


Von 
Carl Bankwitz in Kénigsberg. 


Im folgenden soll eine besondere Darstellung der Torsionszahlen des 
zweifach iiberdeckten KnotenauBenraumes entwickelt werden. 

Es ergibt sich: Die Torsionszahien lassen sich als die Elementarteiler 
von symmetrischen Determinanten darstellen (§ 1). Den Wert dieser 
Determinanten kann man unter gewissen Voraussetzungen nach unten ab- 
schitzen ($2). Man erhalt hieraus fiir die alternierenden Knoten den von 
K. Reidemeister als Vermutung ausgesprochenen') 

Satz: ,Die Minimalanzahl der Uberkreuzungen der Projektion eines 
alternierenden Knotens ist héchstens so groB wie das Produkt seiner Tor- 
sionszahlen“ (§ 3). 


§ 1. 
Die Knotengruppe. 


1. Vorgegeben sei irgendeine regulare*) Projektion eines gerichteten 
Knotens. Die Projektion besteht aus n Doppelpunkten und 2n gerichteten 
Strecken. Die gerichteten Strecken wollen wir Abschnitte nennen. Jeder 
Abschnitt wird von zwei Doppelpunkten begrenzt. Die Projektionsebene 
witd durch die Projektion in Gebiete I, die von den Abschnitten und den 
Doppelpunkten begrenzt werden, eingeteilt. Bei einem Doppelpunkt stoBen 
vier Gebiete, lings eines Abschnittes stoBen zwei Gebiete aneinander. 

Wir nehmen nun eine Einteilung der Gebiete I’ in zwei Klassen 
YW und $ derart vor, daB lings eines Abschnittes immer zwei Ge- 
biete verschiedener Klassen aneinanderstoBen. -- Nehmen wir ein 
Gebiet I°,, etwa das Gebiet, in dem das unendlich Ferne der Projektions- 
ebene liegt, willkiirlich zur Klasse &. Die Gebiete [',, die mit I, einen 


*) Herrn Reidemeister verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit. 
*) K. Reidemeister, Hamburger Abhandlungen 1926, Heft 1/2, 8. 24. 
Mathem atische Annalen. 103. 10 
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Abschnitt gemeinsam haben, gehéren dann der Klasse $ an. Die Gebiete, 
die mit einem der Gebiete I, einen Abschnitt gemeinsam haben, werden 
wieder zur Klasse & gerechnet usw. Diese Einteilung ist widerspruchsfrei. 
Ein Weg, der von einem Gebiet einer Klasse zu einem anderen Gebiet 
derselben bzw. der anderen Klasse fiihrt, mu8 namlich eine gerade bzw. 
ungerade Anzahl von Punkten mit der Knotenprojektion gemeinsam haben 
(Doppelpunkte zweifach gezaihlt). Ware die Einteilung nun widerspruchs- 
voll, dann miiBte also ein geschlossener Weg in der Projektionsebene eine 
ungerade Anzahl von Punkten mit der Knotenprojektion gemeinsam haben. 
Dies ist aber nicht der Fall. Deformieren wir namlich den geschlossenen 
Weg iiber einen Abschnitt oder iiber einen Doppelpunkt, dann dndert sich 
die Anzahl der mit der Knotenprojektion gemeinsamen Punkte um 0, + 2 
bzw. +4. Wir kénnen nun den Weg so deformieren, daB er ganz inner- 
halb eines Gebietes liegt, also keinen Punkt mit der Knotenprojektion ge- 
meinsam hat. 

An den Doppelpunkten liegen sich zwei Gebiete jeder Klasse kreuz- 
weise gegeniiber. 

Wir wahlen nun in jedem Gebiet der Klasse 8 einen Grundpunkt 
und verbinden die Grundpunkte von je zwei an einem Doppelpunkte sich 
gegeniiberliegenden Gebieten durch einen einfachen Streckenzug, der 
durch den Doppelpunkt hindurchgeht. Die Gesamtheit der Sireckenziige 
und der Grundpunkte bilden einen ebenen Graphen (©). 

Wir unterscheiden zwischen eigentlichen und uneigentlichen Grund- 
punkten. Einen Grundpunkt wollen wir uneigentlich nennen, wenn von ihm 
héchstens zwei Streckenziige ausgehen. Ein Crundpunkt soll eigentlich 
heiBen, wenn mindestens drei Streckenziige von ihm ausgehen. 

Geht von einem Grundpunkt nur ein Streckenzug aus, d.h. liegt an 
einem Gebiet der Klasse § nur ein Doppelpunkt, dann kénnen wir durch 

- eine elementare Umformung des Kno- 




















0 os -|[ tens*) diesen Doppelpunkt beseitigen. 
Die Anzahl der Gebiete und die An- 
Fig. 1. zahl der Doppelpunkte vermindert sich 


dabei um je eins (Fig. 1). Wir kénnen 
demnach immer erreichen, daB die Grundpunkte dieser Art nicht mehr in 
der Projektion vorkommen. 
StoBen an einem Grundpunkt genau zwei Streckenziige aneinander, so 
wollen wir die beiden Streckenziige miteinander vereinigen und den Grund- 
punkt zum Streckenzug hinzurechnen. 


*) J. W. Alexander, Transactions of the American Mathematical Society, 30, Nr. 2, 
April 1928.— K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 1926, 8. 25—28. 
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Der Graph € besteht dann nur noch aus Streckenziigen (im erweiterten 
Sinn!) und aus eigentlichen Grundpunkten. Das Gebiet, in dem ein eigent- 
licher Grundpunkt liegt, wollen wir Verzweigungsgebiet nennen 

In der Knotenprojektion entsprechen dann den Streckenziigen des 
Graphen die Projektionen von Zweierzépfen‘). Die Endstrecken der Zweier- 
zipfe sind so miteimander verkniipft, da8 in der Knotenprojektion 
keine neuen Doppelpunkte hinzukommen. Die Endstrecken bestehen 
aus den Abschnitten, die die Verzweigungsgebiete begrenzen. 

Die Zweierzipfe kénnen wir so deformieren, daB in der Projektion 
Unter- und Uberkreuzungen miteinander abwechseln (Fig. 2). Fig. 2. 


Hat die Projektion eines Zweierzopfes nach dieser Deformation keine 
Uberkreuzungen mehr, so wollen wir den entsprechenden Streckenzug mit 
seinen beiden Grundpunkten zu einem Grundpunkt zusammenziehen und die 
beiden entsprechenden Verzweigungsgebiete zu einem Verzweigungsgebiet 
vereinigen. Die Projektion des Zweierzopfes geht in die Berandung des 
Verzweigungsgebietes iiber; der Knoten setzt sich dann also aus alternie- 
renden Zweierzépfen mit mindestens je einer Uberkreuzung zusammen. 

So soll im folgenden jede Knotenprojektion aufgefaBt werden. Die 
Zweierzépfe einschlieBlich der von ihnen begrenzten Gebiete der Klasse 8 
und eines Teiles der zugehérigen Verzweigungsgebiete sollen Strange (y,,) 
heiBen. Die Gebiete der Klasse 2% nennen wir im folgenden kurz Ge- 
biete (I,). Der Strang y,, soll die Gebiete I’, und I, voneinander 
trennen. 

Wir kénnen den Fall 4 = wu ausschlieBen. 4 = « bedeutet geometrisch, 
daB in der Begrenzung des Gebietes I’, der Strang y, , 
zweimal auftritt. Die Knotenprojektion besteht in US ae, 
diesem Fall aus zwei Teilen (Fig. 3), die durch den ( it 
Strang y,, miteinarider verkniipft sind. Drehen wir pe 
nun den einen Teil in einem bestimmten Sinn um °° is ~ 
eine Achse, die mit dem y, , entsprechenden Strecken- ye - 
zug des Graphen € zusammenfiallt, so oft um 180°, Fig. 3. 
als auf y,, Uberkreuzungen liegen, dann hat y,, 
keine Uberkreuzungen mehr und kann daher zur Berandung eines Verzwei- 
gungsgebietes gerechnet werden. 

2. Wir stellen jetzt die Fundamentalgruppe des Knotens auf. 
Die aufeinanderfolgenden Abschnitte der Knotenprojektion von einer Unter- 
kreuzung bis zur nichsten werden zu einer Fundamentalstrecke zu- 
sammengefaSt. Den Fundamentalstrecken wird formal ein System von Er- 
zeugenden C, zugeordnet. Gehért aber eine Fundamentalstrecke mehr als 


*) E. Artin, Hamb. Abhandl. 4, 1925, pg. 47—72. 
; : 10* 
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zwei Stramgen an, dann zerlegen wir sie in Teilstrecken derart, daB jede 
Teilstrecke genau zwei Stringen angehért. In diesem Fall ordnen wir jeder 
Teilstrecke ein besonderes C, zu. 

Die C, entsprechen in der Fundamentalgruppe den geschlossenen Wegen, 
die eine zugehérige Fundamentalstrecke in einem positiv vorgegebenen Sinn 
umlaufen®). Die Projektion des Punktes, von dem die geschlossenen Wege 
ausgehen, mége dabei in das Gebiet [, — das AuBere der Knotenprojektion — 
fallen. Jedem Weg 1laBt sich in bestimmter Weise ein Potenzprodukt in 
den C, zuordnen. 

Wir kénnen diese Wege geometrisch auch folgendermaBen kennzeichnen: 
Zwischen den beiden Teilen des Knotens, die zu einem Strang gehéren, 
spannen wir eine schlichte Flaiche, ein Band. Dieses Band verwindet sich 
in der Langsrichtung so oft um 180°, als der Strang Doppelpunkte hat. 
Den Strang kénnen wir als die Projektion des Bandes ansehen. Die Bander 
werden nun in der Weise miteinander verkniipft, wie es die Verzweigungs- 
gebiete der Knotenprojektion vorschreiben. Es entsteht dann eine mehr- 
fach zusammenhangende einseitige, vom Knoten berandete Fliche. 

Die C, entsprechen solchen geschlossenen Wegen, die diese Flache ge- 
nau einmal durchsetzen. 

Die Relationen zwischen den C, erhalten wir bekanntlich*), indem wir die 
Doppelpunkte der Knotenprojektion in einem kleinen Kreis umlaufen. Diese 
Relationen sind von der Gestalt: 


(1) Ciss = C1, C1 C,.° (e= +1) 
und 
(2) C..1=C,, 


wenn C,,C,,, zwei aneinanderstoBenden Teilfundamentalstrecken ent- 
sprechen. 


3. Unser Ziel in diesem Paragraphen ist es nun, eine andere Dar- 
stellung dieser Gruppe zu geben, und zwar durch Erzeugende und 
Relationen, die sich enger an die von uns beschriebene Auffas- 
sung der Knotenprojektion anschlieBt. 


Wir nehmen zunichst eine Erweiterung zweiter Art’) der Knoten- 
gruppe vor. Die Elemente S,, der Fundamentalgruppe, die einmaligen Um- 
schlingungen der Strange y,, in einem beliebigen aber festen Sinne ent- 
sprechen, werden als Erzeugende zur Fundamentalgruppe hinzugenommen. 


®) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5- (1926), S. 14. 
*) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 8—23. 
*) H. Tietze, Mon. f. Math. u. Phys., 19, S.65—77. 
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Dem Strang y,, seien die Erzeugenden Car xX Ger 
C;, C,, 449°"* Chir Cu Gu 
C,  Cusareees ave . 
zugeordnet (Fig. 4). Solun Doppelpunkt des Stranges ent- “+7 “~erer 
spricht eine der Relationen (1). Fig. 4. 
Es ist ferner 
(3a) Si, = Of Ole = Ole Ome... =O Om, (e.4,= +1), 
wenn der Strang y,, 27 Doppelpunkte hat, und 
(3b) Si, = O72 Cle =... OH O43,» 


wenn der Strang 2r + 1 Doppelpunkte hat. Die Relationen (3) sind dabei 
bis auf eine, etwa S,,— C+ CO’, Folgerelationen dieser beibehaltenen Re- 
lationen und der Relationen (1) bzw. (2). 

Wir wollen nun durch Reduktionen zweiter Art diejenigen C, aus- 
driicken, welche Fundamentalstrecken zugeordnet sind, die nicht Enden eines 
Stranges sind. Es folgt aus (1) unter Beriicksichtigung der Relationen (3) 

Oi, 41 —_ Sin Ci, Six , 


(4a) Ci+2 = Six C141 8i,. = Si: Ci, Siz", 


Ci+r = Sin Ci, Sins 
und analog fiir C,,, (@=1...r bzw. r+ 1) 
Cu,+1 = Si, Cy, Sin» 
(4b) Cu,+2 = Sin Cu, Sips 


Cyy+ ar Si: C,,8i,". 

Umgekehrt folgen aus der Definition von S,, und aus (4a) und (4b) 
die Relationen (1). 

Wir kénnen jetzt Ci,4., Cu,+e (Q=1...r—1) eliminieren. Die Re- 
lationen (4a) bzw. (4b) fallen dann bis auf die jeweils letzte heraus. Bei 
dem Strang y;, werden also nur noch die Erzeugenden 

C,,, Cys Cites Cy,+r (bzw. Cu,+r+1) 
und §;,, beibehalten. Zwischen ihnen bestehen die Relationen 


(5a) Si, = Ci} ag as a a 
und ia 
Ci+r aed Si, Ci, Si," 


Cy,+r _ Sip C,, Si." 


(6a) 
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bzw. 

(5b) Sin Cc} Ck = OY ves One 
und 

(6b) Ci, 3 la 8; uCr Sin ’ 


Cy, +041 = _ _—“<.. —™. 
dabei ist je eine der Relationen (5a), (5b) Folgerelation der anderen 
Relation (5a), (5b) und der Relationen (6a), (6b). 

Mit Hilfe von (5b) formen wir die Relationen (6b) noch etwas um. 
Wenn etwa «=e, = &=+1 ist, schreiben wir 


O1,47 = Siz Op, Sin» 
On+r = Six Ci, Siz» 
entsprechend in den anderen méglichen Fallen. Alsdann begrenzen C,,,, 


und C,,, sowie C,,,, und O,, je dasselbe Gebiet I. 
Das Gebiet I, sei von den Strangen y,,, 
begrenzt (Fig. 5). 
Wir diskutieren den Fall, daB s,,, = 25,,, 
_(A=1...m—1) Uberkreuzungen auf y,,, und 
8orm = 254%, + 1 Uberkreuzungen auf y,,,, liegen. 
C,, (4#=1...m) entspreche einer Fun- 
damentalstrecke, die zwei aufeinanderfolgenden 
Straingen yor, ., Yer, angehért und I, begrenzt. Es ist dann nach (5a) 


ar —e, °F, 
= o> e”: Ch, . e”, . 
2-3 —e. +8 
Co, = a en, Or 
e-é es —e. - 8 —e -3 
(7a) = Bm en 8m en-C,,- 5,” ~5 ev, 


(6c) 


Tom 


a 





Com = 18%" ¥en Op, TS, 
=i M 


—- —1° 


und nach (6c) (4. = +1) 


(7) Cy, = Sterm*? . 184" em + Op, T8550 orm. s-s 


p=m—1° 


Umgekehrt folgen die Relationen (6), die den I", begrenzenden Funda- 
mentalstrecken entsprechen, aus den Relationen (7a) und (7) und kénnen 
daher fortgelassen werden. Die Ausdriicke (7a) fiir die OC), denken wir 
uns in (5a) bzw. (5b) eingesetzt; dann kénnen die Relationen (7a) und 
damit die Erzeugenden O,, (4 +1) fortgelassen werden. Analoges ergibt 
sich fiir den Fall, daB auf mehreren Straingen eine ungerade Anzahl von 
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Uberkreuzungen liegen. Jedem Strang y,, entspricht jetzt also eine Er- 
zeugende S;, und jedem Gebiet I, eine Erzeugende C,,=G,. Die Rela- 
tionen (7) wollen wir Gebietsrelationen nennen. 

Die Relationen (5) ordnen wir so an: 

An dem Verzweigungsgebiet Z, mégen die Fundamentalstrecken liegen, 
denen die Erzeugenden C,,...C,, in zyklischer Folge zugeordnet sind. 
Dabei kommen alle Relationen (5a) bzw. (5b) je einmal vor, wenn alle 
Verzweigungsgebiete Z, umlaufen werden. Es ist nach (5) 

a” Gm Ge 
OO = 5» 


(8) ee & Se Se eS 
Ce * a) 
o> Cp ay: 

Aus (8) folgt 

(8a) Sry Sit e+ Si 84 =1. 


Eine der Relationen (8) — etwa die letzte — kénnen wir durch (8a) er- 
setzen. Die C, in (8) seien durch die Relationen (7a) erklart. 

4. Wir wollen zeigen, daB die G, bis auf eines durch Reduktionen 
zweiter Art eliminiert und allein die Relationen (8a) beibehalten 
werden kénnen. 

Die Knotenprojektion habe e Verzweigungsgebiete, & Strange und 
f Gebiete (ausschlieBlich I). Es ist dann nach dem Eulerschen Satz 
(9) e+f=k+1. 

Wir legen in jedem Gebiet I, einen Punkt P, fest. Ein Punkt, 
etwa P,, soll ausgezeichnet werden. Die Punkte P, der I, benachbarten 
Gebiete I, verbinden wir durch Streckenziige mit P, so, da8 ein Strecken- 
zug nur Punkte des Stranges y,, mit der Knotenprojektion gemeinsam 
hat. Grenzt aber ein Gebiet [, lings mehreren Stringen an I, dann wird 
nur ein Streckenzug von P, nach P, willkiirlich festgelegt. Wir nehmen 
dann die Gebiete ",, die einem Gebiet I”,, benachbart sind. Die Punkte P, 
verbinden wir in derselben Weise mit P,,, wie P, mit P, mit Ausnahme 
derjenigen Punkte P,-, zu denen schon ein Streckenzug hinfiihrt. Wir fahren 
so fort, bis zu jedem P, ein Streckenzug fiihrt. Hierdurch wird ein Weg 
von P, aus zu jedem Gebiet in eindeutiger Weise festgelegt. Die Gesamt- 
heit dieser Streckenziige bildet einen Baum %,. Es entspricht 
jedem Gebiet I, eine gerichtete Strecke und umgekehrt. Die 
Streckenziige schneiden insgesamt also f Strange je einmal. 
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Von den diesen Striingen zugeordneten Relationen (8) wird je eine 
— nach (5) gehéren zu jedem Strang vorliufig 2 Relationen, wovon aber 
die eine iiberfliissig ist — beibehalten. 

Nach (9) werden von den Streckenziigen k — f= e —1 Strange nicht 
geschnitten. Diesen Strangen kénnen wir als Ersatz fiir die Rela- 
tionen (5) (e—1) Relationen (8a) zuordnen. Nehmen wir namlich 
die von den Streckenziigen des Baumes 8, geschnittenen Streckenziige des 
Graphen € (der ja die Knotenprojektion repriasentiert) aus dem Graphen 
heraus, dann bleibt ein Baum %, iibrig. Ware 6, kein Baum, dann 
miBte man auf mindestens zwei verschiedenen Wegen von einem Eck- 
punkt @, zu einem anderen Eckpunkt Q, gelangen kénnen. Diese Wege 
wiirden dann mindestens ein Gebiet I" einschlieBen, in das der Baum %, 
nicht hineinragt. Ebenso kann $8, nicht in zwei Teile zerfallen; denn dann 
gabe es in 8, mindestens einen geschlossenen Weg, was nach der Definition 
von %, nicht méglich ist. Orientieren wir 8,, so endet jede Strecke von 
%, in einer bestimmten Ecke von %,. Fiir die (e —1) Strange, die den 
Strecken des Baumes §, entsprechen, nehmen wir dann als Relationen (5a) 
die den Ecken entsptechenden Relationen (8a). Behalten wir alle e Rela- 
tionen (8a) bei, so ist eine Relation Folgerelation der iibrigen. 

Wir kénnen nun die G, mit Hilfe der beibehaltenen Relationen (8) 
durch G, und durch die §8;, in eindeutiger Weise bestimmen, wenn wir 
die Reduktion so durchfiihren, wie es die von P, ausgehenden Strecken- 
ziige vorschreiben. Um etwa G, zu eliminieren, zeichnen wir im Baum 8, 
den (eindeutig bestimmten) Weg, der von P, nach P, hinfiihrt. Den Strecken- 
ziigen dieses Weges entspricht eine Folge von eindeutig bestimmten Rela- 
tionen (8), welche durch die S,,, und G, ausgedriickt, die Form haben: 


(8b) G,=L,G,L,, L,=—L,(Six) (B+). 
Ich kann daraus einen wohlbestimmten Ausdruck fiir G, 
(8c) G.=M,G,M,, M,=—M,(Si,) 


ableiten. Umgekehrt folgen die Relationen (8b) und (8) aus den Rela- 
tionen (8c). 

Setzen wir diese Werte in die Gebietsrelationen (6) ein, dann diirfen 
die Relationen (8c) fortgelassen werden. Die Knotengruppe hat also nur 
noch die Erzeugenden G, und S8,,. Zwischen ihnen bestehen die Gebiets- 
und die Eckrelationen. 


5. Den Weg von P, nach einem P, lings den Streckenziigen des 
Baumes %, kénnen wir in der Fundamentalgruppe einem Weg L, zuordnen, 
der von P, kommend unter dem Knoten lauft, durch das Gebiet I, einmal 
hindurchgeht und oberhalb des Knotens nach P, zuriickfiihrt. Nehmen wir 
speziell einen Weg P, P., Pu, ... Pa,; und setzen 
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Le, = So2: 
(10) La, = Soe 52%,» 


> & 2 224 2S 2 


La, = Soo: Siz... Sion. 


Aus (10) folgt 


Soa — La, ’ 
e -1 
(11) Ss. - La, L,, J 
>. 2 Lan Ly, . 


Fiihren wir fiir alle Streckenziige des Baumes §, die Elemente L, 
ein, so entspricht jedem Gebiet I’, ein Element L,, und es ist allgemein 


also Ln: a = Kips 
(12) Sot = L, Le’, 
wie sich aus (10) bzw. (11) und den Eckrelationen (8a) ergibt. 

Wir fiihren nun die L, mittels der Relationen (11) und (12) fiir S,, 
in die Relationen ein. Die Eckrelationen verschwinden identisch. Die Re- 
lationen (12), die Folgerelationen der Eckrelationen sind, verschwinden 
auch identisch; ebenfalls schlieBlich die Relationen (11). 

Die Reduktion ist jetzt beendet. Die Knotengruppe wird dargestellt 
durch die Erzeugenden G, und L,. Zwischen thnen bestehen die Gebiets- 
relationen 


7 -1) er, (Jorytlll) Qe 7 -1)~ 9, ey 
(13) G,= ]]T (DL, L,, "ee Ge IT (Le Lr, ) enema, 
hem = 


wo die G, durch (8c) als Produkte aus G, und S,, bestimmt sind. Es 
ist [1] = 0 oder 1, je nachdem Qo, = 25,,, oder = 25,,, +1. &,, ist 
die Anzahl der Uberkreuzungen des Stranges Yor," Es ist L, = 1. Die G, 
lassen sich nach (1) als Transformierte von G, schreiben: G,=M, Go M,". 
Wir beschranken uns im folgenden auf alternierende Knoten, 
d. h. wir nehmen an, daS beim Durchlaufen der Knotenprojektion Unter- 
und Uberkreuzungen miteinander abwechseln. Die Stringe um ein Gebiet 
sind in diesem Fall alle in gleichem Sinn verdrillt. Daraus folgt, daB alle 
é,, in (13) einander gleich sind. 
6. Die Gruppe §,*) des zweifachen Uberlagerungsraumes des Knotens 
hat als Erzeugende 
(14) L, G@oL,Go'=L, und [Go]. 


*) K. Reidemeister, Hamb. Abhandl. 5 (1926), S. 19 usf 
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Die Relationen erhilt man, indem man (13) und die mit G, trans- 
formierten Relationen (13) durch die Erzeugenden (14) ausdriickt. 
Machen wir diese Gruppe abelsch und setzen wir [Gj] = 1, dann ist 
Gi3=1 ud 6,MG,=G)MG.=M", 
wo M mw &, gehért. Es ist daher 


L, _ L;" ? 
und die Relationen, die man aus (13) erhilt, sind: 
(15) (L, Ly,*)*":...(L, Lz)" =1. 


Grenzen 2wei Gebiete I, I, lings mehreren Stringen y;,, .. 7, mit 
den Uberkreuzungen Shop «++ 92 aneinander, dann kénnen wir in (15) 
(i) 1 0§ alo 1) 569 . 
IT (L, Ly, )°"* natirlich zu (L, Ly, )¥"e"» zusammenfassen. Diese Zusam- 
(ay=1 
menfassung sei in (15) bereits vorgenommen, dann bedeutet s,,, die Ge- 
samtanzah! von Uberkreuzungen auf den Strangen, welche I, 
und r., voneinander trennen. 
Bei einem nicht-alternierenden Knoten wiirde man analog die Relationen 


(15a) (L, L;,*y*e" -.. (Lp Lz1)*7n*e%— a 
erhalten. 
Die Relationen (15) kénnen wir auch so schreiben: 


ter 
(16) p=" pater, || Da temm = 1, 


Dabei kénnen mehrere L,, gleich L,=1 sein. Das ist immer dann 
der Fall, wenn ein Strang oder mehrere Striinge eines Gebietes zum Rand 
von I, gehéren. 

Die I, entsprechende Relation lautet: 


(16a) Lo"... La = 1. 


7. Es mége noch darauf hingewiesen werden, da8 in der Auszeichnung 
von I, eine Willkiir enthalten ist. Wir haben bei der Aufstellung der 
Fundamentalgruppe vorausgesetzt, daB der Punkt, von dem die Wege der 
Fundamentalgruppe ausgehen, in der Projektionsebene in [, liegt. Wir 
kénnen diesen Punkt natiirlich auch innerhalb eines anderen Gebietes I, 
annehmen. Dann bilden die Striinge dieses Gebietes den Rand. 

Die aug den Exponenten der Relationen (16) gebildete Matrix hat 
(e+ 1) Zeilen und e Kolonnen. Wir.kénnen die Zeilen so anordnen, daB 
die Glieder Ss,,, die Hauptdiagonale der aus den e ersten Zeilen ge- 
bildeten Determinante besetzen. Die Exponenten der Relation (16a) stehen 
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dann in der letzten Zeile der Matrix. Die Summe der Glieder jeder Kolonne 
ist Null. Folglich kann eine Zeile, also etwa die letzte, fortgelassen werden. 

Man erkennt dann, da ihrer Bedeutung nach So ry = Sryo ist, daB die 
so entstehende e-reihige Determinante symmetrisch ist. 


§ 2. 
Uber Determinanten. 


1. Wir beweisen einige Satze itiber Determinanten, die folgende Ge- 
stalt haben: 


A,+ 34,, — Gy... — a, 

—@, + 3G,:-- —Gs, 

(1) Ps SE is PR 
— a, A,+ »4,, 


Dabei sollen die A,, a,,20 sein. Sa,, bedeute 2a, mit a,,=0. 


Diejenigen Unterdeterminanten von 4,, deren Heuptdiagonale nur aus 
Gliedern der Hauptdiagonalen von 4, bestehen, bezeichnen wir als Haupt- 
minoren. Die Hauptminoren sind wieder Determinanten von derselben 
Gestalt wie 4,. 

Sind die a;, von 4,, die in der i-, u-, »-,...-ten Reihe stehen, bis 
auf die Glieder, die in dem zugehérigen Hauptminor stehen, saimtlich gleich 
Null, dann kann man 4, als Produkt von zwei Hauptminoren darstellen. 

Beispielsweise ist 


Ss 6 —3! , 
0 2 0 =\21-|_4 | 
-2 @- 4 


Diese Hauptminoren kann man u. U. weiter zerlegen und man wird 
schlieBlich 4, als ein Produkt von einer Anzahl von Hauptminoren 4,, die 
sich nicht weiter auf diese Art zerlegen lassen, erhalten. Die 4, wollen wir 
,,itreduzibel* nennen. 


Wir nehmen jetzt an, 4, sei irreduzibel. m Zeilen der Determi- 
nante bilden eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. In ihr kommt ge- 
nau ein m-reihiger Hauptminor vor. 

Ersetzt man eine Kolonne des m-reihigen Hauptminors nacheinander 
durch die iibrigen Kolonnen der Matrix, dann erhilt man (n — m) De- 
terminanten der Matrix, die eine Schar m-reihiger Nebenminoren ge- 
nannt werden soll. Wir beweisen nun die Sitze: 


Satz 1. Der Hauptminor ist >0 (m<n). 
Satz 2. Jeder Nebenminor ist < 0. 


~ 
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Satz 3. Der absolute Betrag der Summe der (n — m) Nebenminoren 
einer Schar ist héchstens gleich dem Hauptminor. 

Zusatz. Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn sdmiliche A,, die in 
der Matrix vorkommen, gleich Null sind. 

Diese Satze stehen iibrigens in engem Zusammenhang mit den Ergeb- 
nissen von Perron und Frobenius iiber Matrizen mit positiven Elementen’). 

Beweis. Die Siatze sind richtig fir m=1. Sie seien richtig fiir 
m Zeilen (m< n—1). Wir beweisen sie fiir (m+ 1) Zeilen. 

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir die letzten (m +-1) Zeilen durch- 
zufiihren. Wir kénnen uns auBerdem auf den Fall beschranken, daB die 
erste Kolonne des (m ++ 1 )-reihigen Hauptminors durch die iibrigen Kolonnen 
ersetzt wird. Denn durch Vertauschung der »-ten Zeile mit der u-ten 
Zeile und der »-ten Spalte mit der u-ten Spalte (u,» = 1, 2,...,) kann 
jede Zeile von 4, nach unten und jede Spalte nach rechts gebracht wer- 
den, ohne daB Struktur und Vorzeichen der Determinante und der Minoren 
verandert wird. 

Wir betrachten also die Matrix 


{| _ 
— Gy 1 ++ Ayia t 2 S,-0,02 — @, _ma—m4+i +on a, _ m,n 
| 

ws Gy, om +3,1 a Bes — Gy mtian—m? | ee + 2 Sym 43,9°°° — Gy 43 n 


|— 4,3 vic, ei *— @, am oe o) ay 2 ee A, +24,, 

Mit 4, ,,,... wollen wir den Minor bezeichnen, der aus der A, u,»...-ten 
Kolonne der angegebenen Matrix gebildet wird. Die m-reihigen Minoren 
werden nur den letzten m Zeilen der Matrix entnommen. Femer soll der 
m-reihige Hauptminor mit 4y, der (m + 1)-reihige Hauptminor mit 4y,, 
bezeichnet werden. 


Nach Voraussetzung ist nun: 


(3a) 4y>0, 
4, n—m+2...n s 0 
(3b) An-m+1,»,n-m+3...2 SO (y»=1 ..n—m), 
4g—m+1,...2-1,° < 0 
= | 4, n—m+2...n| <4y, 
(3c) — 


n—m 
3 | 4a-m+1,0,n-m+8:..0| S4y usw. 


A 


*) Vgl. G. Frobenius, Berl. Ber. 1908, XXVI, 8. 471—476. 
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gleich Null sind. 
Behauptet wird: 


(4a) . 4uii>O, 

(4b) 4; n-m+i..n S90 (»=—1...n—m+1), 
n—m+1 

(4c) Py | 45,n—m+1...0| < Ay. 
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Dabei gilt das Gleichheitszeichen in (3c) nur dann, wenn alle A, von Jy 


Das Gleichheitszeichen gilt in (4c) nur dann, wenn alle A, von 4y,4; 


gleich Null sind. 


Zum Beweis entwickeln wir die (m--1)-reihigen Minoren nach der 


ersten Zeile der Matrix (2). Es ist dann: 
(5) Au+i — (An—m + > Gn—m,r)* 4m 


+ Ga—m, n—m+1 -An—mn—m+?...8 mee Gn—m,n—m+2° 4Sp—m, n-m+i.n-mt8...2 


wef... (— 1)"-Gp—m,n° 4e-m...0-1 
oder 


(5a) 4y4i1= (An—m + > Gn—m,r)* 4 + On—m, n—m+1* Sn—m, n—mt2...0 


+ On—m,n—m+2* 4Sp—m+i.n—mn—m4+3...8 
+...+ Gaon, s° 4e-m t1...n-1,n—m-> 
Andererseits ist: 
(6) 4; n—m+i...n = — On—m i * 4a + On—m,n—m+i* 45, n—m+e...n 


+ ees a Gam, n° 4a—m+1 eto—Ly 
und demnach 


n—m—1 n—m—1 
(7) r 45,n-m+1...0 = -_ p> On—m,3 * 4m 
r=1 r=1 
. n-m—1 n-m—1 
+ Gn—m,n—m+1" = 45, n—m+2...0 + +++ + Gn—m,n° r 4a—m+1... 
;= r=1 
Nach (3c) ist 
n—m—1 
(8) strat ( 2a 45,n-m+2...n) < Ayu + 4am. n—m+2...8 
y=1 
n—m—1 


~ ( a 4y-m41,3,0-m+8...0) < Au + 4y.-m+1,0-—m, 2—m+t3...0 


¥y=1 


Fiir (7) kann man folglich schreiben: 


n—m—1 n-m—-1 
(9) Pj 4;,a-m+1..2e — J Gy-mr'4u 
7=1 7=1 


+ On—m, n—m+1{— 4u ay 4,~m,2-m+2...0} a 


+ On—m,n{— 4u ~ = 4a-a+1...0-1,0-0) 


usw. 
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oder, wenn man die Glieder mit 4, zusammenfaBt: 


n—m—1 n 
(9a) p> 4s o-0+1...0 => nan > On-m,»' 4 
7=1 v=] 
ang Gn—m,n—m+i° 4e-m,n—-mt?...n — ee oe -«-n—-1I,n-—m- 


Aus (5a) und (9a) folgt dann 


n—m—1 
(10) Ay+i + ~ Ay, n—m+3.....0 = An—m: 4m. 

(4b) folgt aus (6), da nach (3) alle Summanden der Determinanten- 
entwicklung héchstens gleich Null sind. 

(4c) folgt aus (10). Wir diskutieren das Gleichheitszeichen. 
Ist A, .,>0, dann gilt in (4c) das Ungleichheitazeichen, da nach (3a) 
4y>0. Ist A, .=0 und gibt es in 4y mindestens ein A, +0, dann 
gilt in (3c) und folglich auch in (8) das Ungleichheitszeichen. Da wir 4, 
als nicht reduzierbar voraussetzen, mu8 mindestens ein a,_, , > 0 sein; 
es gilt also auch in (9) und folglich in (10) und (4c) das Ungleichheits- 
zeichen. Sind schlieBlich alle A, von 4y,; gleich Null, dann steht wegen (3c) 
iiberall in den Determinantenentwicklungen das Gleichheitszeichen und 
folglich auch in (4c). 

Aus (10) folgt in Verbindung mit (4b) natiirlich 4y,,;>0. (4a) selbst, 
4ysi1 > 0, wird weiter unten bewiesen. 

Fir m =n —1 folgt: 

Jede (n —1)-rethige Determinante einer (n —1)-rethigen Matrix ist 
threm absoluten Betrage nach héchstens gleich dem (n—1)-reihigen 
Hauptminor, der in der Matrix vorkommt. Daraus ergibt sich fiir die 
n-reihige Determinante die Abschatzung: 

(11) 4,24,-4,_, 

und aus der Diskussion des Gleichheitszeichens fiir (4c) folgt, falls in 4, _ 
mindestens ein A, + 0 ist: 

(12) 4,>A,-4 

Gleichung (11) gilt auch fiir reduzible Determinanten; Gleichung (12) 
gilt fiir reduzible Determinanten nur dann, wenn 1. in dem gréBten irre- 
duziblen Hauptminor, der die erste Zeile enthalt, mindestens ein A, + 0 
(» +1) vorkommt; 2. 4, in irreduzible Hauptminoren zerfallt, in denen 
mindestens je ein A, + 0 ist. 

Wenn alle A, =0 sind, ist natiirlich 


n-—i1° 


A,=0. 





~—- se sp i, 
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Wenden wir diese Folgerungen auf 4y,; an, indem wir 4y,; in der 
Form der Determinante 4, schreiben und 


n—m—1 


Kase? = inten 3” Semen 


setzen, dann sehen wir, daB 4y.; nur dann den Wert Null annehmen 
kann, wenn 


dic 
ist. Da alle A,,a, ,>0 sind, folgt hieraus auBer 
A, ns, =0 
noch se, 
A=1,2,...,.m+1 
a a to ( ), 
w=1,2,....m+1 


also wire A, reduzierbar, was gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist 
4uii1>0 (siehe (4a)). 

2. Wir wenden die bewiesenen Ungleichungen auf Determinanten 
aus ganzen Zahlen an und zeigen 

Satz 4. Wenn 

a)in A, SA, =j2 ist; 

B) in sdmilichen Hawptminoren fiir die A, die gleichen Voraus- 
setzungen gelten wie in A, fiir die A,; dann ist 


(18) 4,> 35 4,+'$a,,. 
Y 4 


Beweis. Wir kénnen die Zeilen und die Spalten so umordnen, daB 
A, +0 ist; daB ferner, wenn wir die erste Zeile und die erste Spalte fort- 
streichen, A, = A, + a,, +0 ist, usw. Ist 4, eine reduzible Determinante 
mit A, —1, so gibt es in dem gréBten irreduziblen Hauptminor, der die 
erste Zeile von 4,, enthilt, ein A; +0 (j +m). Es ist dann nach (11) 
und (12) 
4, > 4,424, ,+1 fir A,=1, 
4,24,-4,_5 fiir A,>1, 
falls 4, _, > 1 ist, also allgemein 
A, = A, + A,-1° 
Analog ist, falls 4, , >1 ist, 


4,1 24,+ 4,_4=A, +4, + 4,_s, 
also 


4, 24, + A, + Oy + 4y_s 
usf. Da nach Voraussetzung 4, > 1 ist, gilt also (13). 


~ 
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§ 3. 
Anwendung auf die Torsionszahlen der Knoten. 


1. Die Matrix der Exponenten aus den Relationen (16) des § 1 ist 
eine Determinante von der Art (1) des §2. Die a,,—<s,, sind die An- 
zahlen der Uberkreuzungen des Stranges y,,, der die beiden Gebiete I’, 
und I’, voneinander trennt. Die A, sind die Anzahlen der Uberkreuzungen 
auf den Striingen, die I, begrenzen. — Die A, (n —-m<yv<n) fiir den 
Hauptminor aus den letzten m Zeilen sind die Anzahlen der Uberkreuzungen, 
welche die Gebiete T, (0 u4<in—m) mit einem der Gebiete I, ge- 
meinsam haben. 

Liegen immer auf den Sirdngen, die einem geschlossenen Weg des 
Graphen € entsprechen, mindestens zwei Uberkreuzungen, so sind also 
gewif fiir die zugehérige Determinante die Voraussetzungen von Satz 4 
erfiillt und es ist also die Anzahl der Uberkreuzungen héchstens gleich 
dem Produkt aus den Torsionszahlen des Knotens in der Gruppe &,. 

Liegt nun auf den Stringen, die einem geschlossenen Weg des Graphen € 
entsprechen, nur eine Uberkreuzung, dann 1a8t sich diese Uberkreuzung 

immer herausdrillen; die Projektion bleibt alternierend. 


’ Seien namlich I, (v=1,2,...,7) die Gebiete, die von 

A vA einem geschlossenen Weg des Graphen © begrenzt werden 

(Fig. 6a). In 2 stéBt dann ein Verzweigungsgebiet mit 

] /“ sich selbst zusammen. Wir drehen den Teil des Knotens, 

 ~ der I,, entspricht, um 180° so, daB die Verdrillung bei 

Fig. 6a. E verschwindet (Fig. 6b). In den Gebieten, die nicht zu 

I'., gehéren, hat sich nichts geaindert. In I,, sind wegen 

der Drehung die Uberkreuzungen in Unterkreuzungen verwandelt worden; 

der Knoten liegt also hier wieder alternierend. Das gleiche gilt fiir die Z 

benachbarten Doppelpunkte. Der Knoten liegt also wieder 

alternierend. Die Gesamtzahl der Uberkreuzungen 

der Knotenprojektion hat sich dabei um eins verringert. 

# — Diese Deformation der Knotenprojektion dhnelt 

iibrigens der auf 8.147 dieser Abhandlung angegebenen 

Deformation, wo der Fall ausgeschlossen wird, da8 ein 

Fig. 6b. Strang je ein Gebiet I zweimal begrenzt. Nach endlich 

vielen Schritten miissen wir also zu einer Knoten- 

projektion gelangen, die die Voraussetzungen des obigen Satzes 
erfiillt, oder zum Kreis. 


Insbesondere ist also die Minimalzahl m der Uberkreuzungen eines 
alternierenden Knotens héchstens gleich dem Produkt der Torsionszahlen. 


v 
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Der Kreis hat die Torsionszah! Eins. Soll also eine vorgegebene 
alternierende Projektion die Projektion eines Kreises sein, dann miissen 
sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe des angegebenen Verjahrens die 
Uberkreuzungen herausdrillen lassen. 

In analoger Weise laBt sich entscheiden, ob eine vorgegebene alter- 
nierende Projektion die Projektion einer Kleeblatischlinge ist. Denn das 
Produkt der Torsionszahlen hat fiir dieselbe den Wert 3. Die Minimalzahl 
der Uberkreuzungen muB8 also kleiner oder gleich 3, also 3 sein; und ein 
Knoten mit drei Uberkreuzungen ist eine Kleeblattschlinge. 

2. Fiir die nichtalternierenden Knoten erhilt man nach (15a) 
des § 1 eine Determinante von der Form (1) des § 2, wenn man zulaBt, 
daB die a,, und die A, auch negative Werte annehmen diirfen. Hier 
gelten die Abschatzungsformeln des § 2 nicht mehr. Die Deter- 
minante kann beliebige Werte annehmen. 


Nehmen wir beispielsweise einen nichtalternierenden Brezelknoten mit 
zwei Gebieten und A bzw. B bzw. C Uberkreuzungen 


auf den einzelnen Straingen (Fig.7). Die Torsions- % 
zahl ist x 
|A4+B —B| 


t= | a B_o| 742-4 + 2) Fig. 7 


Fir A= B=3, C=2 ist t=3. Von diesem Knoten gibt es 
iibrigens keine alternierende Projektion. Gibe es nimlich eine 
alternierende Projektion, so kénnten wir sie mit Hilfe der von uns an- 
gegebenen Deformation in eine alternierende Projektion mit héchstens drei 
Uberkreuzungen iiberfiihren. Der Knoten miiBte also mit der Kleeblatt- 
schlinge oder dem Kreis identisch sein. Das ist aber nicht der Fall, denn 
seine Gruppe ist- von der Gruppe der Kleeblattschlinge bzw. des Kreises 
verschieden. 











(Eingegangen am 3. 5. 1929.) 
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Beitriige zur Differentialgeometrie zweidimensionaler 
allgemein-metrischer Flichen. 


Von 
Gerhard GriiB in Berlin. 


Der erste Teil der vorliegenden Arbeit, die an die Finslerschen') Unter- 
suchungen der Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen ankniipft, bringt 
im Anschlu8 an meine Dissertation*) einige weitere Ergebnisse tiber Kurven- 
netze ohne Umwege; u. a. den Begriff der Tchebychefschen Gewebe*), die 
auch zu diesen Netzen gehéren. Im zweiten Teil wird zunichst die Par- 
alleliibertragung auf allgemein-metrischen Flachen definiert, und zwar wesent- 
lich anders als in den Berwaldschen*) Untersuchungen allgemein-metrischer 
Raume. Diese Abweichung lieB sich angesichts der grundsatzlichen Unter- 
schiede zwischen den Entwicklungen von Finsler und Berwald nicht ver- 
‘meiden, von denen der erste den Begriff des Parallelismus gar nicht ein- 
fiihrt, wihrend Berwald ihn (wie auch die Winkel- und Langenmessung usw. ) 
beziiglich eines in der Mannigfaltigkeit gegebenen Feldes von ausgezeichneten 
Richtungen definiert, ein Gedanke, der den Finslerschen Untersuchungen 
und damit der vorliegenden Arbeit durchaus fremd ist. Ob sich die hier 
entwickelte Theorie der Paralleliibertragung als ebenso fruchtbar erweist 
wie die Berwaldsche, mu8 allerdings dahingestellt bleiben. Als erste An- 
wendung ergibt sich die Verallgemeinerung eines Zusammenhanges, der auf 


*) P. Finsler, Uber Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen, Inaugural- 
dissertation, Géttingen 1918. 

*) G. GriB, Uber Gewebe auf Flichen in dreidimensionalen allgemeinen metri- 
schen Raéumen, Math. Annalen 100, Heft 1. 

*) P. L. Tchebychef, GEuvres, 2, 8. 708. 

*) L. Berwald, Uber zweidimensionale allgemeine metrische Raume, Journ. f. d. 
r. u. ang. Mathematik 156, I, 8. 191 ff.; II, 8S. 211ff. Uber Paralleliibertragung in 
Raumen mit allgemeiner MaBbestimmung, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 34, Heft 9 
bis 12. Untersuchung der Kriimmung allgemeiner metrischer Raume auf Grund des 
in ihnen herrschenden Parallelismus, Math. Zeitschr. 25, S. 40 ff. 
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Flachen Riemannscher Metrik zwischen Tchebychefschen Geweben und 
Paralleliibertragung besteht®). Der dritte Teil enthalt einige Bemerkungen 
iiber die Méglichkeit, Flachenelement und Oberfliche einer allgemein-metri- 
schen Flache zu definieren. Auch diese Fragen sind schon von. Berwald*) 
untersucht worden, wobei wieder der Begriff des ausgezeichneten Linien- 


elementes eine Rolle spielt, wahrend die Finslersche Arbeit nichts iiber die 
Flachenmessung enthilt. 


I. 


1. Vorbemerkungen. Auf der in den dreidimensionalen Raum der x, 
(» =1, 2,3) eingebetteten Fliche z,=-2,(u,v) wird durch das Grund- 
integral eines einfachsten reguliren Variationsproblems die Lingenmessung 
eingefiihrt: die Kurve {u(t),v(t)} hat zwischen den durch ¢, und ¢, 
charakterisierten Punkten die Lange 


1) a= [F(x (u,v) Le 2 o') at = f fu v, u,v’) dt 
\ as * ’ > Oe ov a 4,0,U, ) 


,_ du ,_ dv 
(w = ’ v= a) ° 
Der Ubergang von den Parameterlinien « = konst., v = konst. zu anderen 
Parameterlinien geschieht durch die in einem Bereich (auf dessen Unter- 
suchung wir uns im allgemeinen beschrinken) regulire Transformation 


a(u, v) 
aa, 3) T° 





(2) u=u(i,t), v=v(i, 3d) 
und fiihrt das Linienelement 





ds =f(u,v,u’,v')dt tiber in ds= f(a, 6, @, 6’) dr. 


Bogenlange, Winkel usw. sind gegeniiber der Transformation invariant, daher 
kann man f(u,v,u’,v’) als MaBbestimmung der Flache bezeichnen. 

Die Funktion f sei fiir alle w, v des Bereiches und fiir alle u’, v’ mit 
Ausnahme von u’=v’=( definiert; sie sei (positiv) definit und speziell 
von Null verschieden, doch kann es vorkommen, da8 durch Einfiihrung 
gewisser Parameterlinien einzelne Punkte singulair werden (f= 0), und zwar 
dort, wo die Transformation (2) irregular wird. Ferner soll f in u’ und v’ 
positiv-homogen erster Ordnung sein, so daB folgende Gleichungen gelten: 


f(u,v, ku’, kv’) = kf (u,v, u’, v’) (k>0) 
(3) , , —_  —_ flow dees foe a 
Wht+vh=f, Seog =a Hh. 


5) L. Bianchi, Le reci di Tchebychef sulle superficie ed il parallelismo nel senso 
di Levi-Civita, Bolletino della Unione matematica Italiana 1 (1922), p. 1 ff. 

*) AuGer den unter *) genannten Arbeiten vgl. P. Funk und L. Berwald, Flachen- 
inhalt und Winkel in der Variationsrechnung, Lotos-Prag 67/68, S. 52 ff. 

: 11* 











164 G. Gras. 


Endlich sei f geniigend oft stetig differentiierbar nach allen Veranderlichen. 
Alle aus f durch die Transformation (2) erzeugten Funktionen / haben 
dann die entsprechenden Eigenschaften. 

Finsler definiert den Winkel q, unter dem sich die Kurven 
(C) = (uy (t), vg(t)) und (I) =(u,(t), v,(t)) schneiden, durch folgende 
Konstruktion: Auf der Kurve (I”) wird von dem Schnittpunkt der Kurven 
aus eine Bogenlange y = f f dt abgetragen und ihr Endpunkt auf die Kurve (C) 
transversal projiziert; ,,transversal“ heiBt, daB die projizierende Kurve die 
Kurve (C) transversal im Sinn des Variationsproblems 6 f f dt =0 schneidet. 
Die Lange der Projektion sei c. Dann ist nach der Finslerschen Definition 

1 & _ Wi far (.-- Uo, 1) + Vi fo (.-- Uo, %) 

(}) meas fC... ui, 0) 
sgn bleibt willkiirlich, |q| soll méglichst klein sein. Da der so definierte 
Winkel im allgemeinen von der Reihenfolge der Schenkel abhangig ist, 
unterscheiden wir den durch (4) definierten ,von der Kurve (/") zur 
Kurve (C) gemessenen“ Winkel g» von dem im umgekehrten Sinn ge- 
messenen Winkel (CI"). Nur im Fall der Riemannschen MaSbestimmung 
ist stets (Cr) = (re), bei beliebigem f(u,v, wu’, v’) nur, wenn sich die 
Kurven beriihren (cos CT’ = cos°'C == 1). 


2. Ein Satz iber Kurvennetze ohne Umwege’‘). Ein Kurvennetz 
. 6(u,v) 

(5) (I) u=—u(e,f), v=—v(a, pf) (a8) 7° 
heiBt ohne Umwege“ oder ein Gewebe, wenn die (im Sinn der Mab- 
‘bestimmung f gemessene) Bogenlinge eines beliebigen, nur aus Netzkurven 
bestehenden geschlossenen Weges gleich null ist. Voraussetzung ist, daf 
die Netzkurven in bestimmter Weise orientiert sind, was durch den de- 
finiten Charakter der Funktion f gewahrleistet wird. Offenbar ist fiir die 
Gewebeeigenschaft des Netzes (5) notwendig und hinreichend, daB 





= cos (I'C), 





v,)=0 


‘a? 


(6) J= A fu, V, Us, Vg) — yf u, v,u 
gilt. Unter den Winkelhalbierenden des Netzes (5) sollen nun die Kurven 
verstanden werden, die in jedem Punkt mit den Netzkurven « = konst. 
bzw. £ = konst. gleiche Winkel einschlieBen, und zwar von den Netzkurven 
zu den Winkelhalbierenden gemessen, d. h. die Integralkurven 

(7) u=u,(t,A4), v=—v,(t, A) 


*) Ausfiihrliche Literaturangaben iiber Kurvennetze ohne Umwege auf Flachen 
im Euklidischen Raum bei G. Scheffers, Einfiihrung in die Theorie der Kurven in der 
Ebene und im Raum, 2. Aufi., 1 (1911), 8.181. Auf allgemein-metrischen Flichen 
sind solche Netze in der unter *) genannten Arbeit untersucht worden. 
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der Differentialgleichung 








ta fur(.-- Ug, U6 )+ Vale (.-. Uh, 0) Uphur(... UG, V6) + UBS (.-. 5,05) 
(8) a = Wee ug, vg) ~= Se, 


wo w durch diese Gleichung als der halbe Maschenwinkel des Netzes de- 
finiert wird. Mit Hilfe der Winkelhalbierenden (7) geht die Integrabilitats- 
bedingung (6) iiber in 


G ( »%) C) 1 ’ , 6 1 , , 
(9) et (Saw) fa (tes 0.0» %) — (sao) fy (U, ¥, Ug, 14) = 0, 


worin @ die linke Seite der Euler-Weierstra8schen Differentialgleichung 
(10) G = f,(u, v, ug, 04) + (Ug V4 — V4 Ue ) 

+ foe (u, v, U6; U9) a2 fe y (Us v; Us, %) =0 
bedeutet. Aus der Gleichung (9) folgen nun leicht zwei Satze iiber gestrei/te 
Gewebe*), unter denen solche verstanden werden sollen, bei denen der halbe 
Maschenwinkel w, der stets von den Netzkurven zur Winkelhalbierenden 


gemessen wird, lings der Transversalen der Winkelhalbierenden konstanten 
Wert hat. 


Satz. Konstruiert man zu einem vorgelegten gestreiften Gewebe (1) 
ein zweites Netz 


(11) (II) u=u(a,b), v—v/(a,d) 7 0 


dadurch, daB man in jedem Knotenpunkt des Netzes (1) zwet mit seiner 
Winkelhalbierenden den Winkel 0< @=m +9 < “ einschlieBende Kurven 
konstruiert, wobet go = y(u,v) laéngs der Transversalen der Kurven (7) 
konstant ist, dann ist auch das Netz (11) ein gestreiftes Gewebe. 


Umkehrung: Bilden zwei Gewebe mit ihren gemeinsamen Winkel- 
halbierenden die Winkel w und @, deren Differenz p (0<|p|< 2) lings 
der Transversalen der Winkelhalbierenden konstant ist, dann sind beide 
Gewebe gestreift. 


Beweis des Satzes. Die Konstruktion des Netzes ist so durchfiihr- 
bar, daB man bei gegebenem ¢ (uw, v) (- o<o< $ — o) zwei vonein- 
ander verschiedene Lésungen U’/V’ der Gleichung 

U' fur (%, v, UG, 16) + Vf (u,v, UG, %) 
f (u,v, U’, V’) 
sucht und die so erhaltenen Differentialgleichungen 


(2) £.{= 
= —(F : az = (Fr), 


*) Vgl. R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Oberfliche mit einem biegsamen 
unausdehnbaren Netz, Sitz.-Ber. d. B. M. G. 5 (1906), 1. Stiick, 8. 9. 








= C08 @ = cos(w + g) 
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integriert. Die Integralkurven bilden das Netz (II), dessen Winkelhalbierende 
die Kurven (7) sind. Da nun das Netz (I), das ja die gleichen Winkel- 
halbierenden hat, ein Gewebe ist, ist Gleichung (9) erfiillt, und da es gestreift 
ist, gilt 

‘ a / 
(12) 4: (Sea) t+ ¥5 (ew) a= 0, 


ou 





worin du,, dv, die zu uw, v5 transversale Richtung bestimmen: 

(13) du, f,,(u, v, Ug, vg) + dv, f,,(u, v, Us, vo) = 0. 

Aus (9), (12), (13) folgt G(u,,v,)=0, d. bh. die Kurven (7) sind geo- 
datische Linien. Also ist das Netz (Il) dann und nur dann ein Gewebe, wenn 


(14) pe ): f,(U, V, Ug, 0) = (sos) fo (u, 0, us, 0) = 0 


éu \cos@ \ COS w 





gilt, d. h. (II) ist entweder ein gestrei/ies Gewebe oder gar keines. Da 
aber nach Voraussetzung dy=0, also auch dm=0 lings der Trans- 
versalen gilt, ist Gleichung (14) erfiillt, womit der Satz bewiesen ist. 
Beweis der Umkehrung. Da die Netze (1) und (II) nach Voraus- 
setzung Gewebe sind, gilt die Gleichung (9) fiir w und @ = w + ¢, d.h. es ist 


(15) @(u,, vy) cos m + sin» (S- f..(w, V, Ug, U5) — fy (u; v, ud, v)) — 


év 
(16) G (uy, ¥,) cos (@ + —) 


: ,(/@ age” a(@ , Zs 
+sin(w +p) (“S*” §,(u, », Ug, Vo) — Ste) £(u,e, U9, 04) = 0; 


da (u,v) nach Voraussetzung lings der Transversalen konstant ist, 
schlie8t man aus (12) (wenn w durch » ersetzt wird) und (13) 


é , , 
 f,(u, v, Ug, Vo) — 2 Ff, (u, v, Ug, 1) = 9, 


so daB (15) und (16) in zwei homogene lineare Gleichungen fiir G(u,, v,) 


und oe fe (... tg, 0) — fag («++ tg, vg) iibergehen, deren Determinante 


sin (wm + @) cos w — cos(w + ~)sinw = sing 
nicht verschwindet. Also sind die Winkelhalbierenden der Gewebe Extremalen, 
und die halben Maschenwinkel w bzw. @ sind langs der Transversalen der 
Winkelhalbierenden konstant, d. h. die Gewebe sind gestreift. 
Die eben bewiesenen Sitze sind Verallgemeinerungen zweier von 
R. Rothe *) bewiesenen Sitze iiber Gewebe auf Flichen mit Riemannscher 
MaBbestimmung. Dort handelt es sich um Netze, die zueinander orthogonal 


*) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe (,,Kurven- 
netze ohne Umwege“ ), Sitz.-Ber. d. B. M. G., 7 (1907), 1. Stiick, S. 16. 
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sind, fiir die also =F — 2q ist; hier wird nur vorausgesetzt, daB » 
langs der Transversalen der Winkelhalbierenden konstant ist, d.h. @ ist 
eine beliebige Funktion von @ allein. Allerdings lassen sich die Satze im 
Fall der Riemannschen Metrik deshalb leichter formulieren, weil der Winkel 
zwischen verschiedenen Richtungen additiv ist, wahrend hier alle Winkel 
zu den Winkelhalbierenden hin gemessen werden miissen, damit sich die 
Satze so aussprechen lassen. ‘ 

3. Tchebychefsche Gewebe. Eine besondere Art von Kurvennetzen 
ohne Umwege und zugleich die zuerst untersuchten sind die Tchebychef- 
schen Gewebe*®) oder Netze aquidistanter Kurven. Genau wie auf Flachen 
Riemannscher Metrik werden sie im Sinn einer allgemeinen MaSbestimmung 
dadurch charakterisiert, daB die Gegenseiten in einem beliebigen einfachen 
Netzviereck einander gleich sind, mit anderen Worten: Hin Kurvennetz 


(17) (III) u=u(e,p), v=v(a, B) aap) +9 





bildet ein T.-Gewebe, wenn die Kurven 8 = konst. auf den Kurven « = konst., 
und die Kurven « =konst. auf den Kurven 8 = konst. gleiche Bogenlangen 
Jf fdt abschneiden. 

Also ist die algebraisch gemessene Bogenlange eines beliebigen Netz- 
eckes null, d. h. T.-Gewebe sind Kurvennetze ohne Umwege. Sie werden 
analytisch durch folgende Bedingung charakterisiert. 

Satz. Das Netz (Ill) ist dann und nur dann ein T.-Gewebe, wenn 
die Funktionen u(«, 8B), v(a, 8) die Bedingungen: 


(18) < f (u,v, uy, v4) = 0, Ff (u, 0, U4, 0,) = 0 
erfiillen. 


Beweis. 1. Wenn das Netz (III) ein T.-Gewebe ist, gilt nach der 
Definition 


J f(u,v,u,,0,) de |p» = f f(U, 0, U,.0,) Be |> cone. 
a=a, a@=a, 
fiir jeden Wert a, #, also Fpl (te, 0, ts 04) =. Entsprechend ergibt sich 
die zweite Gleichung (18). 

2. Aus — f (u,v, Up, Vg) = 0 folgt f(u,v,u,s,0,)= p(B). Daher ist 


die von den Kurven § =f, und f auf der Kurve «=a, abgeschnittene 
Bogenlange 


2B 
8 (ct; B, By) a | p(B)dp = P(B) — P(f,) 


0) Vgl. FuBnote *). ,Tchebychefsche Gewebe“ werden zur Abkiirzung im folgenden 
T.-Gewebe genannt. 


- 














168 G. GriB. 


unabhangig von «,, d. h. die Kurven § = konst. schneiden auf allen Kurven 
der Schar « = konst. die gleichen Bogenlingen ab. Entsprechendes folgt 
fiir die von Kurven « = konst. auf Kurven £ =konst. abgeschnittenen 
Bogenlaingen. Die Gleichungen (18) zeigen, daB die allgemeine Integrabili- 
tatsbedingung (6) der Gewebe fiir T.-Gewebe in zwei Gleichungen zerfallt. 

Schneidet die eine Kurvenschar eines T.-Gewebes die zweite Schar 
transversal, so sind die Kurven der zweiten Schar Extremalen; das folgt 
einmal daraus, daB sie die Gefillkurven einer Schar geoditischer Aqui- 
distanten sind’*). Es la8t sich aber auch unmittelbar beweisen, und zwar 
am einfachsten, wenn man das T.-Gewebe selbst als Netz der Parameter- 
linien benutzt: 

Durch die Transformation (17) mége f(u,v,du,dv) in g(a, 8,da,dp) 
iibergehen; fiihrt man auf den Kurven « = konst. 8 und auf den Kurven 
8 = konst. « als Parameter ein, dann erhalt man an Stelle der Gleichungen (18) 


as) a) 9 («,B,0,1) =~ gy (a,8,0,1) =0 
b) 5 9(«,B,1,0) = 5 ge (a,f,1,0) =0. 


Wenn nun die Kurven £=konst. die Kurven « = konst. transversal 
schneiden, ist 


(20) Ua fy (U, V, Ug, Vg) + Va for (U,V, Ug, Vs) = 0 
oder beziiglich der a-8-Kurven als Parameterlinien 
(21) 1-ga (a, B,0,1) + 0-ge (a, 8,0,1)—0. 


Aus (19a) und (21) folgt nun, daB die Kurven a = konst. geoditische 
Linien sind. Denn die Euler-WeierstraBsche Differentialgleichung 


(22) (a’ B’ — p’ a”) 9, (a, B, «’, B’) + gpra(e, Ba’, B’) —gag(a, Ba’, p’)—0 
nimmt fiir «’ = «’ = 0 die Form 
a* a* 
paapr 9 (B01) — 0B @a’ g («, 8,0, 1) =0 
an, in der nach (19a) der erste und nach (21) der zweite Summand ver- 
schwindet. (19b) wird hier natiirlich nicht benutzt. Im allgemeinen**) 


**) C. Carathéodory, Die Methode der geoditischen Aquidistanten und das Pro- 
blem von Lagrange, Acta Mathem. 47 (1915), Heft 3. 
2) W. Blaschke, Réumliche Variationsprobl mit symmetrischer Transversali- 





tiitsbedingung, Berichte d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, Math.-phys. 
Klasse 68 (1916), S. 50ff.; J. Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer 
Kurven, ebenda 8. 123ff.; G. GriiB, Die ebenen Variationsprobleme mit symmetri- 
scher Transversalitétsbedingung, Math. Zeitschr. 29, S. 470ff. 
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ist die Transversalitatsbedingung (20) nicht symmetrisch, so daB die eine 
Kurvenschar eines T.-Gewebes die andere Schar transversal schneiden kann, 
ohne daB das Umgekehrte auch zutrifit. Ist aber der im Sinn der Maf- 
bestimmung f gemessene rechte Winkel unabhingig von der Reihenfolge 
der Schenkel, dann erhalt man den 


Satz. Hin symmetrisch-transversales T.-Gewebe besteht aus zwei 
Scharen geoddtischer Linten. 

Die Frage nach der Existenz von T.-Geweben auf einer bestimmten 
Flache mit gegebener MaSbestimmung f kniipft an die Gleichungen (18) 


an, die zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die un- 
bekannten Funktionen 


(23) u=u(a,p), v=v(a,£) 


darstellen. Aus dem Existenztheorem fiir partielle Differentialgleichungen 
folgt also, daB sich — gewisse Regularitaitsbedingungen vorausgesetzt — 
auf Flichen beliebiger Metrik T.-Gewebe konstruieren lassen. Dagegen ist 
die Frage nach der Existenz von T.-Geweben, deren Kurvenscharen sich 
einseitig oder symmetrisch transversal schneiden, deshalb schwieriger, weil 
dann zu den Gleichungen (18) noch Gleichung (20) hinzutritt bzw. 
Gleichung (20) und diejenige, die aus ihr durch Vertauschung von «, 8 
hervorgeht. Dann miissen aber, damit eine Lésung méglich ist, gewisse 
Integrabilitatsbedingungen erfiillt sein, die notwendige Bedingungen fiir die 
MaBbestimmung / darstellen. 


IL. 


4. Parallelismus auf Flachen allgemeiner Metrik. Die von 
Levi-Civita definierte Paralleliibertragung eines Vektors auf einer Flache 
mit Riemannscher Metrik hat folgende Eigenschaften: 


1. Geodatische Linien sind Kurven konstanter Richtung u. u., d.h. 
die Tangentenvektoren einer geoditischen Linie gehen durch Parallelver- 
schiebung lings dieser Kurve auseinander hervor, und diese Eigenschaft 
der Tangentenvektoren ist fiir die geoditischen Linien charakteristisch. 

2. Bei simultaner Parallelverschiebung zweier Richtungen bleibt der 
Winkel zwischen ihnen erhalten. 


3. Die Lange eines Vektors bleibt bei der Parallelverschiebung er- 
halten. 


Es soll nun gefordert werden, da8 bei der Ausdehnung des Begriffes 
der Paralleliibertragung auf allgemein-metrische, zunichst nur zweidimensio- 
nale Mannigfaltigkeiten jene unmittelbar anschaulichen Eigenschaften er- 
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halten bleiben. Tatsichlich wird sich zeigen, daB der Parallelismus durch 
diese Forderung eindeutig definiert werden kann, wenn die zweite Eigen- 
schaft in folgender durch die Besonderheit der Winkelmessung (vgl. S. 164 
und 167) nahegelegten Form priazisiert wird: 

2’. Bei simultaner Paralleliibertragung von zwei Richtungen bleibt 
der von ihnen eingeschlossene Winkel konstant, wenn er als Differenz der 
beiden Winkel erklart wird, die von den beiden Richtungen zu einer kon- 
stanten Richtung hin gemessen werden; die konstante Richtung wird in 
Obereinstimmung mit 1 durch die Extremale definiert, die durch den 
Anfangspunkt (u,v) der Verschiebung (du, dv) geht und dort die Richtung 
(du, dv) hat. Gleichwertig mit der Bedingung 2’ ist offenbar die folgende: 

2”. Bei der Parallelverschiebung einer Richtung bleibt der von dieser 
Richtung zu der oben charakterisierten Extremalen gemessene Winkel 
konstant. Da 2’ aus 2” folgt, ist klar; aber auch umgekehrt ist mit 2’ 
auch stets 2” erfiillt: man braucht nur die eine der beiden Richtungen 
in 2’ mit der Verschiebungsrichtung (du,dv) zusammenfallen zu lassen, 
die nach 1 bei Paralleliibertragung lings (du,dv) mit der Tangenten- 
richtung der oben charakterisierten Extremalen iibereinstimmt, so dab die 
in 2° betrachtete Winkeldifferenz gerade der Winkel ist, dessen Konstanz 
in 2” gefordert wird. 

Werden die in 2’ bzw. 2” betrachteten Winkel im entgegengesetzten 
Sinn gemessen, so gelangt man zu einer zweiten Form des Parallelismus 
(vgl. 9). 

5. Die Differentialgleichungen des Parallelismus. Auf der 
Flache, die durch die Parameterlinien u — konst., v = konst. orientiert sei 
und das Bogenelement ds = f(u,v,u’,v’)dt haben mége, wird im Punkt 
(u,v) ein ,,Vektor“ durch seine Komponenten £,7 definiert; er soll die 
Richtung du: dv = &:n und die Lange 1/=f(u,v,é,7)>0 haben. Der zum 
Vektor (&,7) gehérige ,,Einheitsvektor* hat demnach die Komponenten 


é n 7 . . : 
Facecdies’ Wales’ Wie andern sich nun die Komponenten é, 7 eines 


Vektors, wenn er lings des Weges du,dv im Sinn der Forderungen 1, 2’ 
bzw. 2”, 3 parallel verschoben wird? Man mu8 die Fille **) 

a) Verschiebung in einer von der Richtung des Vektors verschiedenen 
Richtung: §:y + du:dv oder §=Adu, n=Adv, i< 0; 


b) Verschiebung in Richtung des Vektors: § = Adu, 7 =idv, 4>0 
unterscheiden. 


8) Gilt auBer Gleichung (3) auch f*(u, v, ku’, kv’)=|k\|f (u,v, wu’, v’) fir 
k<0, dann ist a) &:97+du:dv und b) &:,7=du:dv zu unterscheiden, dh. die 
Fille f=idu, »=idv, 4<0 und 2>0 werden gleich behandelt (vegl. 6). 
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Zunichst der Fall a). Die Forderung 2” bedeutet, dab 


Efy (u,v, du,dv)+nf,(u,v,du pS) 
f(u,v,§,”) 


und die Forderung 3, daB f(u,v,&,7) konstant sein soll. Also wird 
dé ty (...du,dv) + dy fy (...du,dv) + Edfy(...du,dv) 
+ ndfy(...du,dv) =0 
dé fu (...5,0) + dn fo (..-€,9)+ dufy(...&,9) 
+ dvf,(...&) =0. 
In den beiden letzten Gliedern der 1. Gleichung treten bei der Ausfiihrung 
der Differentiation die zweiten Differentiale von u und v auf; da aber die 
Verschiebung lings des Linienelements (du,dv) der geodiitischen Linie ge- 
schieht, liefern die Eulerschen Differentialgleichungen 
(25) f,(...du,dv)—df,(...du,dv)=0, f,(...du,dv)—df,(...du,dv)=0. 


Also wird 





cos (&, 7; 7; du, ,dv)= 


(24) 


dé fy (...du,dv) + dy fy (...du,dv) 

= — fy(...du,dv)é — fy(...du,dv) 
dé fy (.. -€, ) + dn fy (. »€, ) 

=~ = ...65)00 4 6.. Lee 


(26) 


und wenn 
(27) 4=fy(...du,dv) fy (...€,9) — fu (..-€,9) fo (...du,dv) + 0 
ist, 
baie .§,9) +dvfe(...8,n)] 
— fa (oes Bon) LB felo--du,d0) +.9fo(...du,dv)]} 


| ama fle -baN Lede, d0) 4 af .du,dv)} 
— fyr(...du,dv) [du fy(...€,9) + dvf,(...&,n)]}. 

Das sind die Differentialgleichungen der Paralleliibertragung im Fall 4 +0; 
die rechten Seiten sind positiv-homogen erster Ordnung sowohl in &, 7 als 
auch in du,dv. Daraus folgt, daB fiir verschwindende ¢,7 oder du,dv 
auch dé,dy null sind. Setzt man f= ) Zu’?+2Fu'v’+Gv"*, dann 
erhalt man die bekannten Gleichungen von Levi-Civita, deren rechte Seiten 
in &,; du, dv bilinear sind’). Bezeichnet man mit £:% die zu é:, mit 





du:dv die zu du:dv konjugierte Richtung, dann ist 


14) Die Berwaldschen Differentialgleichungen sind auch bilinear; das liegt daran, 
da8 die allgemeine Ma8bestimmung durch die Einfiihrung des Feldes ausgezeichneter 
Richtungen auf eine ,,tangierende Riemannsche Metrik“ zuriickgefiihrt wird. 
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E fy (u, v,&,n) + ij fo (u,v, &, 7)= 0 


(29) du fy (u,v, du,dv) + dvfy(u,v,du,dv)=0. 

Also versagen die Differentialgleichungen (28) dann und nur dann, wenn 
zu : und ri die gleiche transversale Richtung gehért. Das geschieht ein- 
mal, wenn § = Adu, 7 =idv, 4 > 0 ist (das ist der nachher zu erledigende 
Fall), es kann aber auch sonst fiir gewisse diskrete Richtungspaare :, ri 
vorkommen. Fiir solche ,,singuldren“ Richtungspaare kann eine Parallel- 
verschtebung im obigen Sinn nicht definiert werden. 


Ist die zu der MaBbestimmung f gehérige Transversalitatsbedingung 


symmetrisch, so kann 4 = 0 nur fiir : = - eintreten; denn dann ist so- 


wohl : als auch = die zu == = gehérige transversale Richtung. Speziell 
v 


<3) | vert 


versagen also im Riemannschen Fall die Differentialgleichungen des Par- 
allelismus fiir kein Richtungspaar 5 +o (vgl. FuBnote **)). 
6. Der Fall b) §=Adu, »=Adv, 4>0. Die Ableitung der Glei- 


chungen (28) versagt, weil cos (¢, 7; du, dv) = 1 ist. Soll aber nach der Forde- 
rung 2” der Winkel Null zwischen den Vektoren (£, 7) und (du, dv) erhalten 


bleiben, dann muB die Richtung : stets mit der Richtung der geoditischen 
Linie zusammenfallen, deren Anfangsrichtung = ist, also a(2) =d (35) 


du 
= > und nach der Euler-Weierstra8schen Differentialgleichung: 
f, (...du, dv) du? (Edn — ndé) 
| +&*(f,..(...du, dv) —f,,,(...du, dv)) =0 
(30) bzw. 


fx(.--du, dv) dv*(nd& — Edn) 
+97 (fry (.-.du, dv) — fs (...du, dv)) =Q. 


Aus Gleichung (30) und der 2. Gleichung (24) (Forderung 3) erhalt man, 
wenn man é =Adu, 7 =Adv, 4 >0 beachtet: 
dg — Efe (..-§. 9) [few (.--du, dv) ~fow (... du, dv)} 
f,(...du, dv) f(...du, dv) du 
_ Flfa(.--&, 2) dutf,(...5,0)dv] _ afvl--)[---] 
(31) f(.--§,”) fy f-de 


dn — —ofu(---§, 9) [few (..-du, dv) — few (...du, dv)) 
es f, (...du, dv) f(...du, dv) du 


_ afe(.--8, 0) aut fe(..-€, 040) _ —nfe(-dfe--] _ 

















f(...€, 9) fy-f-de 




















Differentialgeometrie allgemein-metrischer Flaichen. 173 


Die Gleichungen (31) liefern stets dé und dy, da entweder du oder dv von 
Null verschieden ist. Auch sie gehen in die von Levi-Civita aufgestellten 
Differentialgleichungen des Parallelismus iiber, wenn man die Ma8bestimmung 
auf die Riemannsche spezialisiert, wie es nach der geometrischen Ein- 
fiihrung des Parallelismus nicht anders zu erwarten ist. 

Zu den fiir den Fall b) giiltigen Differentialgleichungen (31) gelangt 
man auch durch Grenziibergang aus den Gleichungen (28). Setzt man 
namlich dv —myndu=0, also §=midu, y=Adv (A>0), und labt 

g 


m= =) : (5t)- 1 gehen, dann konvergieren Zahler und Nenner in Glei- 


chung (28) gegen 0, und man erhilt 
: fo (...du, dv) [Adu® fy (...&,9)+idudvuf,, (...&, 7) 

jim dé = ae a 

__ few (.--&, madulé fy(.-.du, dv) +n f,(..-du,dv)]+Aduf, (..-§, 0) fu(...du, dv) 
Af (...du, dv) fare (..-&, 9) . 
: wo (---&, nAduléf,(...du,dv)+nf,(...du, dv 

lim dy = 4 Tp ph ee ate 

4 Adah (2-55 fa odd) fee (dts dv) [4dU* fee (--- 8 thd d0 fw 6-80) 
Af (...du, dv) fury (.--&, 9) ‘ 

Das sind tatsichlich die Gleichungen (31), wenn man noch die 
Homogenitatsbedingungen der Funktion f und ihrer Ableitungen, sowie die 
Gleichungen § = Adu, » = Adv beachtet. 

Die Gleichungen (28) und (31) definieren also die Paralleliibertragung 
im Sinne der MaSbestimmung f bis auf den Fall der oben charakterisierten 
singuliren Richtungspaare, die, wie gesagt, bei MaSbestimmungen mit 
symmetrischer Transversalitétsbedingung nicht auftreten kénnen. 

7. Invarianz gegen Punkt- und Parametertransformation. 
Die Gleichungen des Parallelismus sind von der Wahl der Parameter- 
kurven unabhiangig, d. h. folgendes: Neben dem Koordinatensystem der 
u-v-Linien betrachte man das der «-f-Linien, das durch die (regulare) 
Transformation u—wu(«e,f), v=v(e«, 6) eingefiihrt wird; in ihm ist 
das Bogenelement ds =/f(«,8,da,df8)=f(u,v,du,dv); der Vektor 
E=Adu, n=Adv,4>0, mit der Lange f(u, v, 4du, Adv) hat im System 
der «-£-Linien die Komponenten 

& = ida =A(a,du +a, dv) 
7 = 1d6p =1(p,du + B, dv) 














und die Lange 

f(a, B, §, 7) =Af (e, B, du, 58) —Af(u, v, du, dv) =f (u, v, Adu, Adv). 
Verschiebt man nun den Vektor lings eines bestimmten Weges parallel, 
indem man einmal das Koordinatensystem (u,v) und die Differential- 
gleichungen (28) bzw. (31) benutzt und dann das System der «-f-Linien 
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und die entsprechenden mit f(a, B, a’, B’) gebildeten Differentialgleichungen, 
dann gelangt man zu dem gleichen Schlu8vektor — vorausgesetzt, daB die 
Paralleliibertragung iiberhaupt méglich ist. Zum Beweis geniigt die Uber- 
legung, daB die geometrische Charakterisierung des Parallelismus invariant 
gegen Koordinatentransformation ist. Tatsiachlich sind Lange des Vektors, 
Winkel mit der Verschiebungsrichtung, Eigenschaft einer Kurve, geoditische 
Linie zu sein, invariant gegen die Punkttransformation, und somit liefern 
die Differentialgleichungen (28) bzw. (31), fiir das eine oder das andere 
System von Parameterlinien + Aerie entsprechende Variationen der 
Vektorkomponenten. Die Invarianz gegen Parametertransformation auf der 
Kurve u(t), v(t), lamgs deren der Vektor parallel verschoben wird, liegt 
auf der Hand, da die Gleichungen (28) und (31) nur die Differentiale der 
Flachenparameter u,v enthalten. 


8. Parallelismus und T.-Gewebe. Zwischen dem im vorhergehenden 
definierten Parallelismus und den T.-Geweben besteht ein Zusammenhang, 
der, soweit es sich um Flachen Riemannscher MaSbestimmung handelt, 
von Bianchi**) entdeckt wurde. Es gilt naimlich der folgende 


Satz. Ist das Netz 


ac u=u(a, p) a(u, v) 
(32) eeegs a(a,B) 


ein T.-Gewebe, dann gehen die Tangentialeinheitsvektoren einer Schar von 
Netzlinien langs einer beliebigen Kurve der anderen Schar durch Parallel- 
verschiebung an dieser Kurve auseinander hervor. Dabei ist vorausgesetzt, 
dap die Richtungen der beiden Netzkurvenscharen nicht ,,singuldre 
Richtungspaare“ bilden, d.h. daB zu thnen nicht die gleiche Transversal- 
richtung gehért. 

Beweis. Der Vektor & = ~——“*—— guy, het die 


f (u,v, Ua, Va)’ f (u,v, Ua, Va) 
Richtung der Kurven £ = konst. und die Lange eins. Verschiebt man ihn 
langs einer Kurve « = konst. um ein unendlich kleines Stiick, das dem 
Parameterzuwachs df > entspricht, so andern sich seine Komponenten um 





+0 


sala CSCS de CRS Lh ha ld 
vm a OS 
0 eae = pee gi (t v, u,, v,)dB 
“Nea 





15) Vgl. FuBnote °). 





da 
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da das Netz (32) ein T.-Gewebe ist, also folgende Gleichungen gelten: 


of (u, », Ug, Vg) = fy (-++ Ug, Ug) Ua tf, (.-+ Ug, Ug) O, 
+ fy (- ++ tgs Up) Uga + fy (. ++ Ug, Up) Us, = 9 


fl U,V, Uy, V,) = fy (-++ Uys Vy) Up + fy (.-- Uys Vy) Ue 
eA & U,) Uap + f,, (... tgs v,) U2 = 0. 
Um den Satz zu beweisen, muB gezeigt werden, daB diese Anderungen 
dé, dn mit den linken Seiten d*:, d*» der Gleichungen (28) iibereinstimmen, 


Ua Ve 
f(--- ta, al?)  Fe-s tay Ya)” du=u,dB, du=v,dp 


gesetzt wird. Man findet, wenn man Gleichung (34) benutzt und die positive 
Homogenitét erster Ordnung von /,(u,v,u’,v’), f,(u,v,u’,v’), nullter 
Ordnung von f,,(u,v,u’,v’), f,,(u,v,u’,v’) beachtet, 


wenn darin § = 





d*é = —fu(...ug, 0g) OB [fur(..+ Ua, Va) apt fe (.++ Ua, Ya) Vag] 
f (--+ Uay Va) [fur (-+- Up, Of) for(-++ Mas Va) — fur («++ Was Vu) for (. ++ Up, V~)) 
4. fo (+++ Ua, Va) OB [fu (.+. Up, Ug) Uapt fu (-.- Ug, Up) Yap] 
f (++ Was Va) [fur (--- Up, 0B) for (--+ Ua, Va) — fur (-+-Uas Va) fo (++ Up, ¥p)} 
d°s— —fur(.-- Ua, Va) OB [fur (.-- Ug, 08) Uap tf. (.-- UB, UB) Vag) 
f (--+ Gas Va) [fur (+ Up, UB) for («++ Mar Va) — fur (--+ Ua, Va) fy (.-+ Up, VB) 
me fur (-+- Ug, vp) 4B [fu («++ Ua, Va) tap tle (... Ua, Va) Yap] 
f (++ Was Va) Furl. -+ Up, UB) for (- ++ May Va) — fur (++ Ua» Va) fr (. +. Ug, ¥g))’ 








(36) 











das heiBt 
4 one St a 
(37) a* =a A f(... Ua, Va) dé 
P * 4 Vag 4B —_ 
ot". 
worin 


(38) 4=f, (..- tgs Ug) fy (.-. Ug, Va) — fy (- ++ Uys O) fy (+++ Ug, Up) 
nach Voraussetzung von Null verschieden ist. Die entsprechenden Glei- 


chungen ergeben sich, wenn man den Vektor “2 » 7 

f (...ug, vg)’ fC... Ug, vg) 
langs der Kurven £ = konst. parallel verschiebt. Damit ist aber der Satz 
bewiesen. 


Es gilt auch die 
Umkehrung. Hin Netz 
u=u (a, B) 0(u, v) 

(32) alas og! TCH hea 
ist ein T.-Gewebe, wenn die Tangentialeinheitsvektoren der Kurven « = konst. 
lings jeder Kurve 8 = konst. durch Parallelverschiebung auseinander her- 
vorgehen, und ebenso die Tangentialeinheitsvektoren der Kurven B = konst. 
lings jeder der Kurven «= konst. Dabei ist 4 +0 vorausgesetzt. 














(39) 


(43) 


(44) 
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Beweis. Die Tangentialeinheitsvektoren der Kurven « = konst. bzw. 
8 = konst. haben die Komponenten 


iwi aot ae “whe eS ee ets 
§. "7p ey Tape) Oe 7  W7Gaed 


Aus der Voraussetzung der hier zu beweisenden Umkehrung folgen die 

Gleichungen 

Si da=—{f,(...u,de,v,da) [ude f, (...8,5m) +0, def, (8, 5m)] 
— fy (.-+& 5 73) [&, f, (---u, da, v, da) + 9, f,(...u,da, v,da)}} 

[Bete a elton atl mdereade) taf dern de) 
— fy (...u, da, v, da) [u, da f, (...&,,;) +v, def, (...&,,9,)]} 





(40) 


und 


dp = + {fi (..- ug@B, ae [up QB f,(.--Eyy My) + 0p OB fy (--- Fy g)] 
--€g, Me) [Enh +. Ug GB, v,dB) + ny f, (...ug dB, v,4B))} 
lao 1 Ef (Bas) [Ba felon tty 4B, 05 4B) +g fy (oo ttp GB, 05 8) 
.-- Ug dB, v, df) |u, df f, (.. -&4, Ny) + vg GB f, (.--F5 Ns))}- 


Fiihrt man linker Hand die Differentiationen aus und benutzt zur Um- 
formung der rechten Seiten auBer den Homogenititseigenschaften der Ab- 
leitungen von f(u,v,u’,v’) die Identitaten 


(41) 


+ fy (..- Megs Vg) Ug. thy (..-Ugs Us) Use 


[rere v, U,, V,) =f, (.--U,, 0) Uy + fF, (.--U,, 0.) Up 
+ fy (-++ Uy, 0) Ug + fy, (-++ Uys Uy) Ops 


: Jr U, Ug, Uy) =f, (... Uy, Vg) U, +f, (--- Ug, Ug) v, 
(42 


dann erhalt man aus (40) 


* ote) f, fas gy Vy) — SBP f, (... 450) E54] = 


Of (.- - ta, Ya) 
Sp fe ( 


s+ igs Op) — EG --Ste 0) p (., -U, 1%) + 7 4] = ai 


und aus (41) 





O7' (0. Mn, Ge oo Ug, 
he (tp Op) + 7a 4] — LO (ha. = 0 
Potutal ote [t. (... Ug, Ug) — > A|—20G--So 8) p(y, 0,) =0. 





0a 


f(.+- tas Ya) 





a | al ar nae en. im bee 2 6... 
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Die Ausrechnung der in den eckigen Klammern stehenden GréBen zeigt, 
daB die beiden Gleichungen (43) durch Multiplikation mit Gee) 
bzw. eee — Ausdriicke, die wegen f+0 ja nicht zugleich ver- 


schwinden kénnen — aus 


, OF... tes Me Of (...ug, v 
(45) Phe 8) #.. tgy Ug) — EBB OD (rg fy (oo. 0) Hg fy (o--tgs 9) =O 
hervorgehen, und daf& entsprechend die Gleichungen (44) der Gleichung 

(46) Peete) Ca, fay (oo. tgs 04) $0, fue (+ ttp, 0)) — “EER Fu, 0) = 0 


proportional sind. Da nun aber die Determinante des Systems (45), (46) 





(47) Deas f(... Ug, Up) — Ugly (++ Uys Vq) — Up fy (... Uys Ue) 
tg fe (+ tgs Oy) +0 fe (on tps 09) bP 
_ | 4. % |. fy (+++ Megs Og) fy (-++ Uys Vy) | ig 
= Us Up £,{..+ Met) a eore w = (U, U, v, Ug) A 











nach Voraussetzung von Null verschieden ist, folgt 


(48) Of (.-- Ma, Ya) _ 9 of(.-- “p. %) _ g 
ap “4 Oa ‘ 


Also ist das Netz (32) ein T.-Gewebe, w. z. b. w. 


Wie man sieht, geniigt es zum Beweis der Umkehrung nicht, voraus- 
zusetzen, daB nur die Tangentialeinheitsvektoren der einen Kurvenschar 
durch Paralleliibertragung lings der andern Schar zusammenhingen, da 
sowohl die Determinante der Gleichung (43) wie die der Gleichung (44) 
verschwindet, man. also nicht auf die Giiltigkeit der Gleichung (48) schlieBen 
kann. Wie man aber leicht iiberlegt, lat sich die Voraussetzung in der 
eben angegebenen Weise einschranken, wenn man an die Stelle der Hinheitts- 
vektoren (39) die Vektoren fj =u,, mi = ,; 2 = u,, m2 =v, treten laBt. 
Man gelangt dann namlich zu zwei Gleichungspaaren (43’) und (44’), die 
aus (43) und (44) durch Weglassen der die Determinante 4 enthaltenden 
Glieder hervorgehen. Also ist die Determinante des Systems (43’) gleich 
der des Systems (44’) gleich 4 +0 und man erhiilt sofort Gleichung (48). 
Tatsachlich gilt fiir die Anderung der Komponenten proportionaler Vektoren 
(&, 7) und (Aé, 4m) (4 > 0) durch Paralleliibertragung den Gleichungen (28) 
mfolge d*(A=)=Ad*é, d*(An)=Ad*n, wahrend die entsprechenden 
Gleichungen fiir die Differentiale nur fiir 4—konst. gelten. Das heibt 
aber, daB die in der Umkehrung des oben bewiesenen Satzes benutzte 
Voraussetzung, die die Tangentialesnheitsvektoren des Netzes betrifft, und 


Mathematische Annalen. 103. 12 
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die eben formulierte Voraussetzung iiber die Vektoren (u,, v,) baw. (w,, v,) 
dann und nur dann Aquivalent sind, wenn fr U,V, Ug, Vg) =O baw. 
af (u,v, u,,v,) = 90 gilt. Diese Gleichungen sollen aber gerade aus der 


ersten oder zweiten Voraussetzung gefolgert werden, so daB die beiden 
Voraussetzungen hier als wesentlich verschieden zu gelten haben. 

Wie schon oben bemerkt wurde, ist die Voraussetzung 4 +0 im Falle 
der Riemannschen Metrik und allgemein dann iiberfliissig, wenn die MaB- 
bestimmung eine symmetrische Transversalitétsbedingung besitzt, da dann 


4 =0 nur fir = = = gilt, und das ist nach Gleichung (32) nicht méglich. 





Fir f= (Eu? +2Fu'v' + Gv’* ist speziell 


(BG — F*) (tug vq — Ua Vg) 
VEui+...VEuz+... © 


Die Beweise lassen sich dadurch weitgehend vereinfachen, da8 man 
die Kurven a = konst., § —konst. selbst als Parameterlinien einfiihrt, was 
wegen der Invarianz der hier untersuchten Eigenschaften gegen Punkt- 
transformationen erlaubt ist. 

9. Zweite Form des Parallelismus. Der Vollstandigkeit wegen 
werde bemerkt, daB aus den in 4. formulierten geometrischen Bedingungen 
dadurch noch eine andere Form des Parallelismus abgeleitet werden kann, 
daB der nach der Forderung 2” konstant zu haltende Winkel zwischen dem 
Vektor, der parallel iibertragen werden soll, und der extremalen Verschie- 
‘bungsrichtung von dieser zu dem Vektor hin gemessen wird, anstatt um- 
gekehrt, wie es oben geschah. Nur fiir die Verschiebung eines Vektors in 
seiner Richtung ist dieser Unterschied belanglos, da der Winkel zwischen 
zwei zusammenfallenden Richtungen von der Reihenfolge der Schenkel unab- 
hangig gleich Null ist. Von dem Fall §=Adu, » =idv, 4>0 abgesehen, 
stimmt aber diese ,,zweite Form des Parallelismus“ mit der oben erhaltenen 
nur fiir die Riemannsche Metrik iiberein. Gegen die Brauchbarkeit der 
zweiten Form spricht in erster Linie die Tatseche, daB einige Unter- 
suchungen, in denen der Winkel zwischen einer Extremalen und einer be- 
liebigen Richtung eine Rolle spielt, die bevorzugte Stellung des zu der 
Extremalen hingemessenen Winkels erkennen lassen**), was hier der oben 
abgeleiteten Form des Parallelismus entspricht. AuBerdem werden die 
Differentialgleichungen. der zweiten Form bedeutend komplizierter. Sie 
mégen, ohne daB auf ihre der obigen ganz ahnliche Ableitung naher ein- 
gegangen wird, hier angegeben werden. Der Vektor sei wieder (é, 7), 


A= 








16) GriB, a. a. O. 





tie 
zu 
au 
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(du, dv) die Verschiebung. Im Fall § =idu, 7 =Adv, 4>0 gelten, wie 
schon oben bemerkt wurde, die alten Gleichungen (31). Ist édv + ndu, 
dann ergibt sich 


dé = aa Eyl Ble (u, v, é, n)—é(f, (u, v, é, n) du + f, (U, v, é, n) dv)| 


dy = aE R-f,,, (u,v, &,) — (fy (us v, & n)du+f, (u, v, &, y) dv)) 
mit 

(49) | R= 7a ON OTA GE a) G@dunFadey th (--- du, do) 

< [(f, ¢--& mdu+f, (...§, 9) dv) (f, (...du, dv) du+f, (...du, dv) dv) 
—f(...du,dv)(f,,,, (...& ) du* + (f,,, (..-89) +f, (6 9)) dudv 
+ fo (--» €, 9) dv*)) — [fuy(-.. du, dv) 

— fy, (.--du, dv)} [f,, (...du, dv) f, (...& 9) —fy (.-- 6 9) f,, (-..dudv)}}. 


Die rechten Seiten sind wieder positiv-homogen erster Ordnung sowohl 
in du, dv als auch in §,. Im Gegensatz zu den Gleichungen (28) ver- 
sagen die Gleichungen (49) nur im Fall dv — ydu = 0, wenn neben der 
Voraussetzung f(u,v,u’,v’)>O0 die Legendresche Bedingung f,+0 er- 
fiillt ist; singulire Richtungspaare wie im friiher behandelten Fall treten 
also dann nicht auf. Selbstverstindlich gehen die Gleichungen (49) in die 
Levi-Civitaschen Gleichungen iiber, wenn f(u,v, wu’, v’) die Wurzel aus einer 
quadratischen Form in wu’, v’ ist. Endlich kann man auch die in dem Fall 
E=Adu, n»=Adv, 24> 0 giiltigen Gleichungen (31) aus (49) durch den 
Grenziibergang ( =) : ($¢) = m-+1 ableiten, wie es oben durchgefiihrt wurde. 


\ 








Die Bianchische Relation zwischen T.-Geweben und Parallelismus laBt 
sich fiir die zweite Form des Parallelismus nicht allgemein beweisen, wie 


das Beispiel f = u’+-v’+ ) Hu’? + Gov’? lehrt. 


IIL. 


10. Flachenelement und Oberflache. Um eine Flacheninhalts- 
messung auf der durch die Parameterlinien «= konst., v= konst. orien- 
tierten Flache allein mit Hilfe der zugrunde gelegten Langenmessung*’) 
zu definieren, werde zunichst das Oberflichenelement do erklart, bezogen 
auf irgendein Kurvennetz « = konst., 6=konst., das durch u=u(a, f), 


v=v(a, B), o(s,9) 





O(a, B) +0 gegeben wird und im speziellen auch mit dem 
17) Die Berechtigung dieses Versuches mége dahingestellt bleiben; wahrend 

Finsler den Flacheninhaltsbegriff gar nicht einfiihrt, definiert Berwald ihn allein auf 

Grund der Langenmessung (vgl. FuBnote °)). 

b 12* 
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Netz der Parameterlinien zusammenfallen kann. Uber die Abhangigkeit 
des Flachenelementes do vom Ort auf der Flache und vom ,,Maschenwinkel* 
des a«-£-Netzes sollen die folgenden naheliegenden Voraussetzungen ge- 
macht werden: 


1. do ist eine Funktion allein der Linienelemente 
ds,=f(u,v,u,,v,)da, da,—f(u,v, Us, vs) dp 


und der Maschenwinkel w’ und w”, die in dem einen und in dem anderen 
Sinn gemessen werden**). Daraus folgt die Invarianz von do gegen regu- 
lare Punkttransformationen. 

2. do ist symmetrisch, sowohl in de,, ds, als auch in w’, w”. Dar- 
aus folgt, daB die Reihenfolge der beiden Scharen von Netzkurven keine 
Rolle spielt. 

3. do ist in ds,, ds, positiv-homogen erster Ordnung, wird also so- 
wohl fiir de —0( als auch fiir d8 = 0 von erster Ordnung null. 

4. do=sinw’-ds,-ds,=—sinw”-ds,-ds, fiir die Riemannsche Mab- 
bestimmung. 








Setzt man 
tha far(--- tg, 08) +¥afer(---tg,%p) 
— f(..+ Mas Va) “ae 
(50) fer ( ) for ( ) 
—_ “Bile +++ Ua, Va) + UBT a \--- Ua» Ma es ” 
pa f(.-. ug, vg) wae, 


dann soll also fir dea >0, dB >0 


(51) do= (d8,, d8,, u, 5, Mg.) 
= P(f(... Ug, V_)s f(--- Ug, Up), Mag Hp,) da dp 


sein, wobei p eine symmetrische Funktion von ds,, ds, einerseits und 
Hg 4g, andererseits ist. 

Die Oberfliche eines von den Kurven «=a,, a=a, und f= f,, 
8 = B, begrenzten Bereiches wird dann durch das Doppelintegral 


a, A, 
(52) O= [fdo— JJ v(t... %)s f(... tgs %)s Mags Mpa) da dB 
gemessen. 


Da durch u,.,—,,— die Riemannsche Metrik eindeutig bestimmt 
ist, kann die Voraussetzung 4 so formuliert werden: Es soll 


p (ds,, d8,, u, m) = ++ ds,-dé,: yl—p,? 


18) Vgl. 8. 164. 
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sein. Wohl die einfachste Funktion ’*) y, die dieser Bedingung geniigt, ist 


(53) p =+ ds,-ds,-~1— ug Mg, 
oder, wenn man die Werte fiir u,,, u,, aus Gleichung (50) einsetzt, 
(54) do=J/f(...u,,0,)-f(... Megs Og) [Fyr(--+ War Ua) for («++ Ups Vp) 
— fig («++ Ups Op) fy (+++ Ugs U_)] (U,V — V, Uy) da dp. 

Das Flachenelement (54) verschwindet also erstens, wenn die Linienele- 
mente die gleiche Richtung haben (u,v, — v, uy = 0), zweitens aber auch dann, 
wenn die Richtungen u,:v, und u,:v, ein singulaéres Richtungspaar in 
dem oben gebrauchten Sinn bilden, d.h. wenn zu diesen beiden Richtungen 
die gleiche Transversalenrichtung gehért. Das kann nicht eintreten, wenn 
die -zu der MaSbestimmung f gehérige Transversalitatsbedingung sym- 
metrisch ist. 

11. Anwendung. Schneidet die eine Schar des Netzes der a- und 
B-Linien die andere transversal, dann ist u,,—0 oder u,,= 0, also ver- 
einfacht sich das durch die Gleichung (53) definierte Flaichenelement zu 


(55) do = ds,-d8,=f(...U,,V,)f(... Ug, Ug) dadB. 


Geht man aber statt von dem speziellen Ansatz (53) von der allgemeinen 
Funktion (ds,,d8,, 4.,, Mg) in Gleichung (51) aus, dann mége die 
Form (55) fiir Flachenelemente beziiglich transversaler Netze gefordert 
werden, d. h. auBer den oben formulierten Bedingungen sol! die Funktion ¢ 
die weitere erfiillen, da8 


(56) ¢ (ds,, ds,, 0, Mg.) = y (ds,, d8,, U.2,0) = d8,-de, 
ist. 

Als ein einfaches Beispiel dafiir, daB sich unter diesen Voraussetzungen 
Relationen, die auf Flachen Riemannscher Metrik zwischen der Flachen- 
inhalts- und Langenmessung bestehen, auf den Fall allgemeiner Mab- 
bestimmung ausdehnen lassen, soll zum SchluB folgendes gezeigt werden: 

Der Fldcheninhali des Sektors eines geoddtischen Entfernungskreises 
tst gleich dem halben Produkt aus der Lange des Radius und der Lange 
des Kreisbogens, fiir den Fall, daB der Radius gegen Null konvergiert*°). 








19) Man erhalt die Form (53) aus der fiir die Euklidische Metrik charakteristi- 
schen Gleichung ,Fliche des von den Linienelementen gebildeten Parallelogramms 
= Produkt der Langen und des Sinus des eingeschlossenen Winkels“, wenn man in 
sin w = J 1 — cos* w das geometrische Mittel der beiden voneinander verschiedenen Werte 
cos @’ und cos@” an Stelle von cos einfiihrt. Diese Bemerkung soll indessen den 
sich nur durch seine Einfachheit empfehlenden Ansatz (53) nicht rechtfertigen. 

®) Einen ahnlichen Satz beweisen Funk und Berwald a. a. O. (FuBnote °). 
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Das ist offenbar eine Verallgemeinerung der Formel fiir den Inhalt 
eines Kreissektors in der Euk’idischen Ebene; auch auf Flachen mit 
Riemannscher Metrik la8t sich diese Formel nur mit der Einschrankung 
beweisen, daB der Radius des geoditischen Kreises gegen Null strebt, 
sie gilt also im Sinn einer allgemeinen Metrik genau so wie fiir 
ds* = Edu*+2Fdudv+ Gdv’*. 

Zum Beweise betrachte man eine einfach unendliche Schar geodatischer 
Linien, die vom Punkt (U,V) ausgehen, und die geoditischen Entfernungs- 
kreise um diesen Punkt, d.h. die Transversalen der geoditischen Linien. 

Das Extremalenbiischel habe die Gleichung 


(37 u =u, (t, A) 
7 
} v = v,(t, A), 


und als Parameter auf den einzelnen geodiatischen Linien werde durch die 
Gleichung 

t 

C] 8 Up \ 7] C7) 
t= [t(uys ty, 2, Sp)at>0, 1=f (ug, Maes se) 

0 
die Bogenlange f ds der betreffenden geoditischen Linie vom Zentrum 
des Biischels bis zu dem beliebigen Punkt (¢) eingefiihrt. Damit der geo- 
datische Abstand eines beliebigen Punktes (u,v) vom Zentrum eindeutig 


bestimmt sei, mu8 die Untersuchung auf ein uneigentliches Extremalenfeld 
um den Punkt (U,V) eingeschrinkt werden: 





(57a) aay +0 fir t>0. 
Nun gilt fiir jeden Wert A 

(58) U=u4u,(0,A), V=v, (0,4), 
und daher 


6%(0,4) __ @%(0,A) 


aA aA 0. 





Setzt man nun u,(t, A), v,(t, A) in der Umgebung von t = 0 als regular 
voraus, dann ist 








a ,A 0*u,(0,A . 
ay uate 17 ama GE 
Au, (t,A a*u,(0,A 

Sa hae t+). 


wo ((¢*)) Glieder von mindestens zweiter Ordnung in ¢ bedeuten. 
Die ersten Glieder rechter Hand -verschwinden nicht, da aus 





@*m(0,4) 9 (0,4) _ 
, atoA 


ataA = 
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folgen wiirde, daB (0, A), o + (0,A) fiir jeden Wert von A dieselben 


Werte haben, und des hieBe, das sich die oot Extremalen des Biischels 
in (U, V) beriithrten, was nicht méglich ist. Also darf man 


ste = tx(A) + ((t*)) (x (A) + 0) 
(59) av 

ote = ¢ 4 (A) + ((t*)) (4(4) +0) 
setzen. 


Der Wahl des Parameters ¢ entsprechend werden die geoditischen 
Kreise um (U,V) auch durch Gleichung (57) dargestellt, und zwar charak- 
terisiert ¢ den einzelnen Kreis, auf dem A als Parameter lauft. Ferner 
kann man wegen der Voraussetzung (57a) mit Ausnahme des Biischel- 
zentrums (tf =) iiberall die Parameter ¢ und A als Koordinaten einfiihren. 
Dann ist 


f(t, (t, A), U9 (t, A), du, dv.) =g(t, A, dt, dA) (t¢>0); 
speziell fiir die geoditischen Linien 
ds, =f (up, 0, 5°, <) dt —dt, 
und fiir die Kreise 


OU, bh 


dy =f (uy, %, =, +)dA=g(t, A,0,dA), 


oder, wenn man die Kreise so durchlauft, da8 dA > 0 ist, und Gleichungen (59) 
beachtet : 
ds, = 28; — konst.>0 = t-f (uo, Vo, * (A) + ((t)), A (A) + ((#))) dA. 


Fir t+ 0 wird f(u,, v9, x(A) + ((t)),4(A) + ((t))) eimem von null ver- 
schiedenen Wert-zustreben, da x(A) +0, 4(A) +0 sind und f als definit 
vorausgesetzt wurde. Man darf also 

f (tg (t, A), V9 (t, A), x (A) + ((t)), (A) + ((#))) = % (A) +#-», (#, A) 
mit »,(A)+0 setzen und erhalt 
(60) ds, =([t»,(A) +t», (t, A)]dA 


als Bogenelement des geoditischen Kreises mit dem Radius ¢; seine Bogen- 
lange zwischen den geoditischen Linien A, und A, > A, ist dann 


(Ay) 
(61) [asamt frayed +f, (t, A)dA. 


Nun ist nash Gleichung (56) der Inhalt des von den geoditischen 
Linien A, und A, und dem Kreis ¢ gebildeten Sektors 
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t A, 
- lim J fa tg(t, A,0,1)dA= f Fear tin A))tdtdA 


A, 
Sin (A) aA+<f> (8, A) dA (0<#8<t),*) 


wahrend das halbe Produkt der Lingen des Radius und des Kreisbogens 
den Wert 


ENC) Ada tt? f(t, Aad] 
A, 


ihe 


hat. Bildet man den Quotienten und laBt ¢ gegen 0 gehen, so wird 


J 
li 1 
= ie . 


und das ist der Inhalt des Satzes. 


™*) Da der Ubergang von den manera u,v zu den Parametern ¢, A nur fiir 


¢+0 gestattet ist, mu8 zunichst J = lim f foaeas gesetzt werden. 


r>0 1+ A, 


(Eingegangen am 4. 4. 1929.) 














Mémoire sur la représentation finie des fonctions continues. 


Premiére Partie: Les superpositions de fonctions absolument 
continues. 


Von 
Nina Bary in Moskau. 


Introduction. 


En 1881 Camille Jordan a introduit dans la science la classe im- 
portante des fonctions 4 variation bornée. Il donna pour la premiére fois 
leur définition dans une Note des Comptes Rendus Sur la série de Fourier’). 
Le titre méme de cette Note montre quelle était l’origine de la notion 
introduite*). Il s’agissait de généraliser les résultats classiques de Dirichlet 
sur la représentation des fonctions continues par des séries de Fourier. 
La condition que Dirichlet lui-méme avait imposée 4 la fonction dont on 
considérait la série de Fourier n’existe plus nécessairement pour la somme 
de deux fonctions si elle est vraie pour chacune d’elles. Il était néces- 
saire d’écarter cet inconvénient. Or, les fonctions 4 variation bornée intro- 
duites par Jordan, dont chacune est la différence de deux fonctions mono- 
tones, forment une famille invariante relativement aux quatre opérations 
de Varithmétique. 


La question qui se posait Setunellement au moment de la découverte 
des fonctions 4 variation bornée était celle de la relation entre la famille 
de toutes les fontions continues et la nouvelle famille de Jordan. On con- 
naissait déja exemple célébre donné par Weierstrass d’une fonction continue 
privée de dérivée finie en chaque point; cet exemple prouvait que la 


1) Séance du 31 janvier 1881. 
*) Cf. Ch. de la Vallée-Poussin, Communication faite au Congrés International 
des Mathématiciens & Strasbourg en 1920. 
Mathematische Annalen. 103. 13 
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fonction continue la plus générale n’est pas 4 variation bornée, donc, que 
la famille introduite par Jordan n’est qu'une partie de la famille générale 
de toutes les fonctions continues*). 


Les recherches ultérieures de M. Lebesgue ont montré que cette partie 
est trés petite: non seulement chaque fonction 4 variation bornée a une 
derivée presque partout, mais encore cette dérivée est sommable c’est-a-dire 
intégrable au sens de M. Lebesgue. 

On sait que étude des fonctions 4 variation bornée a été complétée 
par M. Vitali qui a trouvé un critére précis pour les intégrales indéfinies 
de M. Lebesgue et a donné le nom de fonctions absolument continues aux 
fonctions qu’il avait découvertes et qui ne forment qu’une partie de la 
famille des fonctions & variation bornée. Rappelons qu’une fonction f(z) 
est dite absolument continue dans (a,b), si la somme de ses oscillations, 
dans un systéme quelconque d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable 
@intervalles n’empiétant pas et contenus dans (a, 6), tend vers zéro avec 
la somme des longueurs de ces intervalles. 

Dans ces conditions on aurait pu croire qu'il est inutile de chercher 
& représenter chaque fonction continue au moyen d’un nombre fini de 
fonctions 4 variation bornée et a@ fortiori au moyen d’un nombre fini de 
fonctions absolument continues. 

Et cependant on peut démontrer que le probléme posé admet une 
solution positive. I] est, en effet, possible de représenter la fonction continue 
la plus générale sous la forme d’une somme de deux superpositions de 
fonctions 4 variation bornée 


F(x) = F,[®,(x)] + F,[%,(2)] 


et méme sous la forme d’une somme de trois superpositions de fonctions 
absolument continues 


= fr [91(2)] + fol va (2) + fel vs (2))- 


Ainsi une fonction continue arbitraire peut étre représentée au moyen 
de quatre fonctions 4 variation bornée 9u au moyen de six fonctions 
absolument continues. I] est intéressant de remarquer que le nombre de 
ces derniéres ne peut pas étre réduit. 

Cest létude de la représentation finie des fonctions continues au 
moyen de fonctions absolument continues qui est l’objet de ce travail. 
Voici le contenu des chapitres: 


*) Bien que les fonctions 4 variation, bornée peuvent étre discontinues, ici et 
dans tout ce qui suit, en parlant des fonctions 4 variations bornées, nous supposerons 
qu’il ne s’agit que de fonctions continues et & variation bornée. 





—_ wits @-® 6 td? 
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Dans le premier chapitre nous étudions les propriétés des fonc- 
tions qui sont des superpositions de fonctions absolument continues. 
Nous indiquons un critére nécessaire et suffisant pour qu’une fonction 
continue soit une telle superposition‘). I] résulte de ce critére qu'il 
serait inutile de considérer des superpositions multiples de fonctions 
absolument continues puisque la superposition de trois fonctions abso- 
lument continues se réduit toujours 4 celle de deux fonctions de la 
méme nature. 


Nous étudions également dans le méme chapitre une classe plus 
étendue de fonctions continues, c’est celle des fonctions jouissant de la 
propriété N. Cette classe importante a été introduite par M. Lusin®) qui 
fut conduit & la notion de ces fonctions en faisant une étude approfondie 
du probléme de lintégration dans toute sa généralité. I] est d’autant plus 
naturel de considérer ces fonctions dans le travail présent, que leur classe 
contient celle des superpositions de fonctions absolument continues, et 
qu’elles jouissent de plusieurs propriétés importantes qui appartiennent donc 
de méme aux superpositions. 

Dans le second chapitre nous étudions la somme de deux super- 
positios de fonctions absolument continues. Nous donnons d’abord une 
condition suffisante pour qu’une fonction continue soit une telle somme, 
et ensuite une condition nécessaire. Cette derniére condition nous conduit 
& une nouvelle classe de fonctions continues qui sont privées de cette 
propriété. Nous leur avons donné le nom de fonctions ridées. Une fonction 
ridée ne peut pas étre présentée sous la forme d’une somme de deux super- 
positions de fonctions absolument continues. 


Enfin dans le troisiéme chapitre nous démontrons le théoréme fonda- 
mental d’aprés lequel toute fonction continue peut étre représentée sous 
la forme de trois superpositions de fonctions absolument continues. Sans 
résoudre complétement le probléme de la représentation des fonctions 
continues au moyen de fonctions 4 variation bornée, et sans poser la 
question sur les superpositions multiples de ces fonctions, nous démontrons 
dans ce chapitre que toute fonction continue peut étre représentée sous la 
forme d’une somme de deux superpositions de fonctions 4 variation bornée; 
donc le nombre des fonctions se réduit & quatre au lieu des six qui 
étaient nécessaires si on supposait la continuité absolue. 


*) Ce critére a été donné par M. Menchoff et moi dans un Mémoire Sur V’inté- 
grale de Lebesgue-Stieltjes et les fonctions absolument continues de fonctions absol t 
continues (Annali di Matematica série IV, tome V, 1927—1928). 

5) N. Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (Thése, en russe. Moscou 1915, 
p. 109). 

~ 13* 
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Quelques-uns des résultats de ce travail ont été énoncés précédemment 
dans les Comptes Rendus de Académie des Sciences de Paris‘). 

Qu’il me soit permis d’exprimer mes vifs remerciements 4 M. C. Cara- 
théodory qui m’a fait Phonneur de m’inviter 4 publier ce Mémoire dans 
les Mathematische Annalen; 4 MM. Hadamard, Lebesgue et Denjoy qui 
ont bien voulu s’intéresser 4 mon travail; enfin 4 la Fondation Rockefeller 
qui m’a donné la possibilité de travailler 4 l’étranger ainsi qu’a MM. Birkhoff 
et Carathéodory qui m’ont fait lhonneur de solliciter pour moi la bourse 
Rockefeller. 


Pour des raisons typographiques le Mémoire a di étre divisé en deux 
parties. La premiére que voici, contient les chapitres I et II, la seconde, 


& suivre prochainement, contiendra le chapitre III avec le théoréme fonda- 
mental. 


Table des matiéres de la premiére partie. 
Chapitre I. Etude des superpositions de fonctions absolument 


continues. 
I. Notations et remarques préliminaires. Poge 
1. Image d’um ensemble ........... <6 
2. Fonctions jouissant de la propriété N......... 194 
3. Propriété N sur un ensemble. ........ ‘4 al 
4. Critéres suffisants pour la continuité absolue .. . . . . 202 
Il. Propriétés caracteristiques d’une superposition de 
fonctions absolument continues. 
5. Le théoréme fondamental sur les superpositions .... . 203 
6. Autres propriétés caractéristiques des superpositions de 
fonctions absolument continues. ........... 207 


*) N. Bary et D. Menchoff, Sur Vintégrale de Lebesque-Stieltjes et les fonctions 
absolument continues (Comptes Rendus 182 (1926), p. 1373). Un mémoire sous le 
méme titre a paru dans les Annali di Matematica (4) 5 (1927—1928). 

N. Bary, Sur la représentation analytique d'une classe de fonctions « 

(C. R. 188 (1926), p. 469). 


N. Bary, Sur la représentation finie des fonctions continues (C. R. 184 (1927), 
p- 1112). 


N. Bary, Sur la structure analytique d’une fonction continue arbitraire (C. R. 186 
(1928), p. 1414). 


N. Bary, Sur quelques formes mizxtes-dans la yveprésentation finie d’une fonction 
continue arbitraire (C. R. 188 (1929), p. 980). 


N. Bary, Sur les fonctions jouissant de la propriété N (C. R. 189 (1929), p. 441). 
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III. Conséquences du théoréme fondamental sur les "* 


superpositions. 
7. Critére suffisant pour la superposition de deux fonctions 
Gs GE a te eh 210 
8. La dérivée d’une superposition de fonctions absolument 
Gi +o a6 we ee twas eRe TS 211 
9. Les superpositions triples et multiples. ........ 214 
IV. Effet de l’addition & une superposition d’une 
fonction absolument continue. 
10. Addition de la variable indépendante ......... 216 


11. Propriété nécessaire des fonctions de la forme f[g(x)]+-y(x) 217 


Chapitre LI. La somme de deux superpositions de fonctions 
absolument continues. 


I. Une condition suffisante. 

SS. Rage Wie so wk tt 8 ee 218 
13. La dérivabilité quasi partout comme critére suffisant pour 

une somme de deux superpositions ......4.... 222 
14. Exemple d'une somme de deux superpositions privée de 

dérivée presque partout. ....... 


II. Le critére nécessaire. 
15. La propriété nécessaire .......2.2.2.. Th 
16. Fonctions ridées ......... 
17. Existence des fonctions ridées 


; Chapitre I. 
Etude des superpositions de fonctions absolument continues. 
I. Notations et préliminaires. 


1. Image d’un ensemble. — Les fonctions qui feront lobjet de nos 
considérations sont continues et définies sur le segment [0,1], extrémités 
comprises *). 

Pour pénétrer plus profondément dans la structure de ces fonctions, 
nous avons besoin d’introduire quelques notions préliminaires qui nous 
permettront de faciliter l’exposé. Parmi ces notions une des plus im- 
portantes pour l’étude que nous avons en vue est celle d’image d’un en- 
semble linéaire E donné. 


”) Nous conservons la distinction, ainsi que le fait M. Denjoy, entre l’intervalle 
(a,b) (ensemble a<z<b) et le segment [a,b] (ensemble a= z< b). 











190 N. Bary. 


Soit f(z) une fonction continue définie sur le segment [0,1] et soit 
E un ensemble quelconque de points situé dans le méme segment. Les 
valeurs prises par la fonction y = f(z) aux points de l’ensemble E forment 
un ensemble de points Z bien déterminé situé sur axe OY; nous dirons 
que c’est l'image de Yensemble E définie par la fonction f(z), et nous la 
désignerons, dans ce qui suit, par f(E). 

Ainsi nous pouvons écrire 

E=f(E). 

Dans la suite il nous sera trés souvent nécessaire de connaitre la 
mesure de l'image d’un ensemble donné, c’est-d-dire le nombre mes /(E). 
A cet effet nous allons indiquer quelques cas importants pour les appli- 
cations dans lesquels on peut affirmer que la mesure de limage est nulle, 
c’est-a-dire que l'image d’un ensemble est un ensemble de mesure niulle. 
Nous obtiendrons ces cas comme conséquences du lemme suivant: 

Lemme. — St f(z) est une fonction continue dont les nombres 
dérivés sont, sur un ensemble E, inférieurs en valeur absolue a une con- 
stante M, on a pour l'image f(E) de cet ensemble 


mes, f(E) < 2 M mes, E 
(mes, désignant la mesure extérieure *)). 


Soit € un point de E et 7 un nombre positif aussi petit qu’on veut. En 
vertu de ’hypothése faite sur ensemble E, il existe un intervalle 4 con- 
tenant & et tel que pour tout point x de 6 on a 


|AQ= 0) <M +a. 


Désignons par w, oscillation de f(z) sur 6; comme f(z) est une 
fonction continue, on a 


o, = f(x”) — f(z’) 
ot x’ et 2” sont deux points de 4. Il en résulte 


es — f(é) 
a” 


. f(z’) — f(§) , 


donc 

S| f(z”) — f£(E)| +1 f(E) — f(@’)| <(M+n)|2"—F|+(M+n)|2’—¢|, 

et puisque x’ et x” appartiennent 4 4 ainsi que le point &, on a 
o,<2(M+7)6. 


*) Des considérations un peu plus compliquées que celles du texte permettraient 
de supprimer le coefficient 2 et de démontrer l’inégalité mes, /(E) << Mmes,E. Nous 
ne nous arrétons pas sur ce point puisque le coefficient ne joue aucun réle dans 
la suite. 
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Soit E, l'ensemble de tous les points § de E tels que l’inégalité pré- 
cédente est vérifiée pour tout intervalle 6 contenant & et de longueur in- 
férieure ou égale a = Désignons par ZH, limage de E, et par £ celle 
de E, donc 

E£,= f(E,,) (wn =1,2,...), 
E =f(E). 

Supposons que le lemme soit démontré pour l’ensemble Z,, quel que 
soit n, et démontrons qu'il est alors vrai pour l’ensemble Z. 

En effet, E est la réunion des ensembles E,, donc Z la réunion 
des Z,. Dvailleurs il est évident que les ensembles Z,, forment une suite 
croissante, c’est-a-dire ensemble Z,, est contenu dans Z, ,,, quel que soit n. 

On peut donc, quel que soit o, choisir un entier n assez grand pour 
que lon ait 

mes, E — mes, LE, < o. 


En supposant que le lemme est déja démontré pour l’ensemble Z,, on a 
mes, H — o < mes, E,< 2M mes,E, < 2M mes,E, 
et comme o est aussi petit que l’on veut, il en résulte 
mes, H < 2Mmes,E. 


Tout revient donc 4 démontrer le lemme pour l’ensemble £,. 
Quel que petit que soit le nombre positif ¢, on peut enfermer l’en- 
semble E, dans une infinité dénombrable d’intervalles 


a fore 
sans points communs deux a deux et tels que l’on ait (en désignant par 
la méme lettre un intervalle et sa longueur) 


5 4,< mes, E, +. 


k=1 

Il est d’ailleurs évident que chacun des intervalles 4, peut étre sup- 
posé de longueur inférieure a = et contenant nécessairement au moins un 
point € de E,. 

En désignant par w, Voscillation de f(z) sur I’ntervalle 6,, on a donc 
Pinégalité 

o,< 2(M+ 7) 6,, 

d’ou il résulte 


a%< 2(M+ n) 34, < 2(M + )(mes,E, +e). 
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Or, ensemble Z, qui est limage de E, est évidemment contenu dans 
cette somme So,, donc 
k=1 


mes, E, < 2(M-+ 7) (mes,E, +), 
et puisque « et 7 sont arbitrairement petits, on a 
mes, Z, < 2Mmes,E,, 
et le lemme est ainsi démontré. 


Voici un corollaire immédiat du lemme précédent: 


Corollaire. — Si f(x) est une fonction a nombres dérivés bornés 
sur un ensemble E de mesure nulle, l'image f(E) de cet ensemble est de 
mesure nulle. 


En effet, si les nombres dérivés de f(z) sont inférieurs en valeur 
absolue & une constante M sur E on a en vertu du lemme 
mes, f(E) << 2MmesE = 0. 


On en déduit sans peine le théoréme suivant: 

Théoréme 1. — St f(x) est une fonction continue dont la dérivée 
est déterminée et finie en chaque point d’un ensemble E de mesure nulle, 
on a mes f(E)=0. 

Pour le voir, on désigne par E, ensemble des points de E ot l’on a 
Pinégalité 

|f'(a)|<n. 
‘Chaque ensemble E, fait partie de E, donc mesE,—0. Si Z,—/(E,) 
on @ en vertu du corollaire précédent 

mes F, = 0. 


Or E est la somme des ensembles E,, donc H=/(E) est contenu 
dans la somme des £,, d’ov il suit 


mes EF = 0, 
c. q. f. d. 


Voici maintenant une autre conséquence du lemme précédent: 


Théoréme 2. — Si f(x) est une fonction continue dont la dérivée 
f'(z) est nulle sur un ensemble E, l’image f(E) est un ensemble de 
mesure nulle. 


En effet, « étant positif et arbitrairement petit, on a sur E l’inégalité 
If'(z)|<e; 
donc, en vertu du lemme précédent, 
mes, f(E) < 2emes,E. 
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Nous supposons, comme toujours, que f(z) est définie sur le segment [0,1], 
donc mes,E <1. Il en résulte, ¢ étant aussi petit qu’on veut, 

mes f(E) = 0 
ce qui démontre le théoréme. 

Nous allons maintenant déduire du méme lemme un théoréme qui 
permettra d’évaluer la mesure de l’image f(E) d’un ensemble E dans le 
cas ot la dérivée f’(2) existe en chaque point le E et qu'elle est som- 
mable sur E. 


Théoréme 3. — Ss f(x) est une fonction continue dont la dérivée 
f'(x) est déterminée et finite en chaque point d’un ensemble mesurable E, 
et st f’(x) est sommable sur E, on a 


mes, ((E) $2 f|f"(x)|dz. *) 


Pour le voir, prenons un nombre « aussi petit que l’on veut mais 
fixe et désignons par E, l’ensemble de tous les points de E pour lesquels 
on @ 

(n—l1)eS<|f’(x)| <ne (n= 1, 2, 3,...). 
Il est évident que 
E=€,+E€,+...+E,+..., 


tous les E, étant d’ailleurs sans points communs deux 4 deux. 
En vertu du lemme nous avons 


mes, f(E,,) << 2ne mesE, = 2(m —1)e mesE, + 2e mesE,. 
D’autre part, on a évidemment 
J\f'(#)|@z 2 e(n—1)mesE,, 
donc 
mes, f(E,) < af \f'(a)|de+ 2emesE,. 
On a 


mes, f(E) < 5 mes, f(E,) < 25 Jif'(a)|ae + 2e 5) mes _ 


Comme les ensembles E, sont deux 4 deux sans points communs et 


comme E=SE, on & 
n=1 


mes, f(E) <2 f\f"(x)|dx + 2e mesE. 


*) De méme que pour le lemme, on pourrait supprimer ici le facteur 2, mais 
ceci n’a aucune importance dans la suite. 
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Or, ¢ est aussi petit que l’on veut, d’ou il suit 
mes, {(E) < 2 f'(x)| da 
ce qui démontre le théoréme. 


2. Fonetions jouissant de la propriété N. — Aprés avoir terminé 
ces considérations sur les images des ensembles nous allons porter notre 
attention sur la classe remarquable des fonctions qui ont pour chaque 
ensemble de mesure nulle une image de mesure nulle. Ces fonctions ont 
été introduites par M. Lusin*®) qui a étudié leur réle dans la théorie de 
lintégration. 

Définition. — Nous dirons avec M. Lusin qu’une fonction continue 
f(x) jouit de la propriété N (propriété-nulle) dans un intervalle (a, b) si 
pour chaque ensemble e de mesure nulle dans (a, b) elle a une image /(e) 
également de mesure nulle. 


Il suit de la définition méme que chaque fonction absolument continue 
jouit de la propriété N. 

En effet, ¢ étant un ensemble quelconque de mesure nulle, soit 
6,, 5,,.--,6,,--. une suite d’intervalles sans point commun deux a deux 
et enfermant e. 

Si f(z) est une fonction absolument continue, la somme des oscillations 
de f(x) sur les 6; tend vers zéro en méme temps que la somme des 
longueurs de ces 6;. Il en résulte évidemment que limage f(e) est 
contenue dans un systéme d’intervalles dont la somme des longueurs est 
aussi petite que l’on veut. Donec mesf(e)— 0. 

On sait que les intégrales indéfinies au sens de M. Lebesgue sont des 
fonctions absolument continues, donc elles jouissent de la propriété N. 

M. Lusin a démontré™) que les intégrales indéfinies au sens de 
M. Denjoy jouissent également de la propriété N. 

Les fonctions jouissant de la propriété N jouent un rdéle important 
dans ce qui suit; c’est pourquoi il est nécessaire d’indiquer ici quelques- 
unes de leurs propriétés. 

Tout d’abord il faut signaler un fait remarquable établi par M. Banach*’), 
cest que toute fonction jouissant de la propriété N a une dérivée sur un 
ensemble de mesure positive. 


10) N. Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (Thése, en russe, Moscou 1915, 
p. 109). 

*) N. Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (en russe), Moscou 1915, 
p. 116 et 118. 

#) S. Banach, Sur wne classe de fonctions continues (Fund. Math. 8 (1926), 
p. 166—172). 
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Pour démontrer ce théoréme nous sommes obligés d’introduire avec 
M. Banach les deux définitions suivantes: 


Définition. — Nous dirons avec M. Banach qu’une fonction continue 
f(x) joutt de la propriété T, si Yensemble E, des points y,, tels que la 
droite y = y, coupe la courbe y= f(x) en une infinité de points, est de 
mesure nulle, mesE, = 0. 

Définition. — Nous dirons avec M. Banach qu’une fonction continue 
f(a) joutt de la propriété T, si Yensemble E, des points y,,. tels que la 
droite y= y, coupe la courbe y=/f(z) en une infinité non dénombrable 
de points est de mesure nulle, mesE, = 0. 

Ces définitions posées, remarquons d’abord qu’une fonction continue 
peut jouir de la propriété 7', sans jouir de la propriété N; de méme une 
fonction continue jouissant de la propriété N peut ne pas posséder la pro- 
priété 7,. Nous verrons dans la suite des exemples de cette nature 
(n°8 et n° 10). 

Il n’en est plus ainsi pour la propriété 7, comme il résulte du 
théoréme suivant de M. Banach**). 

Théoréme. — Toute fonction continue jouissant de la propriété N 
joutt nécessairement de la propriété T,. 

Pour le démontrer, désignons par E l'ensemble des points y,, tels que 
la droite y= y, coupe la courbe y = f(a) en une infinité non dénombrable 
de points. En supposant que f(z) jouit de la propriété N nous voulons 
démontrer que mesE = 0. 

Pour ne pas employer de nombres transfinis nous donnons ici une 
démonstration qui différe de celle de M. Banach. 

Nous supposons, comme toujours, que f(z) est définie dans le seg- 
ment [0,1], ce qui ne restreint pas la généralité. 

Menons par chaque point y de E une droite paralléle 4 l’axe OX, 
soit o, le segment de cette droite compris entre les droites x= 0 et =1. 

On sait que o, contient une infinité non dénombrable de points de 
la courbe y=f(zx). Divisons o, en deux parties égales; l'une au moins 
de ces parties jouit de la méme propriété. Si les deux parties jouissent 
de cette propriété nous les désignerons par oj et o; en les numérotant de 
gauche & droite. Si ce n’est que lune des parties de o, qui contient une 
infinité non dénombrable de points de la courbe y = f(z), nous la divisons 
en deux parties égales et nous continuons ainsi jusqu’é ce que nous ayons 
deux segments jouissant de la méme propriété; nous les désignons par o; 
et «3. Nous répétons avec o; et o; le méme procédé; nous obtenons ainsi 


48) §. Banach, Sur une classe de fonctions continues (Fund. Math. 8 (1926), 
p. 166—172). 
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deux segments oj’, o;’ contenus dans o; et deux segments oy’ et o;’ contenus 
dans 03; tous les o” contiennent une infinité non dénombrable de points 
de la courbe y = f(z). 

D’une maniére générale, les segments o{" (¢ = 1, 2,...,2*) étant déja 
déterminés et tels que chaque o;”’ contient une infinité non dénombrable 
de points de la courbe y= f(x), nous divisons chaque o;" en 2” parties 
égales of m est le plus petit entier positif tel que deux parties obtenues 
contiennent une infinité non dénombrable de points de la courbe y = f(z). 
Nous désignerons ces parties par Pe et of*”. On voit que ce procédé 
peut étre répété indéfiniment; il ne sera jamais arrété puisque si un segment 
contient une infinité non dénombrable de points de la courbe y = f(z), 
on trouvera toujours deux segments qui sont contenus dans le segment 
considéré et jouissent de la méme propriété. 

Nous considérons maintenant le segment [0,1] d’un axe nouveau OT. 
Quel que soit l’entier positif k, en le divisant en 2* parties égales o;”” nous 
faisons correspondre & la i-iéme partie (1<i <2") le segment o;" de 
chaque droite paralléle 4 Paxe OX et passant par un point y de E. 

Quel que soit le point ¢, situé dans le segment [0,1] de l’axe OT, 
il peut étre considéré comme la limite d’une suite de segments emboités 
les uns dans les autres 

of, of, -.- Of, ... » 
fl correspond & chaque 9 un segment o{*) sur chaque droite paralléle 
& Paxe OX et passant par un point de E. Comme les longueurs des o) 
tendent vers zéro quand & croit indéfiniment et comme il est facile 4 voir 
d’aprés la construction méme des o que les segments correspondants 


(1) (2) (k) 
Gi, » Gi, ++ +> Dig yes 


sont encore emboités les uns dans les autres, il en résulte qu’d ¢, corre- 
spond un point bien déterminé M, sur chaque droite paralléle 4 OX et 
passant par un point de E. 

D’ailleurs, si ¢, n’est pas de la forme £, ou p et g sont des entiers 
positifs, il est bien évident qu’il n’existe aucun point ¢,, t, + ¢, pour lequel 
le point My correspondant coincide avec My. 

Done, il existe une infinité non dénombrable de points ¢ jouissant des 
propriétés suivantes: 1° sur chaque droite paralléle 4 l’axe OX et passant 
par un point y de E il existe un point M) correspondant & ¢; 2° si t, +4, 
les points correspondants My et M, sont essentiellement distincts. 

Désignons par @, lensemble des points z qui sont les abscisses des 
points My correspondant a t, en supposant que y parcourt tous les points 
de E. D’aprés la définition méme de ¢,, on voit que 


f(¢,) = E. 
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Si nous ne considérons que les ¢ qui ne sont pas de la forme Fi ou p 
et g sont des entiers positifs, il est bien évident que pour ¢, +1, les 
ensembles ¢,, et &%, n’ont aucun point commun. 

On peut démontrer que chacun des ensembles e, est mesurable*‘). Il 
existe une infinité non dénombrable de ces ensembles ¢ sans point commun 
deux & deux; il en résulte qu’il existe une infinité non dénombrable 
d’ensembles e, qui sont de mesure nulle. 

Or, on a pour chaque ¢ 

f(¢,) =E 
et comme f(z) jouit de la propriété N, et il existe des e, de mesure 
nulle, on voit bien que mesE = 0, c.q.f.d. 

Ce théoréme étant établi nous pouvons démontrer le théoréme suivant 
de M. Banach**). 

Théoréme. — Toute fonction continue f(x) joutssant de la propriété N 
posséde une dérivée sur un ensemble de mesure positive. 

Nous avons vu que si f(z) jouit de la propriété N, elle jouit nécessaire- 
ment de la propriété T,. Donc, ensemble E des points y,, tels que la 
droite y= y, coupe la courbe y= f(z) en une infinité non dénombrable 
de points, est de mesure nulle. Il en résulte que son complémentaire CE 
est de mesure positive (sauf le cas of f(x) est constante, mais dans ce 
cas le théoréme & démontrer devient trivial). 

Si EZ est ensemble de.tous les points x pour lesquels f(x) appartient 
& CE, on a évidemment 

mes E > 0, 


puisque nous savons que mesCE > 0 et que f(x) jouit de la propriété N. 
Soit y, un point de CE. La droite y= y, coupe la courbe y = f(z) 
en un ensemble de points fini ou dénombrable. Dvailleurs, f(z) étant con- 
tinue, cet ensemble est nécessairement fermé. Or, chaque ensemble f»rmé 
fini ou dénombrable contient nécessairement des points isolés. Soit M° 
Pun d’eux et 2, Pabscisse de ce point. Ainsi on peut faire correspondre 
& chaque point y, de CE un point x, jouissant de la propriété suivante: 
si 6 est un intervalle assez petit contenant z,, on a pour chaque point z 
appartenant & 6 l’inégalité f(x) + f(z,); on a d’ailleurs f(z.) = yp. 


4) La démonstration se fait en tenant compte de la correspondance établie 
entre les points de [0,1] et des o,. Elle exige la connaissance de la théorie des 
ensembles analytiques et, en particulier, du résultat suivant de cette théorie l'ensemble 
des valeurs qu'une fonction continue prend une infinité non dénombrable de fois est un 
ensemble analytique. Ce résultat est di & MM. Sierpinski et Mazurkiewicz (Sur un 
probléme concernant les fonctions continues, Fund. Math. 6 (1924), p. 161—169). 

15) Nous donaons ici la démonstration de M. Banach lui-méme. 


~ 
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Désignons par Z’ ensemble de tous ces points z,. Comme l’image f(Z’) 
coincide évidemment avec CE, on voit que mesZ’>0. Nous allons 
démontrer que f(z) a une dérivée presque partout sur 2’. 

A cet effet, désignons par D Vensemble de tous les points xz ol f(z) 
atteint son maximum ou son minimum propre. M. Denjoy a démontré 
que cet ensemble est toujours dénombrable. 

Soit maintenant z, un point de HZ’ qui n’appartient pas 4 D. D’aprés 
la définition méme des ensembles EZ’ et D, en voit bien qu’en ce point 
tous les quatre nombres dérivés de f(x) ont méme signe. II en résulte, 
@aprés un théoréme de M. Saks’*), que f’(2) existe presque partout 
sur E’— D, donc presque partout sur EZ’ ce qui démontre le théoréme. 

On remarque que, d’aprés la définition méme des fonctions jouissant 
de la propriété N, si une fonction continue f(z) jouit de la propriété N 
dans un intervalle (a,b), elle jouit de la méme propriété dans chaque 
intervalle 6 contenu dans (a,6). D’aprés le théoréme de M. Banach, on 
peut done affirmer que si f(z) jouit de la propriété N dans (a, b), elle 
posséde une dérivée sur un ensemble dont la mesure est positive dans 
chaque intervalle 6 contenu dans I’intervalle (a, b). 

Dans la suite nous aurons souvent 4 parler d’ensembles dont la me- 
sure est positive dans chaque intervalle 6 contenu dans un intervalle 
(a,b). C’est pourquoi nous croyons qu'il est utile d’introduire la notion 
suivante: 





Définition. — Nous dirons qu'une propriété a liew quasi-partout 
dans un intervalle (a,b) st elle a liew dans un ensemble E dont la mesure 
est positive dans chaque intervalle 5 contenu dans (a, b). 

Cette terminologie adoptée, nous pourrons énoncer le théoréme de 
M. Banach de la maniére suivante: Si f(x) est une fonction continue 
joutssant de la propriété N dans un intervalle (a,b), elle posséde une 
dérivée quasi-partout dans (a b). 

Ce théoréme nous permettra dans la suite (n°13) d’indiquer une 
représentation des fonctions jouissant de la propriété N au moyen de 
fonctions absolument continues. 

Il est important de remarquer que la dérivée d’une fonction jouissant 
de la propriété N existe quasi-partout ce qui n’entraine nullement son 
existence presque partout. Nous verrons dans la suite (n° 8) des fonctions 
jouissant de la propriété N et privées de dérivées sur un ensemble de 
mesure positive. Mais, ce qui est intéressant, si la dérivée d’une fonction 
jouissant de la propriété N, considérée aux points oi elle existe, est 


18) §. Saks, Fund. Math. 5 (1924), p. 98—104. 
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sommable, elle détermine parfaitement la fonction (a une constante additive 
prés). Nous avons en effet le théoréme’’) suivant: 

Théoréme. — Si f(x) est une fonction continue jouissant de la 
propriété N et dont la dérivée f'(x) considérée aux points oi elle existe 
est sommable, la fonction f(x) est absolument continue, donc parfaitement 
déterminée par la connaissance de sa dérivée. 

Pour le démontrer, considérons un intervalle («, 8) quelconque intérieur 
& Vintervalle (a,b) ot f(x) est définie. Soient m et M le minimum est 
le maximum de f(z) sur («, 8), et H lensemble des points de (a, 8) ot 
f’(x) est déterminée est finie. Nous allons démontrer que loscillation de 
f(x) sur («, 8) ne surpasse pas la valeur 2 f\f'(2)| dx. 


A cet effet reprenons le raisonnement de M. Banach pour démontrer 
existence de la dérivée. Si E est l’ensemble des points y, de (m, M) 


tels que la droite y= y, coupe la courbe y=/f(z) en une infinité non 
dénombrable de points, on a mes E = 0, donc 


mes CE = M—™m, 


CE étant le complémentaire de E par rapport a l’intervalle (m, M). 
M. Banach avait démontré l’existence d’un ensemble Z’ dont l'image 


coincide avec CE et sur lequel f’(2) existe presque partout. En désignant 
par EZ” Vensemble des points de Z’ ot f’(x) existe, on a donc 


mes E” = mes FE’ 
et puisque f(x) jouit de la propriété NV 
mes f(Z”) = mes f(Z’) = mes CE = M— m. 

Or, f’(%) étant supposée sommable sur !’ensemble oi elle existe, on 

a en vertu d’un théoréme du n° 1 linégalité 
M—m = mes f(E") <2 {\f'(x)| dz 
et comme en chaque point de EZ” la dérivée f’(x) existe, Z” fait partie 
de H, donc 
M—m<2f\f'(x)| dz. 
Or, («, 8) est un intervalle quelconque intérieur & (a,b), done in- 


égalité précédente permet d’affirmer que f(x) est a@ variation bornée sur 
(a, b) puisque la somme de ces oscillations sur un nombre fini quelconque 


17) Voir ma Note Sur les fonctions jouissant de la propriété N. (Comptes Rendus 
189 (1929), p. 441.) 


~ 
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dintervalles n’empiétant pas ne surpasse pas la valeur 2 { \f’(x)|daz, oa 


Q est l’ensemble de tous les points de (a,b) ot f(x) existe, et cette 
intégrale est finie, par hypothése. 

Ainsi f(z) est & variation bornée et comme elle jouit de la pro- 
priété N, il en résulte qu’elle est absolument continue**), c. q. f. d. 


Voici un corollaire immédiat du théoréme démontré: Si f(x) est une 
fonction jouissant de la propriété N et dont la dérivée est nulle partout 
ou elle existe, f(x) se réduit & une constante. 


Une autre conséquence du méme théoréme est une proposition de 
MM. Saks**) et Menchoff**) si la dérivée f’(x) dune fonction f(x) 
joutssant de la propriété N existe presque partout ef si elle est sommable, 
f(z) est absolument continue. 

Tl est tout & fait naturel de poser la question si, dans le cas oi la 
dérivée f’(z) n’est plus sommable, la fonction f(x) jouissant de la pro- 
priété N est encore déterminée par la connaissance de sa dérivée. La 
réponse est négative méme dans le cas oi la dérivée existe presque par- 
tout. On peut, en effet, construire deux fonctions f, (2) et f,(2) jouissant 
de la propriété N qui ont presque partout la méme dérivée et dont la 
différence n’est pas une constante. Pour le voir considérons la fonction 
bien connue de Cantor qui est constante dans chaque intervalle contigu 
& un ensemble parfait P, mes P=0. Soit f(x) cette fonction. Nous 
démontrerons au n° 21 qu’il existe pour chaque fonction continue f(x) et 
tout ensemble parfait non dense P deux fonctions continues y(x) et w(x) 
telles que 


. f(x) = y(z) + y(z) 


mes y(P) = mes y(P) = 0. 


Posons f,(z)= (zx) sur P et interpolons la linéairement dans les 
contigus & P. Posons 


f,(x) = f, (x) — f(z). 


1*) On peut déduire ce théoréme de la théorie de totalisation de M. Denjoy. 
Il parait que la premiére démonstration de ce théoréme qui est trés naturelle et ne 
dépend pas de la totalisation a été donnée par M. Banach (Sur les lignes rectifiables 
et les surfaces dont Vaire est finie, Fund. Math. 7, p. 225—236). 

**) Saks, Fund. Math. 7 (1925), p. 290. Ce théoréme a été généralisé ensuite par 
M. Saks dans les Fund. Math. 12, p. 219 (La condition N et Vintégrale de MM. Denjoy- 
Perron). 


*) Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans (Math. Annalen 95 
(1926), p. 645). 
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On voit bien que f,(z) et f,(x) sont continues. On a 
mes /, (P) = mes p (P) = 0, 
mes f, (P) = mes [— y (P)] = mes y(P) = 0. 


Comme /f,(2z) est linéaire par hypothése dans chaque contign a P et f, (x) 
est dans ces contigus linéaire comme différence d’une fonction linéaire et 
dune constante, on voit que f,(xz) et f,(a) jouissent de la propriété N. 
Or, dans chaque contigu 4 P chacune d’elles a une dérivée en chaque 
point et ces dérivées sont égales puisque f’(z)— 0 dans les contigus a P. 
Ainsi les dérivées sont égales presque partout, les fonctions jouissent de la 
propriété N et cependant leur différence n’est pas une constante, c. q. f. d. 


3. Propriété VV sur un ensemble. — On sait qu’il est souvent nécessaire 
de considérer Vallure d’une fonction sur un ensemble au lieu de l’étudier 
dans un intervalle entier. C’est pourquoi nous allons introduire la notion 
de fonction jouissant de la propriété N sur un ensemble donné. 


Définition. — Nous dirons qu'une fonction continue f(x) jouit de 
la propriété N sur un ensemble E de mesure positive si, quel que soit 
Tensemble e de mesure nulle contenu dans E, l'image f(e) est encore de 
mesure nulle. 


Les théorémes du n° 1 nous permettent d’indiquer quelques cas ou 
lon a la propriété N sur un ensemble. Voici deux propositions dont nous 
ferons usage dans la suite: 

Théoréme. — St f(x) est une fonction a nombres dérivés bornés sur 
un ensemble E de mesure positive, f(x) jouit de la propriété N sur cet 
ensemble. 

Et de méme.- 


Théoréme. — Si f(x) est une fonction continue qui posséde une 
dérivée sur un ensemble de mesure positive, f(x) jouit de la propriété N 
sur cet ensemble. 

Il est évident que ces deux conditions ne sont nullement nécessaires 
puisqu’une fonction continue jouissant de la propriété N sur un ensemble 
de mesure positive peut avoir en chaque point de cet ensemble tous les 
quatre nombres dérivés infinis**). 


*) Il suffit de considérer une fonction qui est nulle en chaque point d’un en- 
semble parfait P, mes P>0 et a des nombres dérivés infinis au points de cet en- 
semble. Des exemples de fonctions de cette nature ont été donnés par M. Denjoy 
(Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, Journal des Mathématiques 
pures et appliquées 1915). 

Mathematische Annalen. 103. 14 
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4. Critéres suffisants pour la continuité absolue. — Les fonctions ab- 
solument continues joueront un réle fondamental dans toutes les recherches 
qui suivent; c’est pourquoi nous allons indiquer ici deux cas pratiquement 
utiles of l'on peut affirmer la continuité absolue d’une fonction. 

Nous savons déja que toute fonction 4 variation bornée et jouissant 
de la propriété N est absolument continue. En particulier, toute fonction 
monotone jouissant de la propriété N est absolument continue. 

Nous allons indiquer ici une proposition qui permet de décider dans 
certains cas si l’inverse d’une fonction absolument continue et croissante 
est encore absolument continue. 


Théoréme. — Si f(x) est une fonction croissante et absolument 
continue dont la dérivée f’(x) différe de zéro presque partout, la fonction 
inverse est encore absolument continue. 

Comme y=/(zx) est croissante, la fonction inverse r= g(y) est 
déterminée d’une maniére univoque et elle est aussi croissante. Nous allons 
démontrer qu’elle jouit de la propriété N. 

En effet, soit e un ensemble de mesure nulle sur l’axe OY et e’ = (e). 
Supposons que mes e’>0. Les fonctions f(x) et p(y) étant, par hypo- 
thése, des fonctions inverses et toutes les deux croissantes, on a 


e = f(e’). 


La dérivée f’(x) différe de zéro presque partout, donc de l’hypothése 
mese’>0O il suit mese>0**) ce qui est impossible. Par conséquent 
-Pimage g(e) de chaque ensemble e de mesure nulle est encore de mesure 
nulle, done m(y) jouit de la propriété N, et comme elle est croissante il 
en résulte qu’elle est absolument continue, c. q. f. d. 

Il nous reste & indiquer encore un cas pratiquement utile ot l’on peut 
affirmer la continuité absolue d’une fonction. Ii s’agit du lemme: 


Lemme. — Si f(x) est wne fonction continue dans un intervalle (a, b) 
dont la dérivée f'(x) sur un ensemble E est inférieure en valeur absolue 
a une constante M et si l'ensemble complémentaire CE a une image f(CE) 
de mesure nulle, la fonction f(x) est absolument continue dans (a, b), et 
méme a& nombres dérivés inférieurs a 2 M. 

En effet, soient z, et x, deux points quelconques de (a, 6); considérons 
lintervalle 


bd = (z,, 24). 


*) Comme f(z) est absolument continue, si l’on avait mesf(e’)=0, on aurait 
f’(z)=0 presque partout sur e’ (voir, par exemple, Ch. de la Vallée-Poussin, Cours 
d’ Analyse Infinitésimale 1, 3° édition, p. 281). 
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Désignons par E, la partie de E contenue dans 6 et par CE, la 
partie de CE contenue dans 6. On voit de suite que 
f(8) = f(E,) + £(CE,). 
Or, d’aprés le lemme du n° 1, on a 
mes f(E,) << 2MmesE,< 2 M5, 
et puisque f(CE) est de mesure nulle par hypothése 
mes f(CE,) = 0. 
Done, on a mesf(d)<2Md=2M(zxz,—2,). En particulier, puisque 
mes f(d) est égale 4 Voscillation de f(z) sur 6, on a 
\f (%) — f(#,)| S2M|2,—-2,| 


done f(x) est & nombres dérivés inférieures 4 2 M; c. q. f. d. 


II. Propriétés caractéristiques d’une superposition de fonctions 
absolument continues. 


5. Le théoréme fondamental sur les superpositions. — Nous passons 
maintenant au but principal de ce chapitre: l’étude des superpositions de 
fonctions absolument continues. L’importance de l'étude de ces super- 
positions tient & ce qu’elles sont, comme nous verrons dans la suite, les 
éléments dont on peut composer une fonction continue arbitraire. 

Les propositions établies au Chapitre I nous permettront maintenant 
de démontrer un théoréme**) qui donne une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’une fonction continue soit une superposition de deux fonctions 
absolument continues. 

Théoréme. — Si F(a) est une fonction continue et E ensemble des 
points ot sa dérivée F’(x) n’existe pas ou n'est pas finie, pour que 
F(x) soit une superposition de deux fonctions absolument continues il 
faut et il suffit que Timage F(E) soit un ensemble de mesure nulle. 

La démonstration est composée de deux parties 


1° La condition est nécessaire. — La fonction F(x) étant une super- 
position de deux fonctions absolument continues, on a 


F(z) =fl(2)) 


ou f(u) et p(x) sont absolument continues. 


%) Ce théoréme, certaines de ses conséquences et quelques-uns des lemmes pré- 
cédents ont été démontrés par M. Menchoff et moi dans un Mémoire Sur Pintégrale 
de Lebesgue-Stieltjes et les fonctions absolument conti de fonctions absolument con- 
tinues [Annali di Matematica pura ed applicata (4), 5 (1927/28)). Je me permets de 
reproduire ici les démonstrations parce que nous en ferons usage dans la suite. 

Le méme théoréme a été obtenu indépendamment par Zaretsky, sa démonstration 
n’a pas été publiée. 
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Soit e ensemble de tous les points x tels que p’(2) n’existe pas ou 
n’est pas finie. En vertu de la continuité absolue de m(a), on a 


mes e = 0). 


Puisque chaque fonction absolument continue jouit de la propriété N 
(n° 2), on voit bien que l’image e’ = p(e) est aussi de mesure nulle 


mes e’ = 0. 


Soit maintenant H’ ensemble des points u en lesquels f’(u) n’existe 
pas ou n’est pas finie et H ensemble de tous les points z, pour lesquels 
u = q(x) appartient 4 H’. 

En désignant par E l’ensemble des points x of F’(x) n’existe pas 
ou n’est pas finie, on démontre sans peine que E est contenu dans la 
somme H -+-e. 

En effet, soit zx, un point qui n’appartient ni a H, ni a e et soit 
uy = (2). Puisque 2, n’appartient pas a e, p’(z,) est déterminée et 
finie. Comme 2, n’appartient pas 4 H, u, n’appartient pas 4 H’, donc 
f’(u,) est déterminée et finie. Il en résulte d’aprés la régle de dérivation 
d’une fonction de fonction que la dérivée F’(x,) est déterminée et finie 
puisqu’elle est égale a 

F' (x9) =f" (uo) - 9" (a). 
Donec 2x, n’appartient pas a E. 

Il en résulte que si H= F(E), £ est contenu dans l’ensemble F(H-+ e) 
ou, ce qui est le méme, dans l’ensemble f(H’+-e’). Or, on a mes H’ = 0, 
_puisque f(u) est absolument continue et H’ ensemble des points ou sa 
dérivée n’existe pas ou n’est pas finie. De méme nous savons que mes e’ = 0). 
Done mes (H’+ e’)=0, et comme f(u) est absolument continue, on a 
mes f(H’+ e’)=0. II en résulte 

mes F = mes F(E) = 0, 
c. q. f. d. 

2°. La condition est suffisante. — Supposons que la fonction F(z) est 
définie dans un intervalle (a, 6) et que m et M sont respectivement le 
minimum et le maximum de F(z) dans (a,b). Si F(a) est constante, 
le théoréme 4 démontrer devient trivial Supposons donc qu'il n’en est 
pas ainsi et, par conséquent, m < M. 

Soit E lensemble de tous les points x ot la dérivée F’ (a) n’existe 
pas ou n’est pas finie et 2 image de E 


E= F(E). 
On a par hypothése . ’ 


mes F = 0). 





ve 
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Désignons par e ensemble des points z pour lesquels F’(x) = 0. En 
vertu du second théoréme du n°1 son image e’ = F(e) est de mesure nulle 


mes e’ = (). 
Désignons par EZ’ la somme des ensembles £ et e’. On voit bien que 
mes EZ’ = 0. 


Soit y, un point du segment [m, M] n’appartenant pas a EB’. La 
droite y= y, coupe la courbe y= F(z) en un nombre fini de points. 
En effet, s'il n’en était pas ainsi, donc s'il y avait une infinité de points 
x pour lesquels F(2) = y, ils admettraient, d’aprés le principe de Bolzano- 
Weierstrass, au moins un point limite z,. En ce point z, la dérivée 
F’(x,) serait indéterminée ov nulle. Donec, 2, appartiendrait 4 EZ ou bien 
ae, et par conséquent y, appartiendrait 4 E ou bien & e’, ce qui est 
impossible puisque nous avons supposé que y, n’appartient pas 4 H’. 

Done, si y, appartient au complémentaire C E’ de E’, il n’existe qu’un 
nombre fini de points 2, tels que F(x) =y,, et d’ailleurs en chacun de 
ces points F’(x) est déterminée, finie et différe de zéro. 

Cela posé, prenons un point quelconque y, de CE’ et désignons par 
M(y,) le maximum de la valeur absolue de F’(x) pour tous les points z, 
tels que F(z) = y: 

M(y,) = max | F’(2x)| 
pour tous les 2 tels que F(x) = y. 


Le nombre M(y,) est fini et essentiellement positif. En faisant y 
parcourir l'ensemble CZ’, on obtient ainsi une fonction M(y) définie presque 
partout dans [m, M], puisque mesE’ = 0. Cette fonction M(y) est finie 
et essentiellement positive partout ot elle existe, donc presque partout 
dans [m, M]; il est aisé a démontrer qu’elle est mesurable. 

Posons 


1 ‘ : 
v(y)=ga, 8 M(y)S), 
y(y)=1 si M(y)<1. 
La fonction y(y) est ainsi définie presque partout dans (m, M), elle 
est mesurable, finie et essentiellement positive partout ot elle existe, puis- 


qu'il en est ainsi pour M(y); d’ailleurs elle est bornée, car il suit de sa 
définition méme qu’on a 


0<v(y)<1 [m<y <M]. 


Done, cette fonction est sommable dans [m, M]. Posons 


y , 
u=g(y)=Jv(y)dy, 
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et 
y(x)=g[F(x)). 
Nous allons démontrer que (2x) est absolument continue. 
Soit H’ Vensemble de tous les points y tels que la dérivée g’(y) 

n’existe pas, n’est pas finie ou ne vérifie pas légalité 

g’(y) = v(y)- 
On a évidemment 

mes H’ = 0. 


Soit H l’ensemble de tous les points x tels que »(x) appartient a H’. 

Considérons un point x, qui n’appartient ni 4 H, ni a E. Nous 
allons démontrer que la dérivée ~’(2z,) existe et est inférieure ou égale 
& 1 en valeur absolue. 

En effet, comme zx, n’appartient pas 4 E, la dérivée F’(x,) existe. En 
posant y, = F(z,), comme 2, n’appartient pas 4 H, y, n’appartient pas 
a H’, done on voit que g’(y,) existe et 

9'(Yo) = v (Yo). 
On a donc 
F’ (x) 
Don te be ——°- quand M(y,)>1, 
P(X) = v (Yo) F*( Xo) -| M (yo) (Yo) & 
F’(x,) quand M(y,) <1. 

Mais M(y,) est le maximum des valeurs de | F’(x)| pour tous les 

points x tels que F(x)=y,. Donec, pour le point z, on a 


| F’(z»)| < M(y0); 
donc, dans les deux cas [M(y,)>1 et M(y,)< 1] ona 
|p’ (%)| S1. 
Ainsi nous avons démontré que pour chaque point x, n’appartenant 
ni a H, ni a E, on a |q’(z,)| <1. 


D’autre part, image y(H+E) est un ensemble de mesure niulle. 
En effet, on a 


mes p (H) = mes H’ = 0 
et 
mes p(E) = mesg[ F(E)| = mesg(Z) = 0, 
puisque mes ¥ = 0 d’aprés les conditions du théoréme et g(y) est une 


intégrale indéfinie, donc une fonction absolument continue. Ainsi, nous 
avons 


mesp(H+E)=0. 


En vertu du lemme du n° 4, w(x) est une fonction absolument con- 
tinue, et méme & nombres dérivés inférieurs ou égaux 4 2. 
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Remarquons maintenant qu’on a, par définition méme, 
p(x) =g[F(x))}. 

Or, g(y) est une fonction absolument continue et croissante puisque 
g'(y) = w(y) presque partout et y(y) est essentiellement positive partout 
ot elle existe. Donc, en vertu du théoréme du n° 4, la fonction inverse 
de u=g(y) que nous désignerons par f(u) est absolument continue et 
croissante. 

On a ainsi 


F(x) =f({y(z)], 
done F(x) est une superposition de deux fonctions absolument continues, 
c. q. £. d. 
Remarque. II suit de la démonstration du théoréme précédent que 
toute fonction F(x) qui est la superposition de deux fonctions absolument 
continues peut étre présentée dans la forme 


F(x) = f[y(z)) 
ou f et p sont absolument continues et d’ailleurs f est croissante et p a 
nombres dérivés bornés. 

Faisons encore une remarque qui nous sera trés utile dans la suite. 
Dans la démonstration précédente f(u) était la fonction inverse d’une 
fonction g(y) a@ nombres dérivés bornés. 

Donec, nous avons obtenu le théoréme suivant. 


Théoréme. Si F(x) est une fonction continue, E lV ensemble des points 
pour lesquels F’(x) n’existe pas ou n’est pas finie et si mes F(E) = 0, 
il existe une fonction continue g(y) crotssante et a nombres dérivés 
bornés, telle que la fonction composée 


p(x) =g9(F(x)] 
est une fonction absolument continue et méme a nombres dérivés bornés. 


6. Autres propriétés caractéristiques des superpositions de fonctions 
absolument continues. — On peut indiquer encore deux propriétés caracté- 
ristiques de ces fonctions. 

A cet effet, nous allons considérer une notion introduite par M. Banach**), 
cest celle de fonction continue jouissant de la propriété (8S). 

Définition. Nous dirons, avec M. Banach, qu’une fonction continue 
F(x) joutt de la propriété (S) dans un intervalle (a, b) lorsqu’é chaque 
nombre ¢ > 0 correspond un nombre y > 0 tel que l’inégalité mes, E < 7 
entraine mes, F(E) <, quel que soit ensemble E situé dans (a, b). 


*) §. Banach, Sur wne classe de fonctions continues, Fund. Math. 8 (1926), p. 166 
& 172. 
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Les fonctions jouissant de la propriété (S) représentent une généralisa- 
tion aussi naturelle que possible des fonctions absolument continues. I] 
est done intéréssant de chercher A-les exprimer au moyen des fonctions 
absolument continues. 

Remarquons d’abord que la condition (S) est, d’aprés un théoréme 
de M. Banach*), équivalente 4 l'ensemble des conditions N et 7, **). Cela 
veut dire que chaque fonction continue jouissant de la propriété S jouit 
des deux propriétés N et 7, simultanément et vice versa. 

Nous allons démontrer maintenant que chaque fonction continue jouis- 
sant des propriétés N et 7, est une fonction absolument continue d’une 
fonction absolument continue, et réciproquement. 

J’ai démontré ce théoréme*’) en prouvant que si F(z) jouit des 
propriétés N et T7,, elle posséde la propriété caractéristique des super- 
positions donnée par le théoréme fondamental (n° 5), et vice versa. C'est 
cette démonstration que je vais donner ici. 

MM. Banach et Saks**) ont démontré indépendamment et directement 
le théoréme en question. 


Il s’agit donc de démontrer le théoréme: pour qu'une fonction con- 
tinue F(x) soit une fonction absolument continue dune fonction absolu- 
ment continue, il faut et il suffit quelle jouisse des propriétés N et T,. 

La démonstration se compose naturellement de deux parties. 


1° La condition est nécessaire. — Soit F(x) une superposition de fonc- 
tions absolument continues. D’aprés le théoréme fondamental sur les super- 
positions image E = F(E) de ensemble E des points ot F’(x) n’existe 
pas ou n’est pas finie est de mesure nulle. 

Soit e un ensemble de mesure nulle situé sur l'axe OX. On peut 
décomposer e en deux ensembles e’ et e” dont le premier appartient 4 E 
et le second 4 son complémentaire CE. 

Il est evident que F(e’) est contenu dans F(E) = £, donc, puisque 
mes F = par hypothése, on a mes F(e’) = 0. 

D’autre part, puisque ¢” n’appartient pas 4 E, la dérivée F’(2x) est 
bien déterminée sur e”, donc en vertu du théoréme 1 du n° 1, mes F(e”) = 0. 

Ii en résulte que mes F(e)—0, et Vensemble e étant un ensemble 
quelconque de mesure nulle, cela prouve que F(z) jouit de la propriété N. 


*) loc. cit. 

%*) pour la définition de ia condition T, voir le n° 2. 

2?) Voir ma Note Sur la représentation analytique d’une classe de fonctions conti- 
nues, C. R. 183 (1926), p. 469. . . 

%) Sur les fonctions absolument continues de fonctions absolument continues, Funda- 
menta Mathematicae 11 (1928), p. 113—116. 
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Il reste & démontrer que F(z) jouit de la propriété 7,. A cet effet, 
remarquons que si y, est une valeur que F(x) prend une infinité de fois, 
Yensemble des points x tels que F(z)=y, a nécessairement un point 
limite x, et en ce point F’(a,) n’existe pas ou bien est égale a zéro. 
Or, ensemble E des points oi F’(x) n’existe pas ou n’est pas finie a, 
par hypothése, une image F(E) de mesure nulle. L’ensemble e des points 
oi F’(x)=0 a une image F(e) de mesure nulle en vertu du théoréme 2 
du n° 1. Donec, lensemble des points y, pour lesquels la droite y = y, 
coupe la courbe y= F(x) en une infinité de points est de mesure nulle. 
Donec, F(2).jouit de la propriété 7’. 

2° La condition est suffisante. —- Supposons qu’une fonction con- 
tinue F(a) jouisse des propriétés N et T,. Soit H Vensemble de tous 
les points y, tels que la droite y= y, coupe la courbe y = F(x) en une 
infinité de points. On a par hypothése mes H = 0. 

Soit @ lensemble de tous les points x tels que les valeurs de F(x) 
en ces points n’appartiennent pas 4 H. Soit enfin D l’ensemble de tous 
les points ot F(z) atteint son maximum ou son minimum propre; d’aprés 
un théoréme de M. Denjoy, D est au plus dénombrable. D’aprés la défi- 
nition méme de Q et de D on voit qu’en chaque point de Q qui n’appar- 
tient pas & D tous les quatre nombres dérivés de F(x) ont le méme 
signe. Il en résulte d’aprés un théoréme de M. Saks*”) que la dérivée 
F’(x) est bien déterminée et finie presque partout sur Q@— D, donc 
presque partout sur Q. Les points ot F’(2) est indéterminée ou infinie 
ne se trouvent done qu’en dehors de Q ou sur en ensemble e de mesure 
nulle situé dans Q. 

Puisque F(x) jouit de la propriété N, limage F(e) est de mesure 
nulle. Les valeurs de F(x) aux points extérieurs 4 Q appartiennent a 
ensemble H qui est de mesure nulle. I] en résulte que l’ensemble E des 
points ot F’ (a) est indéterminée ou infinie a pour image un ensemble de 
mesure nulle. Donc, en vertu du théoréme fondamental sur les super- 
positions, F(x) est une superposition de fonctions absolument continues, 


ce. q. f. d. 

Nous avons déji dit que, d’aprés un théoréme de M. Banach, l'ensemble 
des conditions N et T, est équivalent 4 la condition S. I] en résulte, en 
tenant compte du théoréme que nous venons de démontrer, que 

pour quune fonction continue F(x) soit une superposition de deux 
fonctions absolument continues il faut et il suffit qu’elle joutisse de la 
propriété 8, 


**) S. Saks, Fund. Math. 5 (1924), p. 98—104. 
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III. Conséquences du théoréme fondamental sur les superpositions. 


7. Critére suffisant pour la superposition de deux fonctions abso- 
lument continues. — Le théoréme fondamental sur les superpositions de 
fonctions absolument continues nous donne des renseignements précis sur 
Pétendue de la famille de ces fonctions. Quelques fois, cependant, pour 
démontrer qu’une fonction appartient a cette famille, il suffit de tenir 
compte d’une conséquence immédiate de ce théoréme, 4 savoir: 


Théoréme. — Si F(x) est une fonction continue jouissant de la 
propriété N et ayant une dérivée déterminée et finie presque partout, 
F(x) est une superposition de deux fonctions absolument continues. 

Pour démontrer ce théoréme il suffit de remarquer que l’ensemble E 
des points ot F(z) est indéterminée ou infinie étant, par hypothése, de 
mesure nulle, son image F(E) est aussi de mesure nulle quisque F(z) 
jouit de la propriété N. Il résulte donc du théoréme fondamental sur 
les superpositions que F(a) est une superposition de deux fonctions ab- 
solument continues, c. q. f. d. 

On déduit immédiatement de ce théoréme que 

toute intégrale indéfinie au sens de M. Denjoy est une superposition 
de deux fonctions absolument continues. 

En effet, on sait que lintégrale indéfinie de M. Denjoy a une dérivée 
déterminée et finie presque partout. D’ailleurs M. Lusin a démontré*°) 
que cette intégrale jouit de la propriété N; donc notre énoncé est une 
conséquence immédiate du théoréme précédent, c. q. f. d. 

Il importe de remarquer qu’il s’agit ici de l’intégrale de M. Denjoy au 
sens strict), c’est-d-dire de la définition de l’intégrale que M. Denjoy a 
donné premiérement. Cette définition a été généralisée ensuite par M. Denjoy 
lui-méme **) et par M. Khintchine**). L’intégrale indéfinie au sens de 
MM. Denjoy-Khintchine ne posséde pas nécessairement une dérivée presque 
partout (elle ne posséde qu’une dérivée asymptotique). Donec, le théoréme 
précédent ne s’applique pas 4 cette intégrale. Dvailleurs, nous verrons 
dans la suite qu'il existe effectivement des intégrales indéfinies au sens de 
MM. Denjoy-Khintchine qui ne peuvent pas étre des superpositions de 
fonctions absolument continues (n° 10). 


%®) N. Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (Thése, Moscou 1915, p. 116 
et 118). 
*) A. Denjoy, Comptes Rendus 154, p. 850 et 1075. 
*) A. Denjoy, Annales de Ecole Normale swpérieure 33 p. 127 et 84 p. 181. 
53) A. Khintchine, Comptes Rendus 162, p. 287. 
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8. La dérivée d’une superposition de fonctions abselument continues. 
— Nous avons vu au n° précédent que si une fonction continue posséde 
une dérivée presque partout et jouit de la propriété N, elle est une super- 
position de deux fonctions absolument continues. 

Il est bien évident qu’une fonction continue f(z) peut avoir une 
dérivée presque partout et ne pas étre une fonction absolument continue 
de fonction absolument continue. I suffit pour le voir de prendre une 
fonction non décroissante dont la dérivée est nulle presque partout*), 
Cette fonction ne jouit évidemment pas de la propriété N. En effet, si E 
est ensemble des points ou la fonction f(a) a une dérivée nulle, l’image 
f(E) est de mesure nulle (n° 1). Et comme limage de I intervalle total 
ot f(x) est définie est de mesure positive, il en est de méme pour l’image 
du complémentaire de E. Or ce complémentaire est de mesure nulle par 
hypothése, done f(z) ne jouit pas de la propriété N, donc n’est pas une 
superposition de fonctions absolument continues. 

La fonction considérée donne un exemple extrémement simple d’une 
fonction continue qui jouit de la propriété 7, sans jouir de la propriété N. 

Nous voyons ainsi qu’une fonction continue peut avoir une dérivée 
presque partout sans étre une superposition de fonctions absolument con- 
tinues. 

D’autre part, une superposition de deux fonctions absolument conti- 
nues n’a pas nécessairement une dérivée presque partout. On ne peut 
affirmer que le résultat suivant. 


Théoréme. — Toute fonction continue F(x) qui est une super- 
position de deux fonctions absolument continues posséde nécessairement 
une dérivée déterminée et finie quasi-partout. 


Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme de M. Banach 
(n° 2): toute fonction continue jouissant de la propriété N a une dérivée 
déterminée et finie quasi-partout. 


Dans le cas particulier ot il s’agit d’une superposition de deux fonc- 
tions absolument continues, la démonstration du théoréme devient extréme- 
ment simple, c’est pourquoi nous nous permettons de l’indiquer ici. 


Soit donc F(z) une fonction qui est une superposition de deux 
fonctions absolument continues dans un segment [a,b]. Désignons par E 
ensemble des points ot F’(x) n’existe pas ou n’est pas finie. I] s’agit 
de démontrer que le complementaire CE de E est de mesure positive 
dans chaque intervalle 5 contenu dans [a, 5}. 


3!) Par exemple la fonction bien connue de M. Cantor, constante dans chaque 
intervalle contigu & un ensemble parfait de mesure nulle. 
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Soit E, la partie de E contenue dans 6. La fonction F(z) étant 
une superposition de fonctions absolument continues, on a mes F(E) = 0, 
donc, a fortiori, mes F(E,) = 0. 

Si F(a) est constante sur 5, sa dérivée F’(x) existe en chaque point 
de 6. Done, en désignant par CE, la partie de CE contenue dans 4, on 
voit bien que dans ce cas mes CE, > 0. 

Supposons donc que F(x) n’est pas constante dans 6. Comme 
mes F(E,)=0, il en résulte que mes F(CE,) > 0, et ceci n’est possible 
que si mes CE, > 0, puisque F(a) jouit de la propriété N. 

Donec, mesCE,>0, et 5 étant un intervalle quelconque contenu 
dans (a,b), on voit bien que F(z) a une dérivée déterminée et finie sur 
un ensemble de mesure positive dans chaque intervalle 5 contenu dans 
[a,b], done quasi-partout sur (a, b), c. q. f. d. 

Il importe & remarquer que dans ce théoréme le mot quast-partout 
ne peut pas étre remplacé par presque partout. 

En effet, nous allons démontrer qu’il existe des superpositions de 
fonctions absolument continues qui n'ont pas de dérivée sur un ensemble 
de mesure positive. 

Plus précisément, P étant un ensemble parfait non dense et d ailleurs 
quelconque, il existe nécessairement une fonction f(x) qui est une super- 
position de deux fonctions absolument continues et qui est privée de dérivée 
en chaque point de P. 

Pour le voir, prenons dans un segment [a,b] un ensemble parfait 
non dense P et désignons par 4,, 6,,..., 5,,... les intervalles contigus a P. 
Désignons par r, la longueur du plus grand segment qui reste dans [a, b] 
quand on a enlevé les k premiers intervalles 6,6,...6,. L’ensemble P 
étant non dense, il en résulte que r, tend vers zéro quand k croit indé- 
finiment. Posons h,=—6,+1r, (n=1,2,3,...),; ol, pour abréger, nous 
désignons la longueur de lintervalle 5, par la méme lettre 4,. 

Nous voulons démontrer que si f(x) est une fonction continue égale a 0 
sur P, ayant dans chaque 6, son maximum absolu au centre c, de 6, et d’ail- 
leurs f(c,)=h,,, la fonction f(x) est privée de dérivée en chaque point de P. 

En effet, si z, est un point de P, on a f(z,)=0. Si x appartient 
a P, on a f(x) =0, donc 

lim [(#)—f(%) _ 9 
z>2, t—2X, 
quand x appartient a P. 

D’autre part, quel que soit k, x, appartient toujours 4 lun des seg- 
ments qui restent dans [a,b] quand on a enlevé les k premiers inter- 
valles 5,6,...6,. Soit 9 ce segment; on a, daprés la définition de r,, 
Pinégalité 9 <r,. 
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Il est évident qu’il existe une infinité de valeurs de & telles que, 
les k premiers intervalles étant enlevés, z, appartient & un segment 0 
ayant une extrémité commune avec 4,, c’est-a-dire avec le dernier des 
intervalles enlevés. En effet, s'il n’en était pas ainsi, il y aurait un seg- 
ment g contenant xz, et un nombre K tel que si k > KX, Iintervalle 6, 
n’est pas contenu dans g. Or ceci est impossible puisque P est non dense. 

Donec, le point 2 de P étant donné, il existe toujours une suite 
infinie d’entiers positifs k,, k,,...,k,,... tels que, les &, intervalles 
5, 5,5,-..5%, étant enlevés, x, appartient 4 un segment 9 qui a une 
extrémité commune avec 6;, (n =1, 2, 3,...). La longueur de ce 9” est, 
d’aprés la définition des nombres r,, inférieure ot égale 4 r,,; on a donc 
<tr, 

Désignons par 2, le centre de l’intervalle 4,,. [1 est bien évident 
que les points z, forment une suite qui converge vers z, quand n croit 
indéfiniment. En effet la différence | 2, —2,| ne surpasse pas }d,, + rz,. 

D’autre part, d’aprés la construction méme de f(x), on a f(x,,) = dy, + Tr,- 

Il en résulte 


f (x,) — f (2) 


Skn + Thy 











7 =Ta,in,> | (n =1, 2, 3,...) 
et l’on voit ainsi que 
Tim | f(22)—F(0)| 34, 
nro 2%, — X% — 
En comparant cette inégalité a légalité 
lim [)-f) _ 9 
I>, r—2X 


pour x appartenant 4 P, on voit bien que la dérivée f’(x,) n’existe pas. 
Et comme z, est un point quelconque de P, on voit bien que f(z) est 
privée de dérivée en chaque point de P. 

Remarquons maintenant que nous n’avons encore fait aucune hypo- 
thése sur allure de f(z) dans les contigus 4 P: nous avons seulement 
supposé qu’elle y est continue, admet son maximum dans le centre de 
chaque contigu (on considére ici le maximum absolu de f(z) par rapport 
& cet intervalle contigu) et que sa valeur au centre de 4, est égale a h,,. 

Si nous supposons maintenant que f(z) est interpolée linéairement 
entre l’extrémité gauche et le centre c, et entre le centre c, et l'extré- 
mité droite de 4, (n =1, 2,3,...), on voit bien que f(z) est continue 
et a une dérivée déterminée et finie en chaque point de 4 
centre c, (n =1, 2, 3,...). 

Done f(x) n’a pas de dérivée sur P et en un ensemble dénombrable 
de points en dehors de P. Dans tous les autres points elle a une dérivée 
déterminée et finie. 


excepté le 


n? 
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Or, image de P ne contient qu’un point seulement puisque f(x) 4 
sur P la valeur constante 0; l’image d’un ensemble dénombrable est tou- 
jours dénombrable. Donc, Vimage de l’ensemble des points ot f’ (zx) 
n’existe pas ou n’est pas finie est de mesure nulle. Il en résulte que f(x) 
est une superposition de fonctions absolument continues, c. q. f. d. 

En modifiant légérement la construction de la fonction f(z) et en 
considérant une série uniformément convergente de fonctions de cette 
nature on peut obtenir une superposition de deux fonctions absolument 
continues qui est privée de dérivée quasi-partout. Nous trouverons dans 
le n° 14 Pexemple d'une telle fonction. 


9. Les superpositions triples et multiples. — Nous avons vu au n° 
précédent que, P étant un ensemble parfait non dense et d’ailleurs quel- 
conque, il existe toujours une superposition de deux fonctions absolument 
continues qui est privée de dérivée en chaque point de P. 

En particulier, si nous considérons les fonctions continues définies 
dans le segment [0,1], on peut supposer P de mesure supérieure 4 1 — ¢ 
quel que soit ¢ fixé d’avance et démontrer ainsi qu’une fonction f(x) qui 
est la superposition de deux fonctions absolument continues peut étre 
privée de dérivée sur un ensemble dont la mesure est aussi proche que 
lon veut de 1. 

On voit ainsi que la classe des superpositions de deux fonctions 
absolument continues est beaucoup plus vaste que celle des fonctions 
absolument continues elles-mémes, ces derniéres étant toujours presque 
partout dérivables. 

Tl est naturel de poser la question s'il est possible d’obtenir une 
classe encore plus étendue en considérant les fonctions absolument con- 
tinues des fonctions de la classe considérée, c’est-a-dire en étudiant les 
superpositions triples de fonctions absolument continues. 

La réponse est négative en vertu du théoréme suivant: 


Théoréme. — Chagque superposition triple de fonctions absolument 
continues se réduit a une superposition double de fonctions absolument 
continues, ou, en d autres mots, toute fonction de la forme 


F(z)=v{fle(z))} 


ot les fonctions yw, f a p sont absolument continues peut étre représentée 
dans la forme 
F(x) =F[®(z)), 
les deux fonctions F et ® étant encore absolument continues. 
En effet, posons 


y= F(z) =f[¢(x)}. 








f 
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Soit E, Pensemble des points z ot la dérivée Fi(x) n’existe pas ou 
n’est pas finie, Z, ’image de E,, donc 2, = F,(E,). En vertu du théoréme 
fondamental on a 


mes Z, = 0. 

Soit e’ ensemble de tous les points y tels que y’(y) n’existe pas ou 
n’est pas finie. On a nécessairement en vertu de la continuité absolue 
de y(y) 

mes e’ = 0). 

Soit enfin e l’ensemble de tous les points x pour lesquels F, (x) 
appartient a e’. 

Pour tout point z, n’appartenant ni 4 e, ni & E,, la dérivée F’(z) 
est déterminée et finie, puisqu’on a 

F" (x) = v"(Yo) Fi (xo), 
ou Pon pose y, = F, (2,). 

Donc, Pensemble E des points ot la dérivée F’ (x) n’existe pas ou 
n’est pas finie appartient & la somme e + E,. 

En désignant par Z l'image de E faite au moyen de la fonction F(z), 
E= F(E), et par E’ image de E faite au moyen de la fonction F, (zx), 
E’— F,(E), on a évidemment l’égalité 

E= F(E)=y[F,(E)) = (E’) 
puisque F(x) = y[F,(x)). 

Or, E étant contenu dans e-++E,, on voit que F,(E) est contenu 

dans E, +-e’ et les ensembles FE, et e’ étant de mesure nulle, 
mes E’ = mes F,(E) = 0. 

Or y(y) est absolument continue, elle jouit donc de la propriété N. 

Il en résulte que 
mes FE = mes y(E’) = 0 


et ceci prouve que F(a) est une superposition de deux fonctions absolu- 
ment continues, c. q. f.d. 


Remarque. — On pourrait démontrer ce théoréme en tenant compte 


de la remarque faite & la fin du n° 5: la fonction F, (x) peut étre repré- 
sentée dans la forme 


F, (2) = f,[(z)] 


ou f, est une fonction absolument continue et d’ailleurs croissante, D(z) 
absolument continue (et méme 4 nombres dérivés bornés). 
On a alors 


F(x) = y[F,(z)) = v{f[(2)]} = F[P(z)) 
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en posant F = y[/,]. La fonction F est une fonction absolument continue 
dune fonction absolument continue et crotssante; elle est donc évidemment 
absolument continue, c. q. f. d. 

Ce théoréme prouve qu'il est inutile d’étudier les superpositions triples, 
et a fortiori multiples de fonctions absolument continues: tout ce réduit 
aux superpositions de deux fonctions absolument continues. 


IV. Effet de l’addition & une superposition d’une fonction absolument 
continue. 


10. Addition de la variable indépendante. — Il est temps de se de- 
mander, si la classe des superpositions de fonctions absolument continues 
est additive, c’est-a-dire si la somme de deux fonctions de cette nature 
appartient 4 la méme classe. Il est trés aisé de voir qu’il n’en est pas 
ainsi, méme si l’on suppose que l’un des termes de la somme est absolu- 
ment continu. On peut méme donner un exemple d’une fonction qui est 
la superposition de deux fonctions absolument continues et qui ne conserve 
plus cette propriété quand on lui ajoute la variable indépendante zx. 

A cet effet, reprenons la fonction f(z) que nous avons construite dans 
le n°8. Nous pouvons supposer que l'ensemble parfait P, dont il était 
question dans ce n°, est de mesure positive. 

Nous considérons donc une fonction f(x) continue, égale 4 0 sur un 
ensemble parfait P de mesure positive, qui est une superposition de fonctions 
absolument continues et qui est privée de dérivée en chaque point de P, 
tandis que dans chaque contigu a P elle a une dérivée déterminée et finie 
sauf au centre de ce contigu. 

Considérons la fonction 

F(z)=f(z)+2. 

Cette fonction est évidemment continue, elle est privée de dérivée en 
chaque point de P. L’ensemble de ces valeurs sur P est identique a P, 
puisque f(x)=0 sur P et les valeurs de x sur P forment un ensemble 
identique a P. 

Donec, P étant de mesure positive, on a 

mes F(P) > 0, 
ce qui démontre que F(z) n’est pas une superposition de deux fonctions 
absolument continues. En effet, dans ce cas elle devrait avoir cette pro- 
priété que l'image de l’ensemble of sa dérivée n’existe pas est de mesure 
nulle. 

Remarquons que la fonction F(2) jouit de la propriété N. En effet, 
elle est égale & x sur P et dans chaque contigu (a,, 5) de P elle est 


Y 


linéaire de a, & c, et dec, a b,, c, désignant le centre de ce contigu. 
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Il en résulte que F(x) ne jouit pas de la propriété (7,) de M. Banach. 
On pourrait le démontrer directement, mais il suffit de remarquer, que 
si F(z) était une fonction jouissant de la propriété (T,), comme elle jouit 
de la propriété N, elle serait une superposition de fonctions absolument 
continues (n° 6), et nous avons vu que ce n’est pas le cas. Ainsi nous 
voyons qu’él existe des fonctions joutssant de la propriété N qui ne jouissent 
pas de la propriété (T,). 

La méme fonction F(z) peut étre considérée comme exemple d’une 
fonction qui est une intégrale indéfinie au sens de MM. Denjoy-Khinichine 
et qui nest pas une superposition de fonctions absolument continues. 

En effet, F(x) = sur P et elle est absolument continue dans chaque 
contigu & P. D’ailleurs la série des différences 


SIF (0,) — F(a,)), 
ot (a,, 5,) est un intervalle contigu 4 P, est convergente, puisque 
SIF (b,) — F(a,)] = 5 (0, —4,). 


Tl en résulte que F(a) est une intégrale indéfinie au sens de 
MM. Denjoy-Khintchine. 


11. Propriété nécessaire des fonctions de la forme /[ g(x) ] + w(ax).— 
Nous avons vu dans le n°10 que les fonctions de la forme 


fle(z)} + v(x) 
f, p et pw étant absolument continues forment une classe qui déborde 
celle des superpositions de fonctions absolument continues. En effet, nous 
avons vu qu'il y a des cas of méme la somme d’une superposition de 
fonctions absolument continues et de la variable indépendante z n’est plus 
une superposition de fonctions absolument continues. 

Il est naturel de se demander quelles sont les fonctions représentables 
dans la forme f[p(x)]+y(zx), f, yet y étant absolument continues. 

Nous ne savons pas quelle est la condition nécessaire et suffisante 
pour cette classe de fonctions, mais il est aisé d’indiquer une propriété 
nécessaire qui permettra de voir que cette classe n’est pas trés étendue. 

Il suffit & cet effet de remarquer que chaque fonction de la forme 
f{[~(z)] +(x), f,p~ ew ant absolument continues, posséde une dérivée 
quasi-partout. 

En effet, on sait (n° 8) que chaque superposition de fonctions absolu- 
ment continues posséde une dérivée quasi-partout. D’autre part, chaque 
fonction absolument continue posséde une dérivée presque partout. Donec, 
leur somme posséde nécessairement une dérivée quasi-partout, c. q. f. d. 

Mathematische Annalen. 103. 15 
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Il importe de remarquer que cette propriété nécessaire n'est pas suffi- 
sante, ou, ce qui est le méme, qu'il existe des fonctions qui sont déri- 
vables quasi-partout et ne peuvent pas étre représentées dans cette forme. 
Il y a plus: wne fonction continue peut avoir une dérivée presque partout 
et ne pas admettre de représentation de la forme f[p(x)]+ w(x), ow 
f, p et w sont absolument continues. 

Pour le voir, il suffit de considérer une fonction F (2) qui est 4 variation 
bornée sans étre absolument continue. 

En effet, si Pon avait 

F(z) = @(z)+y(z), 

oi ®(x) est une superposition de deux fonctions absolument continues et 
y (2) absolument continue, la fonction ®@(z), comme différence d’une 
fonction 4 variation bornée et d’une fonction absolument continue serait a 
variation bornée. Or, puisqu’elle est une superposition de fonctions ab- 
solument continues, elle jouit de la propriété N, et nous savons qu'une 
fonction continue qui jouit de la propriété N et qui est a variation bornée 
est nécessairement absolument continue (n° 2). Donc, ®(z) est absolument 
continue, d’ot il résulte que F(z) lest aussi, ce qui contredit a l’hypo- 
thése faite, c. q. f. d. 

Ainsi, méme parmi les fonctions presque partout dérivables il y en a 
qui ne peuvent pas étre la somme d’une fonction absolument continue et 
dune superposition de fonctions absolument continues. 

Donc, méme pour représenter les fonctions presque partout dérivables 
au moyen de fonctions absolument continues, il est nécessaire de prendre 
au moins quatre fonctions absolument continues. 

Il est tout naturel d’étudier maintenant la classe des fonctions de la 
forme 


f,(¢,(2)) + fel %e(2)) 


fi» fos Py et My etant absolument continues. 


Chapitre IL. 
La somme de deux superpositions de fonctions absolument continues. 


I. Une condition suffisante. 


12. Lemme préliminaire. — Nous avons considéré dans le Chapitre I 
les fonctions continues qui sont des superpositions de fonctions absolument 
continues. Nous avons vu que la famille de ces fonctions n’est pas addi- 
tive, c’est-a-dire, la somme de deux superpositions n’est pas, en général, 
une superposition. Ainsi la famille des fonctions qui sont des sommes de 
deux superpositions est sirement plus vaste que celle des superpositions elles- 





fe 
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mémes. I] est donc naturel de chercher les frontiéres de cette nouvelle 
famille plus étendue en posant le probléme de trouver un critére nécessaire 
et suffisant pour les fonctions de cette famille. 

Nous ne donnons pas ici la solution compléte de ce probléme. Néan- 
moins nous allons donner d’abord une condition suffisante et ensuite un 
critére nécessaire pour ces fonctions. L’énoncé de la condition suffisante 
est trés simple et il est facile d’en faire usage. L’énoncé du critére néces- 
saire parait plus compliqué, mais il conduit 4 la considération d’une classe 
nouvelle de fonctions continues dont on n’a pas fait )’étude jusqu’a présent. 

Avant de passer & la considération de ces critéres nous avons besoin 
d'un lemme préliminaire qui est quelquefois trés utile et dont nous pro- 
fiterons souvent dans ce qui suit. Il] s’agit du lemme suivant: 

Lemme. — Soit 

F< FS Fe. 01+ SF Si 
une suite croissante d’ensembles parfaits de mesure positive et 
f(a)» a2)» ---s fal)s «+ 


une suite de fonctions continues et telles que 


f(t) =90 sur P, (m = 1, 2,...), 
rs (m) m= 1, 2, 
lfin(%) |< ey, sur Oe fs 1.2. 
ot lon désigne par 06;”, dy”, ..., 0," les intervalles contigus a 
P,, (m=1,2,...) et ot la série double des nombres positifs «,, , 
y S- 
he 
m=1k=1 


est supposée convergente. Dans ces conditions, en posant 


R,, (x) . Onn fy (2) T By st moi (%) eee + Gas nlnsn (2) +--- 
ow les a, (m==1,2,...) sont des constantes quelconques, pourvu que 
|a,,| <M (m = 1,2,...) 


M étant une constante absolue, on a (m=1,2,...) 


a) R,(x)=0 sur P,, 


b) D> Osc R,, (2) < &5»") lim En — 0, 
s=15™ ree 


c) R,(a2)—0 presque purtout sur P,. 


%) Nous désignerons ici et dans la suite par osc f(x) loscillation d’une fonction 
continue f(x) sur un intervalle 6. ' 


15* 
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Pour le démontrer, nous allons remarquer d’abord que la série 


2 fu (®) 
m=1 
est uniformément convergente. En effet, m étant fixe, on a par hypothése 
\fa(z)|<e,,, sur 3,” (k =1, 2, 8,...) 


et /,,(z)=0 sur P,. Il en résulte que 
\fa(®)| < Sem, 


et comme la série double > Dy Em, converge, on voit bien que la série 
m=1 k=1 


des fonctions f,,(z) converge absolument et uniformément. 
Or, R(x), Vaprés sa-définition méme, est le reste de la série 


Py a,, f, a (2) : 
n=1 
Cette derniére série doit (giement étre uniformément convergente puis- 


qu'elle ne différe de la série Sh, (2) que par les facteurs a, qui sont 
bornés dans leur ensemble. 

Ainsi, la fonction R(x) est partout définie et continue. 

La suite des ensembles P,, P,,..., P,,,... étant croissante par hypo- 
thése, quel que soit lentier k positif ou nul, ensemble P,,,, contient P,, 
et comme 

fay (® )=0 sur | 
on voit bien que 


fasy(%)=90 sur P, (e&=0,1,2,...). 
On en déduit immédiatement 
R,,(z)=90 sur P.. 
D’autre part, quel que soit un intervalle 4, on a 
o8¢ Rm (2) < 5? 08¢ dm +t fa+e(2) < 2M S ose | fnse(z)|, ™) 
4 k=0 4 k=0 4 
d’ou il résulte 
5 ose R,,(z) <2M 3 one | fa (2)). 
s= 1g s=1k=03 


Considérons Poscillation d’une fonction f,,,,(z) sur un intervalle 4,”’. 


Elle est nulie sur P,,,, donc son oscillation sur 6,” ne surpasse pas la 
somme de ses oscillations sur les intervalles 4{"*", contigus 4 P,,, qui 
sont contenus dans 6/”. 


%) Tl est bien évident que pour chaque fonction g(x) et chaque intervalle 4, 
on a ose » (x) S 2 ose | (z)I. 
é 
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Donc , 
ose | f,, . x (2) | < > Em+k,j 
éi~™) j 


la sommation étant étendue seulement aux indices j pour lesquels 3{"*” 
est contenu dans 6{™. 
En sommant toutes ses inégalités pour s=—1,2,... on voit que 


@ @ ’ @ 
> 080 | f,44(%)| < SS Eman, j§ = 2 om thp 
s=1 gim™ s=1 j p=1 


oi la sommation est maintenant étendue & toutes les valeurs de p 
(p=1, 2,...). 
Nous obtenons finalement 

Sove R(z) 52M FS Sen... 2M E Se, 

s=15(™) j=m p=1” 
et cette quantité «, tend évidemment vers zéro quand m croit indé- 
finiment, puisque nous avons supposé que la série double formée des «,, 
converge. 

Enfin, la somme des oscillations de R, (x) sur les contigus 4 P,, 
étant finie et R,(x)=—0 sur P,, on a d’aprés un théoréme de M. Denjoy *’) 
R;,(x)=0 presque partout sur P, 

et le lemme est ainsi complétement démontré. 


Remarque. — Dans la suite, en appliquant ce lemme, nous sup- 
poserons toujours que l’on a 
1 
em, i me gutk 


ce qui est possible puisque la série > > emt est convergente dans ce cas. 


m=1 k=1 
Nous supposerons d’ailleurs que chacune des quantités a, est égale a° + 1, 
ou bien 4 —1, ou bien nulle, donc le nombre M peut étre supposé égal a 1. 
Il en résulte que le nombre ¢, que nous avons défini comme 
&,, = 2M Ss Se, 
j=m pai’ 


est, dans le cas simple que nous considérons, am a 


-3 y- = 


j=m p=1 








donc 





s=1 6” 


8") Voir A. Denjoy, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, n° 23, 
Journal des Mathématiques pures et appliquées, 1915. 
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13. La dérivabilité quasi-partout comme critére suffisant pour une 
somme de deux superpositions. — Nous avons vu dans le n°11 qu'une 
fonction continue F(x) qui a une dérivée quasi-partout n’est pas toujours 
représentable dans la forme 


fle(z)])+y(2), 
f, » et w étant absolument continues. Mais nous démontrerons maintenant 
quelle est toujours la somme de deux superpositions de fonctions absolu- 
ment continues. Nous avons, en effet, le 


Théoréme. — Toute fonction continue F(x) dont la dérivée est dé- 
terminée et finite quasi-partout peut étre représentée dans la forme 


F(x) =f, (91 (%)] + fal ¢(2)] 
les f, et p; dant absolument continues. 


Pour le démontrer, considérons un ensemble parfait non dense P,, 
mes P, > 0, sur lequel F(z) a une dérivée déterminée et finie. Soient 


(1) s(t) (1) 
oy iP ae 


les intervalles contigus a P,. 

Nous allons construire d’abord une fonction continue F,(2), égale a 
F(x) sur P,, & nombres dérivés bornés dans chaque 4,”, constante dans 
les intervalles 5,” contigus & un certain ensemble parfait non dense P, 


contenant P,, et telle que la différence 
h, (a) = F(x) — F,(z) 


soit presque partout dérivable sur P, et jouisse de la propriété N sur P,, 
et qu'elle vérifie dans les contigus 6,” & P, les inégalités 
1 1) ‘ 
[A (2)1< Sa sur 3) (= =1,2,...). 


A cet effet, posons d’abord 
F,(z)= F(x) sur P,. 


Supposons n fixe. Divisons l’intervalle 6,” en un nombre fini d’intervalles 


partiels assez petits pour que loscillation de F(x) sur chacun de ces 
intervalles soit plus petite que = La fonction F(x) étant quasi par- 


tout dérivable, il existe dans chacun de ces intervalles partiels un ensemble 
parfait non dense de mesure positive en chaque point duquel F’ (x) existe. 
Nous pouvons supposer que l’ensemble parfait 2,’, mes, >0, obtenu 


en faisant la réunion de tous ces ensembles (en nombre fini) situés dans 
les intervalles partiels, ne contient ni les extrémités de 4,”, ni les points 
de division et que la dérivée F’(2) est bornée sur l’ensemble zy’. 
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Supposons maintenant que F,(2) est égale 4 F(x) aux extrémités de 
6,” et dans ces points de division et qu’elle est & nombres dérivés bornés 
et monotone en chacun des intervalles partiels et d’ailleurs constante dans 
chaque contigu & 2,”. Il est toujours possible de construire une telle 
fonction F,(2).**) En faisant une pareille construction pour tous les 
6d” (mn =1,2,...) et en posant 

P,= P,+ Sa 
n=1 
on obtient la fonction F,(z) cherchée. 

En effet, F, (a) est continue, égale 4 F(z) sur P,, 4 nombres dérivés 
bornés dans chaque 6,”, constante dans tous les contigus 4 chaque 2,’. 
donc dans tous les intervalles 5,” contigus 4 P,. 

En posant 

h, (x)= F(x) —F, (2), 
on a évidemment les inégalités cherchées 


(2) <3 sur 3\” (= = 1,2,...) 
puisque dans chaque intervalle partiel qui fait partie de 4,’ les valeurs 
de F(a) et de F,(a2) aux extrémités sont les mémes, d’ailleurs [’oscilla- 


tion de F(a) ne surpasse pas et F,(2) est monotone; donc, sur 


Oanrt 
chacun de ces intervalles |h,(x)| ne surpasse pas —— et cette inégalité 
a ainsi lieu dans tout l’intervalle 5{”. ‘2 

On a sur P, Pégalité 
h,(x) =0 


ce qui, avec les inégalités précédentes, conduit, en vertu d’un théoréme de 
M. Denjoy**), 4 la conclusion 


hij(x)=0 presque partout sur P,. 


D’autre part, comme la dérivée de F(x) et les nombres dérivés de F, (x) 


sont bornés sur chaque 2,”, h,(2) a des nombres dérivés bornés sur 2,”. 


3) Si (a,,a,,,) est ’un des intervalles partiels en lesquels on a divisé 5”, il 


suffit de définir la fonction g(x) comme égale 4 1 sur 2{") et a zéro en dehors de 2{" 
et de poser 
. : 
F,(z)= F (aj) +e | g(x)dx 
a; 
ot lon désigne par m, la mesure de la partie de 2{" contenue dans (a,, a,,,). 
D’aprés la construction de 2,), les m, ne sont jamais nuls, et le nombre des (a,, a;,,) 
étant fini, F,(x) est dans 6,” & nombres dérivés bornés 
%) Voir la note *’) du n° 12. 


i 
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donc sur chaque 2,” la dérivée hi(x) existe presque partout. Comme 
P,=P, + S21”, il en résulte que hj (x) existe presque partout sur P,. 
n=1 
Comme h, (xz) = 0 sur P, et qu’elle est & nombres dérivés bornés sur 
chaque 2,”, il en résulte (n° 3) qu'elle jouit de la propriété N sur P,. 
Cela posé remarquons que dans chaque 6,” (n=1,2,...) hy(2) ne 
différe de F(x) que par une constante, donc elle est quasi-partout dérivable. 
Ceci permet de répéter toutes les constructions que nous avons faites 
pour obtenir F,(z) et de trouver ainsi une fonction F,(2) telle que 
F,(z)=h,(x) sur P,, 
F, (x) est & nombres dérivés bornés dans chaque 6”, constante dans les 
intervalles 4,” contigus & un certain ensemble parfait P, contenant P, et 
telle que la différence 
h, (x) = h, (x) — F, (2) 
vérifie dans les 5.” les inégalités 


1 4 
| hy (2)|< paz dans 4,” (n= 1,2, ...), 


qu’elle ait une dérivée presque partout sur P, et jouisse de la propriété N 
sur cet ensemble. D’ailleurs h,(x) est dérivable quasi-partout puisqu’elle 
ne difiére de h,(x) que par une constante dans chaque 6,” 

Supposons que I’on ait déja défini les ensembles P, << P,<...< P,,< P,,,, 
et les fonctions. 


F,(z), Fy(z),.... F(z) et h(x), hy (x), ..., h(x) 
et qu’elles jouissent des propriétés suivantes: 
Fi..(z) =A, (z) sur P.,, (&=1,2,3,...,m—1). 


F,(2) est continue, & nombres dérivés bornés dans chaque intervalle 5” 
contigu & P, et constante dans les intervalles 4{‘*” contigus & P,,, 
(k=1,2,...,m); la différence 


hy, (z) = h, (x) — Fis (x) 
est dérivable quasi-partout et vérifie les inégalités 
1 (k) Ae lg 
Ihe (2)1< gaye Sur Os ee ‘ 


ailleurs hj(x) existe presque partout sur P,,, et h,(x) jouit de la pro- 
priété N sur P,,,. 
On pourra définir facilement un ensemble P 


m+2 





et des fonctions 


F...,(") et h,,,(x) de telle maniére qu’elles jouissent des mémes pro- 
priétés. I] suffira de remplacer dans le raisonnement fait pour construire 
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F,(z) la fonction F(x) par h,,(z), Vensemble P, par P, et le nombre 
1 1 
get: * gota” 


En répétant ce procédé, on obtient une suite de fonctions continues 
F, (2), F,(x), ..., F,,(2),-..- 





Comme 
F(z) =F, (z)+4,(z), 
h, (x) =F, (x) +h, (z), 


‘eF8F 2. wa a ae. 


oe) a TSO 2 Se ae om. cel 


on voit que 
F(a) =F, (2) +F, (2) +...+F,,(z) +h,,(2) 
quel que soit l’entier positif m. 
Or, h,,_,(z) =F, (x) sur P,, donc 
h,,(~)=0 sur P,, (m=<=1,2,...). 
D’autre part, on a 


1 
grtm 





|h,,(2)| < sur 6,” 
d’ot il résulte qu’on a partout 


[hn (2)| Soo 


et cette inégalité prouve que la série D> F,,(z) converge uniformément 
vers F(z). - 
Chacune des deux séries 
F, (a) + F, (a) +... +F,,_,(2) +... 
et 
F(z) + F,(z)+...+F,, (2) +... 


converge donc aussi uniformément. En posant 
F, (2) =F, (z)+...+F,,_3(2)+---, 
F,(z) =F, (x) +...+F,,(z)+... 
nous voyons que F,(2) et F,(z) sont continues et que l’on a 
F(z) = F,(z) + F,(2). 
Nous allons démontrer que chacune des fonctions F, (xz) et F,(2) est 


une superposition de deux fonctions absolument continues. 
A cet effet, nous posons 


R,, (2) = hy, (2) — Inga (2) + Inga (2) — hee (2) +--- 
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et nous remarquons que, quel que soit m impair, on peut écrire 
F, (x) = F, (2) + Fy (x) +... +F,, (2) + #,.,(2), 
et pour tout m pair 


(2), 


m+i1\ 


F,(z) = F,(z)+F,(z)+...+F, (2) +R 
puisque 
F, (x) =h,_, (2) —h, (x) 
quel que soit n. 
Or, les fonctions h, (xz), h, (x), ..., h,, (x), ... vérifient les conditions 
du lemme du n° 12. 


En effet, quel que soit m, on a, d’aprés la construction méme 


F(z) =hA,_,(a) sur P, 


m—1\ ” 
et comme h, (x) =h,,_, (xz) — F,, (2) partout, il en résulte 


h,(z)=0 sur P,. 
On a dailleurs 





|h,, (x) | < — : 


- 


sur 6” (ns =1,2,...). 


Il en résulte, en vertu de ce lemme et de la remarque faite sur ce 
lemme, que 


a) Ri(z)=—0 sur P,; 


b) 3° ose R, (x) <——; 
) osc wl) < ==; 


_ 


as} és” - 


c) R,,(2)=0 presque partout sur P, . 


Il en résultera finalement que F,(xz) et F,(x) sont presque partout 
dérivables sur chaque P,, et jouissent de la propriété N sur cet ensemble, 
quel que soit m, et que si E est l’ensemble des points n’appartenant a 
aucun des ensembles P,,, nous avons 


mes F, (E) = mes F,(E) = 0. 
Pour le voir, remarquons d’abord que l'on a 
F(z) =h,_,(z) —A,, (2) (m =1,2,...). 


Or, sur l'ensemble P,,, hjy—,(2) et hj, (x) existent presque partout, 
donc F,,(x) existe presque partout sur P,; d’ailleurs, dans les contigus 
6,” & P., la fonction F,,(x) est & nombres dérivés bornés, donc encore 
presque partout dérivable. Ainsi F),(x) existe presque partout, et cela 
quel que soit m. : 

Comme R;,,,(x) = 0 presque partout sur P,,,, il en résulte que, 
quel que soit m, Fj (x) et Fy (x) existent presque partout sur P,,. 








=e e, 


: 
a 
' 
| 
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Pour démontrer que F,(z) et F,(x) jouissent de la propriété N sur 


chaque P,,, remarquons d’abord que F,, , (2) =h,,(x) sur P,,,,, et comme 
h,,(x) est nulle sur P,,, et P,, est contenu dans P,,,, on a 
Fi.,(2)=0 sur P, (wm =1,2,...). 
Dvailleurs, quel que soit p, P,,,, contient P,,, donc 
‘m=1,2,... 
F..4,»(%)=90 sur P, (" ). 
y Los yy Ge 


Il en résulte d’abord que l’on a sur P, 
F, (x) = F, (2) = F(z) 


et comme F(z) a, par hypothése, une dérivée en chaque point de P,, elle 

jouit de la propriété N sur P, (n° 3), et il en est de méme pour F, (z). 
On a 

F,(z)=0 sur P, 

done F,(x) jouit aussi de la propriété N sur P,. 

Pour m > 1 nous écrivons lidentité évidente 


Pon P+ (Ph PB) +... +h Be. te ED 


D’aprés la construction méme des fonctions F,(z), les fonctions 
F,, F,,.--, F,_. sont des constantes dans chaque intervalle contigu 4 P,_,, 
F,_,(2) est & nombres dérivés bornés sur chaque 6“-” done jouit de la 
propriété N sur P,— P,_,, F,(z)=h,_,(a) sur P,, donc jouit de la 
propriété N sur P, et a fortiori sur P, — P,_,; enfin F,,,(x) =0 sur P,, 
done sur P,— P, _, quel que soit p= 1, 2,3,.... 

Il en résulte, quel que soit k, que F, (x) et F,(2) représentent dans 
chaque eo (n=1,2,...) la somme d’une constante et d’une fonction 
jouissant de la propriété N sur la partie de P,— P,_, contenue dans 
ce 6\'-”; donc F,(x) et F,(x) jouissent de la propriété N sur P, — P,_, 
quel que soit k, et par suite elles jouissent de la propriété N sur chaque 
P, (m=1,2,...). 

D’ailleurs, nous avons vu qu’elles sont dérivables presque partout sur 
P,, quel que soit m. Donec, si e est un ensemble de points appartenant a 
un certain P,, et tel que la dérivée de F,(a) (ou bien de F,(x)) n’existe 
pas aux points de cet ensemble, on a nécessairement 


mes e = (). 


Et comme F,(x) (resp. F,(x)) jouit de la propriété N sur P,, 
(m=1,2,3,...) on @ 
mes F, (e) = 0 
(ou bien mes F, (e) = 0). 
Nous avons désigné par E l’ensemble des points qui n’appartiennent 
pas & P. quel que soit m. 
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Donec, quel que soit m, on peut dire que E est contenu dans la somme 
des contigus 6.” & P,. 
Il en résulte que lon a 
mes F,(E) < 3 ose F, (2), 


n=1 3~ 
et une inégalité analogue pour F,. 
Supposons maintenant m impair. On a 
F, (2) =F, (z) +... +F,, (2) + B41 (2). 
Or, pour k< m, F,(zx) est constante dans les contigus 5,"*" a P_,,, donc 


F, (x) +F,(z)+...+F,,(2) = const dans 5,"*” (n=1,2,3,...). 
Ainsi 


ose F, (x) = ose R,,,,(z), 
orn oiet) 


et comme nous savons que 


SE ose R,,,,(2) << —- 


nai aimtD alae 
il en résulte 
mes F, (E) < 3} ove F(z) = 3} ove Ry, (2) < 35 
nai 3im+) nai aimtD 2 
et cette inégalité est valable quel que soit m impair. On en déduit aussitét 
mes F,(E)= 0. 
On démontre de méme, en supposant m pair, 
mes F,(E) = 0. 


Ainsi, chacune des fonctions F,(x) et F,(z) jouit de la propriété 
suivante: ensemble des points of sa dérivée n’existe pas a une image de 
mesure nulle. En effet, ou bien il appartient & E et alors son image est 
contenue dans F,(E) ou F,(E), donc elle est de mesure nulle, ou bien 
une partie de cet ensemble appartient 4 un certain P,. Dans ce cas cette 
partie est de mesure nulle, F,(z) et F,(x) étant dérivables presque par- 
tout sur P,, et comme elle jouissent de la propriété N sur chacun de ces 
ensembles, l'image est encore de mesure nulle. 


Il en résulte que F, (2) et F, (xz) sont des superpositions de fonctions 
absolument continues, c, q. f. d. 


Il suit immédiatement du théoréme démontré que 
chaque fonction a variation bornée est la somme de deux fonctions, 
dont chacune est une superposition de fonctions absolument continues. 


Nous savons que ce résultat ne peut pas étre précisé, dans le cas 
général, en ce sens que lune des superpositions se réduit 4 une fonction 
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absolument continue. En effet, nous avons vu (n° 11) qu’une fonction a 
variation bornée qui n’est pas absolument continue ne peut pas étre la 
somme d’une fonction absolument continue et d’une superposition de fonc- 
tions absolument continues. 

Une autre conséquence du théoréme que nous venons de démontrer 
est la suivante: 


chaque fonction continue qui jouit de la propriété N est la somme 
de deux fonctions, dont chacune est une superposition de fonctions absolu- 
ment continues *°). 


14. Exemple d’une somme de deux superpositions privée de dérivée 
presque partout. — Il est trés naturel de se poser la question si le 
théoréme inverse 4 celui du n° 13 a encore lieu, c’est-a-dire si chaque 
fonction de la forme 

f, [1 (2)) + fle (2), 
fs fo, Py et p, étant absolument continues, est nécessairement quasi-partout 
dérivable. 

La réponse est négative. Nous allons, en effet, construire une fonction 
privée de dérivée presque partout et qui est la somme de deux fonctions, 
dont chacune est une superposition de fonctions absolument continues. 

A cet effet, faisons d’abord la construction préliminaire suivante. Soit 
6 un intervalle quelconque, Q un ensemble parfait non dense et de 
mesure positive situé dans 4, et 46,, 6,,..., 6,... les contigus 4 Q. Soient 
I, Mg, +++) %,--. des ensembles parfaits de mesure positive tels que 2, 


est situé dans 46, et symétrique par rapport au centre c, de ce 4, 
(n=1,2,...). Soit enfin 


S= Sz, 
n=1 
et 
P=Q-+8S. 


Nous allons construire une fonction F(z) nulle aux extrémités de 6 
et de chaque 4,, en valeur absolue inférieure 4 ¢, ¢ étant fixé d’avance, 
nulle sur Q, privée de dérivée en chaque point de Q, possédant une 
dérivée presque partout sur S, enfin constante dans chaque intervalle 
contigu 4 P. 

Pour construire une telle fonction, rappelons que nous avons démontré 
au n°8 que si F(z) est une fonction continue nulle sur Q, dont les 
maxima dans les contigus 4 Q sont aux centres de ces contigus et ont 


*) En effet, d’aprés le théoréme de M. Banach (n° 2) chaque fonction jouissant 
de la propriété N est dérivable quasi-partout. 
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des valeurs h, convenablement choisies, F(2) est privée de dérivée en 
chaque point de Q. 

Soit 6, —(a,, 5,) un intervalle contigu 4 Q et c, son centre. Posons 


g(x)= +1 si 2 appartient a 2, et d’ailleurs a, <r<c,, 





g(x) = —1 si & appartient 4 2, et ailleurs ¢, << x<b,, 
g(x)=0 si x n’appartient pas a z,. 
Posons 
F(z) = 7 fo(z)az dans 6, 
et f 


F(2)=0 sur Q. 


On voit bien que F(z) est continue, nulle sur Q et aux extrémités 
de 6 et des 5. Ceci ist évident pour l’extrémité a,, mais il en est de 
méme pour 6, puisque nous avons supposé que a, est symétrique par 
rapport & c,. On voit de suite que F(z) atteint son maximum absolu 
sur 6, au point c, et que la valeur de ce maximum est h,. Donc, si 
les kh, sont convenablement choisis, F’ (x) n’existe en aucun point de Q. 

D’ailleurs, F(x), étant absolument continue dans chaque 6,, y est 
dérivable presque partout, donc F’(x) existe presque partout sur S. 

Enfin F(z) est constante dans les contigus 4 tous les a, (puisque 
g(x) = 0 dans ce cas), donc F(z) est constante dans chaque contigu a P. 

On peut d’ailleurs supposer que F(a) < ¢, puisque s'il n’en était pas 
ainsi il suffirait de la multiplier par une constante convenablement choisie, 
ce qui conserverait toutes ses propriétés. 

Cela posé, prenons dans l’intervalle (0,1) un ensemble parfait non 
dense Q,, mesQ, > 0, et dans les contigus 4 Q, des ensembles parfaits 
non denses et de mesure positive 2.” symétriques par rapport aux centres 
de ces contigus dont nous appellerons la réunion par S,; nous désignerons 
par P, la somme Q, + 8S, et nous désignerons par fl ee 


les intervalles contigus a P,. 


Soit F,(2z) une fonction continue, nulle sur Q,, privée de dérivée en 
chaque point de Q,, possédant une dérivée presque en chaque point de S, 


et constante dans les contigus 4 P,. 


Prenons dans chaque contigu 6,” & P, un ensemble parfait non dense 


Qe, mes QQ" > 0, et soit SY un ensemble formé d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles parfaits non denses et de mesure positive situés dans 
les contigus 4 Q\” et symétriques par rapport aux centres des contigus 
(on considére les contigus par rapport a 6,”). 











a fs, @® & 
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Nous savons qu’on peut construire une fonction F,(2) continue, nulle 
aux extrémités de 6{”, nulle sur Q.”’, privée de dérivée sur Q” et possé- 
dant une dérivée presque partout sur S,”, as constante dans les 


contigus & P,” = Q,” + S$. et inférieure a En posant F, (x) =0 


ae 
sur P, on voit qu “elle est partout définie, continue, qu’elle est privée de 
dérivée sur 0, = 5 Qi” et posséde une dérivée presque partout sur 
=- > S.” et qu relle est constante dans les contigus 6,” a P,, ow 
n=1 
P, = P,+0,+8,. 


D’une maniére générale, é{”, og”, ..., 6”, ..., étant les contigus a P,, 
on prend dans 6” un ensemble parfait non dense gr", mes Q**” > 0, 
et on désigne par S,**” un ensemble formé d’une infinité dénombrable 
densembles parfaits non denses et de mesure positive situés dans les 
contigus 4 Q\**” et symétriques par rapport aux centres de ces contigus. 

On construit une fonction F,(x) continue, nulle aux extrémités de 4”, 
nulle sur Q*”, privée de dérivée sur Q“*”, possédant une dérivée presque 
partout sur S**” et constante dans les contigus a pet» — oe + ger, 


. 1 . 7 4 
dailleurs inférieure dans les 4,” a jkya Tespectivement. On achéve la défi- 





nition de F,(2) en la supposant nulle sur P,. Elle est alors continue, 
privée de dérivée sur 0,,, = SQe*” et posséde une dérivée presque 
n=1 


oc . ‘ 
bar = S SS*”; elle est constante dans les contigus a 


n=1 
Pras = PL + 9.4; + 8,,:- 
Nous avons ainsi défini une suite de sear F,(s), F, (a), ..-, F,(#),-.-- 


Comme F, (xz) = 0 sur P, et | F, (x) pies 


partout sur § 


dans le contigu 6.” a P, 


oath 


(n =1,2,...), on voit que |F,(z)|<=> ae dans (0,1), donc la série des 
fonctions F, (a) converge uniformément. 


En posant 
F (a) = Fo(x) + F,(%) +... +F,(@) + 
on voit done que F(z) est une fonction continue. 
Nous allons démontrer qu'elle est privée de dérivée presque partout 


sur les O, (k = 1, 2,...) et posséde une dérivée presque partout sur les S, 
(b= 1,2, ...). 

A cet effet, remarquons d’abord que F,(a7), F,(2), ..., F,_9(2), 
d’aprés leur construction méme, sont constantes dans les contigus 4 P,_,, 
donc, en particulier sur 0, et S, et que F,_,(x) est privée de dérivée 
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sur @, et posséde une dérivée presque partout sur S,. Or, la fonction 
R,(z) = F, (2%) +F,4.(2)+--. 
vérifie les conditions du lemme du n° 12, donc, en vertu de ce lemme 
Ri (x)= 0 presque partout sur P,, 
done, en particulier, sur 0, et S,. 

Il en résulte immédiatement que F’(x) existe presque partout sur S, 
et n’existe pas presque partout sur 0,, et cela quel que soit k = 1, 2, 3,... 
(on pose 0, = Q,). 

Nous allons démontrer que F(z) est une superposition de fonctions 
absolument continues. 

En effet, l'ensemble des points oi F’(x) n’existe pas est contenu dans 
la somme des ensembles 0, (k = 1, 2, ...) complétée par ensemble E des 
points n’appartenant ni aux ©, ni aux S, et par un ensemble de mesure 
nulle situé sur les 8,. 


Or, la fonction R,(x) vérifie les conditions du lemme (n°12) donc 
R,(x)=0 sur P, et 


@o 


>, ose R, (x) < 
awl 3) 


Il en résulte d’abord que sur P, on a 
F(z) = Fy(~) +F,(%)+...+F,_1(2), 


et comme F,, F,,..., F,_, sont constantes sur 6, et F,_,(z) nulle sur 
@,, on voit que 


1 
gk—2° 





mes F (0,) = 0 (& = 1, 2,3,...). 
D’autre part, E étant l’ensemble des points qui n’appartiennent & 
aucun des 0, et S,, on voit que E est contenu dans la somme des 
6 (n° 1, 2,...) quel que soit k. 
Done 


mes F (E) < 5° ose F (x) quel que soit k. 


n=1 6 


Comme F,, F,,..., F,_, sont constantes dans les contigus 6” a Fy, & 
en résulte 


mes F (E) < 5} ose R, (x) < ue 
n=1 3%) 


et comme & est ici quelconque, on a 
mes F(E) = 0. 


Il nous reste & considérer le cas ot F’(x) n’existe pas en un ensemble 
é appartenant 4 un certain S,; e est alors nécessairement de mesure nulle, 
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puisque F(z) est sur S, presque partout dérivable. Or, nous avons vu 
que sur P,, donc sur S,, on a 
F(x) = F,(z)+...+F,_, (x) 
et comme les F,, F,,..., F,_, sont constantes dans les contigus 4 P,_, 
et F,_, @aprés sa construction méme jouit de la propriété N sur S,, on 
voit que F(z) jouit de la propriété N sur S,, donc 
mes F(e) = 0. 

On voit ainsi que ensemble des points od F’() n’existe pas a une 
image de mesure nulle, donc F(x) est wne superposition de fonctions ab- 
solument continues. 

La fonction F(z) donne l’exemple, dont nous avons parlé au n° 8, 
dune superposition de fonctions absolument continues qui est privée de 
dérivée quasi-partout, puisque la somme des @, est de mesure positive dans 
chaque intervalle contenu dans (0, 1). 

Il est facile maintenant de construire une fonction F(z) qui est la 
somme de deux superpositions de fonctions absolument continues et qui 
est privée de dérivée presque partout. 

A cet effet, remarquons que, en construisant Jes ensembles Q”’, nous 
aurions pu supposer qu’ils sont symétriques par rapport aux centres des 
intervalles dans lesquels ils sont situés. 

Cela étant, rien ne nous empéche 4 construire dans un contigu 4," Q, 
une fonction ®(z) qui est une superposition de fonctions absolument con- 
tinues, nulle aux extrémités de 4,” et qui est privée de dérivée presque 
partout sur les parties de tous les S, contenues dans ce 6.” et posséde 
une dérivée presque partout sur les parties de tous les @, contenues 
dans 6%”. On peut d’ailleurs supposer que | ®(x)|<e, sur dy’, od les «, 
forment une série convergente, et que ®(x) =O sur Q,. 

Il est évident que ®(x) est alors une superposition de fonctions 
absolument continues. En vertu du théoréme de M. Denjoy**), elle a une 
dérivée nulle presque partout sur Q,. D/ailleurs d’aprés sa construction 
méme, elle a une dérivée presque partout sur tous les 0, et n’en a pas 
presque partout sur tous les 8,. 

La somme 

F(z) = F(z) + @(z) 
est donc évidemment privée de dérivée sur tous les @, et tous les S,. Et 
comme nous pouvons toujours supposer que 


mes 3'(0, + 8,) =1, 
F(a) est privée de dérivée presque partout, c.q.f.d. 


*1) Voir la note du n° 12. 
Mathematische Annalen. 103. 16 
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II. Le eritére nécessaire. 


15. La propriété nécessaire. — Nous avons vu au n° 14¢qu’il existe 
des fonctions continues privées de dérivée presque partout et qui sont 
pourtant représentables dans la forme 


files (*)) + flo (2)], 

les f, et ; étant absolument continues. 

Il est naturel de se demander maintenant quelles sont les conditions 
nécessaires pour qu’une fonction continue soit représentable dans cette forme. 

Pour répondre a cette question, faisons une remarque préliminaire. 
Soit F(a) une fonction continue et E un ensemble de mesure positive 
en chaque point duquel la dérivée F’(x) est déterminée et finie. II 
existe évidemment un ensemble parfait P contenu dans E, mes P>0, 
et tel que F’(x) est bornée sur P. Sans restreindre la généralité on peut 
supposer que chaque portion**) de P est encore de mesure positive. En 
vertu d’un théoréme de M. Denjoy**) comme F’(z) est finie sur P il 
existe une portion 2 de l’ensemble P telle que la somme des oscillations 
de F(z) dans les intervalles contigus 4 x est finie. Si, donc, F,(2) est 
égale & F(x) sur a et interpolée linéairement dans les contigus 4 2, on 
voit bien que F,(z) est absolument continue, done F(z) est absolument 
continue sur l’ensemble 2“). Or, chaque portion de P étant, par hypothése, 
de mesure positive, on a mesa >0, donc si F(x) est wne fonction con- 
tinue dont la dérivée est déterminie et finite en chaque point dun en- 
semble E de mesure positive, il existe un ensemble parfait x, mesax> 0, 
contenu dans E et tel que F(x) est absolument continue sur x. 

Cela posé, revenons & la condition nécessaire pour qu’une fonction 
continue F(x) soit de la forme 


F(z) = F,(z) + F, (2) 


les fonctions F, (xz) et F,(a) étant des superpositions de fonctions absolu- 
ment continues. 


*%) On appelle portion d’un ensemble parfait la partie de cet ensemble contenue 
entre deux points qui ne lui appartiennent pas. 

**) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables (Annales de 
UEcole Normale Supérieure 38 (1916), p. 179). 

**) On dit qu’une fonction continue est absolument continue sur un ensemble 
parfait, si elle coincide sur cet ensemble avec une fonction absolument continue dans 
tout Pintervalle oi cet ensemble est situé. Il existe des définitions intrinséques de 
continuité absolue sur un ensemble, c’est-i-dire des définitions of n’interviennent 
que les valeurs de la fonction sur l’ensemble, mais elles sont équivalentes a celle du 
texte et dans les démonstrations qui suivent il] nous sera plus facile de nous servir 
de cette derniére. 











Représentation finie des fonctions continues. 235 


Soit 6 un intervalle quelconque situé a l’intérieur de Vintervalle (a, 6), 
ot F(x) est définie. 

Deux cas peuvent se présenter a priori: ou bien F(x) a une dérivée 
sur un ensemble E de mesure positive situé dans 4, ou bien F(x) est 
privée de dérivée presque partout dans 5. Dans le premier cas, d’aprés la 
remarque faite, il existe un ensemble parfait P, mesP> 0, tel que F(z) 
est absolument continue sur P. 

Dans le second cas, comme F,(z) est une superposition de fonctions 
absolument continues, donc dérivable quasi-partout (n°8), il existe dans 6 
un ensemble de mesure positive dans lequel F/(x) existe, donc, en vertu 
de la méme remarque précédente, un ensemble parfait P, mesP > 0, ot 
Fi(x) existe et F,(x) est absolument continue. Or, comme nous avons 
supposé que F’(x) n’existe pas presque partout dans 4, il en résulte que 
F;(x) n’existe pas presque partout dans P. Comme F,(x) est une super- 
position de fonctions absolument continues, il en résulte nécessairement 


mes F, (P)=0. 
Ceci nous améne au théoréme suivant: 
Théoréme. — Pour qu'une fonction continue F(x) soit représentable 
sous la forme 
f,[%1(%)] + fala (*)) 
les f, et p, Gant absolument continues il faut que dans chaque inter- 
valle 5 il existe un ensemble parfait P de mesure positive et une fonction 
absolument continue w(x) telle que la différence 
r(x) = F(x) — y(z) 
vérifie Pégalité 
mesr(P) = 0. 


En effet, dans le premier des deux cas considérés il suffit de poser 
w(x) = F(z) sur P et de linterpoler linéairement en dehors de P; w(x) 
sera alors absolument continue dans 6 et la différence r(z) = F(x) — p(z) 
est nulle sur P, done mesr(P)=0. 

Dans le second cas on pose y(x)=F,(xz) sur P et on Iinterpole 
linéairement en dehors de P; w(x) est encore absolument continue 
et la différence r(x)= F(x)—yp(ax) est égale & F,(x) sur P, donc 
mesr(P)=0, c.q.fi.d. 

Ce théoréme, malgré son extréme simplicité, nous permettra de démontrer 
Vexistence de fonctions continues qui ne sont pas représentables sous 


la forme 
f, [v1 (%)] + fale (*)] 
les f,; et yp; étant absolument continues. 
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16. Fonetions ridées. — Pour construire de telles fonctions nous allons 
introduire une notion nouvelle, celle de fonction ridée**). 

Définition. Une fonction continue F(x) sera appelée fonction ridée 
si quel que soit Tensemble E de mesure positive dans le domaine ot 
F (x) est définie, il existe un ensemble E, de mesure nulle contenu dans E 
tel que F(x) est monotone sur E, et limage F(E,) est de mesure positive. 

L’existence de fonctions de cette nature n’est pas évidente mais 
avant de passer 4 sa démonstration nous allons prouver d’abord que ces 
fonctions donnent une solution du probléme posé, c’est-a-dire nous allons 
démontrer le 

Théoréme**). — Une fonction ridée quelconque F(x) ne peut pas 
étre représentée dans la forme 


f.[%, (2)] + flva()] 
les f, et p; dant absolument continues. 

Nous avons vu au n° précédent que pour la possibilité d’une telle 
représentation il est nécessaire qu'il existe dans chaque intervalle 6 un 
ensemble parfait P, mes P > 0, et une fonction absolument continue y(z) 
telle que la différence 

r(x) = F(x) — y(z) 
ait sur P une image de mesure nulle, 
mes r(P) = 0. 


Or, nous allons voir que pour une fonction ridée ceci est impossible. 

_  Soit P un ensemble parfait de mesure positive et d’ailleurs quelconque. 
Puisque F(z) est une fonction ridée, il existe un ensemble 2 contenu 
dans P, mesx = 0, tel que F(z) est monotone sur a et mes F(x) >0. 
Tl est bien évident que sans restreindre la généralité on peut supposer 
que 2x est parfait. 

Désignons par F,(x) une fonction égale & F(x) sur a et interpolée 
linéairement dans les intervalles contigus 4 2; F,(2) est donc partout 
monotone. 

Soit 

r,(z) = FP, (x) — p(z). 

On voit que r,(z) est & variation bornée comme différence d’une fonction 
monotone et d’une fonction absolument continue. D ailleurs, dans chaque 
contigu 4 x, la fonction r,(z) est absolument continue, donc jouit de la 


*) Voir ma Note Sur la structure lytique d’une fonction continue arbitraire. 
(Comptes rendus 186 (1928), p. 1414). 

“) Voir ma Note Sur la structure analytique d’wne fonction continue arbitraire. 
(Comptes Rendus 186 (1928), p. 1414). 











Représentation finie des fonctions continues. 237 


propriété N. Si Pon avait mesr,(~)=0, il en résulterait que +, (x) 
jouit de la propriété N partout, donc, puisqu’elle est 4 variation bornée, 
elle serait absolument continue. Or ceci est impossible, puisque, dans ce 
cas, F, (x) serait aussi absolument continue et l’on aurait mes F, (2) = 0, 
tandis que F,(z) = F(z) sur a et mes F(x) >0. 

On voit donc que mesr,(z)>0, et comme r,(z)=—r(z) sur a, 
on a mesr(xz)>0 et a fortior’ mesr(P)>0. Nous aboutissons 4 une 
contradiction, et le théoréme est ainsi démontré. 

On peut généraliser ce théoréme de plusieurs fagons. Pour y arriver, 
signalons d’abord une propriété des fonctions ridées 

Si F(x) est une fonction ridée et w(x) une fonction continue qui a 
une dérivée en chaque point dun ensemble E, mesE >0, la différence 

r(x) = F(z) — y(z) 
ne jouit pas de la propriété N sur E. 

En effet, d’aprés une remarque faite au n° précédent, E contient un 
ensemble parfait P sur lequel y(2z) est absolument continue. Donc, en 
désignant par y,(z) la fonction égale & w(x) sur P et en l’interpolant 
linéairement dans les contigus & P, on voit que y,(z) est absolument 
continue. Soit 

r, (2) = F(z) — y, (2). 

En répétant le raisonnement du théoréme précédent on démontre qu'il 
existe un ensemble 2 contenu dans P, mesa = 0 et tel que mesr,(z)>0. 
Or, on a sur P Pégalité r(x)=—r,(x), donc mesr(x)>0, et comme 
mesa = ceci prouve que r(x) ne jouit pas de la propriété N sur 
Pensemble P, c. q. f.d. 

On en conclut immédiatement que le théoréme suivant est vrai: 

Théorémé. — Une fonction ridée ne peut pas étre représentée dans 
la forme 

- F(z) = F,(z) + ¥,(2) 
ot F,(x) est dérivable quasi-partout et F,(x) joutit de la propriété N. ~ 

En particulier une fonction ridée ne peut pas étre la somme de deux 
fonctions dont chacune jouit de la propriété N (puisqu’une telle fonction 
est dérivable quasi-partout). 

Voici une autre conséquence du méme théoréme: une fonction ridée 
ne peut pas étre représentée dans la forme 

F(x) = f,[,(%)] + fy la (2)] + % (2) 
les f; et p; dant absolument continues. 


En effet, nous savons (n° 11) qu’une fonction de la forme f, [y, (2)] + 9, (x) 
est dérivable quasi-partout. 
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D’une maniére générale, on peut démontrer qu’sl est impossible de 
représenter une fonction ridée au moyen de cing fonctions absolument 
continues, quelle que soit la facon de les combiner au moyen des opérations 
@addition et de superposition de fonctions. 

Il serait trop long de considérer tous les cas qui peuvent se présenter, 
c’est pourquoi nous nous contentons d’indiquer qu’on arrivera, dans chaque 
cas particulier, 4 démontrer l’impossibilité de la représentation ou bien en 
appliquant le théoréme d’aprés lequel une fonction ridée n’est jamais une 
somme d’une fonction dérivable quasi-partout et d’une fonction jouissant 
de la propriété N, ou bien en appliquant le théoréme qui suit: 

Théoréme. — Si F(x) est une fonction ridée et si elle est représentée 


dans la forme 
F(z) = y[®(z)] 


y étant absolument continue, alors la fonction P(x) est nécessairement 
ridée. 

Pour démontrer ce théoréme, considérons un ensemble parfait P, 
mesP>0. La fonction F(x) étant ridée, P contient un ensemble parfait , 
mesa = 0, tel que F(z) est monotone sur a et mes F(z) >0. Remar- 
quons d’abord, que mes®(z)>0. En effet, s'il n’en était pas ainsi, 
comme wy est absolument continue, on aurait 


mes F(x) = mesy[®(x)] = 0 


ce qui est impossible. Donc, mes ®(x) > 0. 

Il est évident que y ne peut pas avoir sur l'ensemble 2’ = ®(x) une 
dérivée nulle presque partout, car dans ce cas on aurait encore mes F(z)=0. 
Il existe donc sur x’ un ensemble E de mesure positive of la dérivée 
de y ne change pas de signe; on peut évidemment supposer qu’elle est 
positive. Supposons que nous pouvons démontrer que E contient un en- 
semble parfait Q’, mes Q’> 0, et tel que y est monotone sur Q’. Soit Q 
ensemble des points de 2 pour lesquels ®(x) appartient 4 Q’. Comme 
F(a) est monotore sur z, elle Pest a fortiori sur Q puisque Q est contenu 
dans x. Il en résulte que ®(z) est monotone sur Q. En effet, si D(z) 
n’était pas monotone sur Q, comme y est monotone sur Q’ il en résulterait 
que F(z) n’est pas monotone sur Q. 

Donc, nous pouvons affirmer que chaque ensemble parfait P, 
mes P > 0, contient un ensemble Q, mes Q = 0, tel que (x) est monotone 
sur Q et mes ®(Q) > 0, ce qui prouve que ®(z) est une fonction ridée. 

Tout revient donc & démontrer que E contient un ensemble parfait 
de mesure positive sur lequel y est monotone. Or la dérivée de wy étant 
positive sur E ce fait résulte du lemme général suivant: 
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Lemme. — Si f(x) est une fonction continue dont la dérivée f' (x) 
est positive en chaque point dun ensemble E, mesE >0, il existe un 
ensemble parfait P contenu dans E, mesP>0O, et tel que f(x) est 
monotone sur P. 

Tout d’abord, puisque la dérivée f(x) est déterminée en chaque 
point de E, il existe un ensemble parfait 1, mesa > 0, contenu dans E 
et tel que f(x) est absolument continue sur 2 (voir le n° précédent). 
Donec, en posant w(x) = f(x) sur a et en l’interpolant linéairement dans 
les contigus & 2 on voit que y(z) est absolument continue et que sa 
dérivée est égale a celle de f(x) donc positive partout sur a sauf peut- 


étre aux points de premiére espéce pour 2, et ces points forment un en- 
semble dénombrable. 


Tout revient donc 4 démontrer le théoréme pour la fonction py(z) 
absolument continue. 


Remarquons maintenant que, sans restreindre la généralité, on peut 
supposer que y’(z)>1 en chaque point de a. En effet, y’(x) étant 
positive, il existe un ensemble parfait 2’ contenu dans 2 et de mesure 
positive, tel que y’(z) >a sur 2’, a étant une constante positive. En 
posant y,(z) = * y(z); on voit que yj(z) >1 sur 2’. Si lon démontre 
que y,(z) est monotone sur un ensemble parfait de mesure positive 
contenu dans 2’ il en est de méme pour w(x). Donc, pour ne pas 
changer les notations, nous supposons que y’(x)> 1 sur z. 

Ceci étant, soit g(x) la dérivée de w(x). Posons 


9, (2) = (x) sur et o,(x)=0 en dehors de z, 
9, (4) =90 sur a et ,(x) = (x) en dehors de z. 


On a évidemment 


p(x) = 9, (x) + (2), 
donc, en posant 


vi(z)=Jfo,(z)dx et y,(x)—fo,(x)dz, 
on voit que 


v(x) = y,(z) + ¥,(2). 
Désignons par ®,(2z) lintégrale indéfinie 
¥,(2) = Jf |g, (2)|dz. 

On voit que cette intégrale a pour dérivée |,(x)| presque partout, 
et comme g,(z)=0 partout sur 2, lensemble des points pour lesquels 
(x) = |y,(z)| = 0 

est de mesure égale a celle de z. 
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D’autre part, tous les points de 2 qui sont des points de densité pour x *”) 
forment aussi un ensemble de mesure égale 4 x. I] existe donc un point é 
de x qui est point de densité et tel que 


3() =| %()| =9. 
En vertu des deux propriétés du point , un nombre « aussi petit 
qu’on veut étant donné, il existe un segment 4 enfermant é et tel que 


3° ose §, (x) < #4; 
4 
et 2° P désignant la partie de x enfermée dans 4, on a 
mes P > A(1 —e). 

Nous allons démontrer que w(x) est croissante sur un ensemble de 
mesure positive et contenu dans P. A cet effet, en désignant par 6, 4, ...d, ... 
les intervalles contigus & P par rapport & 4, nous démontrerons d’abord 
que la somme des oscillations de y(z) sur les 6, est <2e4. 

En effet, comme y,(z) est constante dans chaque 4,, puisque ¢, (x)= 0 
en dehors de 2, on voit que 

2 osc p(x) = 5 osc y,(z). 
a=1 |, n=1 4, 


Or, en vertu du lemme 3 du n°1 on a 
Zoe vs (2) S 2S fivr(2)|dx<2f\p(2)| dz < Ses0 (2) < 24, 


donc 
D> ose p(x) < 2e4. 


n=1 3b, 


D’autre part, on a 


ose w(x) > ose y, (x) — osc y, (x). 
4 A A 


Or, y,(z) @ une dérivée nulle en dehors de x et égalea p(x)= y’(z), 
done >1 presque partout sur x. II en résulte 


ose y, (2) 2 J y,(2)dz > mes P > 4(1 —e). 


Comme 
ose y, (2) < ose B, (2) <ed 
on voit que 
ose y(z) > 4(1— 2e). 
4 


47) On sait qu’un point £ est dit point de densité pour un ensemble z si, quel 
que soit ¢, il existe un intervalle 4 contenant £ et tel que la partie P de x contenue 
dans 4 vérifie inégalité mes P> 4(1— 2). 
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Il en résulte finalement 


ose p(x) — S'ose p(x) > 4(1— 4), 
4 n=1 4, 


et comme « est aussi petit que lon veut, on voit bien que 4(1— 4e) 
est positif. 

Cela posé considérons le segment [m, M] situé sur axe OY, of m 
et M sont le minimum et le maximum de y(z) sur 4. Si m, et M, 
sont le minimum et le maximum de y(z) sur 6, (n= 1, 2,...) Pinégalité 
précédente montre que 


(M—m) — 3 (M, —m,) 2 4(1—4e) >0. 


Donc, si l’on enléve du segment [m, M] tous les intervalles (m,, M,) 
(n =1,2,...) on obtient un ensemble fermé de mesure positive. Soit F 
cet ensemble. Menons par chaque point 7 de F une paralléle & l’axe OX 
et soit z, Pabscisse du premier point d’intersection de cette droite et de 
la courbe y= w(x) contenu dans 4. Soit enfin F’ ’ensemble de tous ces 
points z,; F’ est évidemment fermé et mes F’ > 0, puisque y(z) est absolu- 
ment continue et l’ensemble des valeurs de w(x) sur F’ coincide avec 
Yensemble F, mesF > 0. 

En vertu de la construction méme de F’ on voit qu’il appartient & P 
et que w(z) est monotone sur F’. En effet, si un point de F’ n’appartenait 
pas & P, il appartiendrait 4 un 4,, donc la valeur de w(z) en ce point 
serait dans l’intervalle (m,,_M,), donc n’appartiendrait pas & F. D’autre 
part, chaque point de F’ est l’abscisse du premier point de 4 qui est point 
d’intersection d’une paralléle 4 l’'axe OX et de la courbe y = y(z). Cette 
courbe étant continue, il est évident que y(x) est monotone sur F’, ce 
qui achéve la démonstration du lemme, et, donc, celle du théoréme qui le 
précéde. 

Il suit immédiatement du théoréme précédent qu’une fonction ridée 
ne peut pas étre présentée dans la forme 


F(x) = w{f.lv.(2)] + felvo(2)]}, 


les fonctions y, f, et p, étant absolument continues, puisque s'il en était 
ainsi il existerait des fonctions ridées qui sont des sommes de deux super- 
positions de fonctions absolument continues, et nous avons démontré que 
ceci est impossible. 

17. Existence des fonctions ridées. — I] est temps de démontrer 
lexistence des fonctions ridées. A cet effet nous allons construire d’abord 
une courbe peanienne de la maniére suivante. 
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Considérons le carré (0,0), (0,1), (1,1), (1,0). Enlevons du segment 
[0,1] de Paxe OX la partie centrale de longueur 7 de chacun des deux 


segments qui restent enlevons la partie centrale de longueur ro — 


chacun des 2"~* segments qui restent aprés les n — 1 premiéres opérations 


enlevons la partie centrale de longueur zs et ainsi de suite indéfiniment. 


Nous obtenons ainsi sur le segment [0,1] de axe O X un ensemble 
parfait P, mes P = =. 


Elevons en chaque point de P une perpendiculaire jusqu’a la droite 
y = 1. Nous obtenons ainsi un ensemble parfait plan Q@ formé de segments 
de droites paralléles 4 ’axe OY; en a évidemment 


1 


Les bandes contigues 4 @ ont pour bases les intervalles contigus 46, 
(n =1,2,...) de P. 

Plagons dans le segment qu’on obtient en ajoutant 4 6, ses extré- 
mités un ensemble de Cantor**) P, et élevons aux points de P, des per- 
pendiculaires & l’axe OX jusqu’é la droite y=—1. Nous obtenons un 
ensemble plan Q, de mesure nulle. La réunion de tous les Q, (n=1, 2,...) 
est encore un ensemble de mesure nulle et nous désignerons par g” la 
somme de @ et de tous les Q, 


gM = Q@+ 5 Q,,; 
Qg” est évidemment parfait. 


Soient 6{”, df”, ..., df”, ... les bases des bandes contigues 8 Q™. 
Plagons dans le segment qu’on obtient en ajoutant & 46.” ses extrémités 


un ensemble P\” de mesure 5 3e° construit par rapport a 6 comme on 


a construit P par rapport & [0,1]. En chaque point de P,” élevons une 
perpendiculaire a rene OX jusqu’é la droite y=1; nous obtenons un 
ensemble parfait Q ; la réunion de tous les Q”” (n=1, 2,...) est un 


1 
ensemble de mesure ;; nous désignerons par Q™ la somme 


4’ 
g” — g?4+ 3 Q; 


n=1 


**) On sait qu’un ensemble de Cantor situé dans un segment [a, 6] est l’en- 
semble qu’on obtient en divisant [a,b] en trois parties égales dont on enléve la 
seconde et en répétant la méme-opération sur les deux segments qui restent, puis 
sur les quatre segments qui restent et ainsi indéfiniment. On obtient ainsi un en- 
semble parfait de mesure nulle. 
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Q™ est évidemment un ensemble oe et 


mes Q® == = of z = z: 

Soient 4{”, df”, ..., 00”, ... les bases des bandes contigues 4 Q. 
Placons dans chaque 4°’, aprés lui avoir ajouté ses extrémités, un en- 
semble de Cantor P,”. Elevons une perpendiculaire & axe OX aux points 
de P® jusqu’a la droite y= 1; nous aurons un ensemble parfait Q,°’; la 
réunion de tous les Q,° (n =1,2,...) est un ensemble de mesure nulle, 
et nous posons 


Q® = Q? +5”. 


Nous continuons indéfiniment ce procédé alterné. En supposant les ensembles 
gg”, Q™,..., Qo déja définis, pour obtenir ensemble Q“*” on prend 
les bases 3; im , 6s”, ..., dx”, ... des bandes contigues 4 Q°”’ et en ajoutant 
& ces intervelles leurs extrémités, on place dans les segments obtenus des 
ensembles parfaits P\"*” qui sont, si m est pair, des ensembles de Cantor, 
et si m est impair, les P,”*” sont construits par rapport aux 6,” comme P 


lest par rapport & [0,1], donc mes P,”*” — sas. On éléve des per- 


pendiculaires 4 l’axe O X aux points des P,"*” et en les menant jusqu’a la 


droite y= 1, on obtient des ensembles plans parfaits Q°&"*” qui sont de 
mesure nulle ou positive suivant que m est pair ou impair. On pose 
ere ae g” + Sainty 
n=1 


Q‘"*» est parfait. Il est aisé de voir que 


mes >’ Qi" — 


n=1 





pour m pair, 


mes Py Qa” = 0 pour m impair, 


et, par conséquent, 





mes’ S'Q" — 


m=0 n=1 m=0 git 


a 


Cela posé, nous allons construire une courbe péanienne de la maniére 
suivante. Divisons le carré en trois bandes horizontales égales, que nous 
appellerons bandes horizontales du premier ordre. La bande centrale con- 
tigue & Q et les deux bandes qui restent quand on enléve cette bande 
du carré formeront trois bandes verticales que nous appellerons bandes 


“*) On indique par 5” le fait que la sommation ne s’étend qu’aux valeurs 
paires de m. 
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verticales du premier ordre. Les frontiéres de toutes les bandes horizon- 
tales et verticales forment un réseau de droites qui divisent le carré en 
neuf rectangles que nous appellerons rectangles du premier ordre. Nous 
les numérotons comme il est indiqué dans la fig. 1 et nous prenons pour 
la premiére approximation de la courbe peanienne la 
ligne brisée formée des diagonales de ces rectangles 
parcourues dans le sens indiqué dans la figure 1. 

Divisons maintenant chaque bande horizontale en 
trois parties égales; nous obtiendrons neuf bandes 
horizontales du second ordre. D’autre part, dans la 
bande centrale verticale du premier ordre considérons 
la bande centrale contigue 4 Q™ ainsi que les bandes 

Fig. 1 qui y restent quand elle a été enlevée; et dans les 

a bandes verticales gauche et droite du premier ordre 

considérons les plus grandes bandes contigues 4 Q qui y sont contenues ainsi 

que les bandes qui y restent aprés leur enlévement. De cette maniére chaque 

bande verticale du premier ordre sera divisée en trois bandes verticales que 
nous appellerons bandes verticales du second ordre. 

Les frontiéres de toutes les bandes verticales et horizontales du second 
ordre forment un réseau de droites qui divise chaque rectangle du premier 
ordre en neuf rectangles du second ordre. Nous les numérotons de telle 
maniére que chaque rectangle initial du second ordre se trouve dans lun 
des angles du rectangle du premier ordre qui le contient, et: d’ailleurs 
dans celui de ses angles d’ot part la diagonale indiquée dans la fig. 1 de 
ce’ rectangle du premier ordre; de plus, le numérotage ira toujours de haut 
en bas ou de bas en haut mais jamais de gauche 4 droite ni de droite a 
gauche. Ainsi les rectangles du second ordre situés dans l'un des rectangles 
du premier ordre seront numérotés de l'une des quatre maniéres indiquées *°) 
dans la fig. 2, ot la forme 1 correspond aux rectangles 1, 3, 7 et 9 du premier 
ordre, la forme 2 aux rectangles 2 et 8, la forme 3 aux rectangles 4 et 6 
et la forme 4 au rectangle 5. 


































































































3 4 9 9 4 3 1 6 7 7 6 1 
2 5 8 8 5 2 2 5 8 8 5 2 
1 6 7 7 6 1 3 4 9 9 4 3 
forme 1 forme 2 forme 8 forme 4 
Fig. 2. 


) Dans cette figure nous ne conservons pas les proportions des longueurs; elles 
indiquent seulement le sens du numérotage. 
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La seconde approximation de la courbe péanienne sera une ligne 
brisée formée des diagonales des rectangles du second ordre parcourues 
dans le sens de leur numérotage et de celui du numérotage des rectangles 
du premier ordre. La maniére de faire ce numérotage prouve que cette 
ligne brisée sera continue. 

D’une maniére générale, supposons que l’on a déja défini les bandes 
horizontales et verticales d’ordre n et les 9" rectangles d’ordre n, qu’ils 
sont numérotés et que nous connaissons la n-iéme approximation de la 
courbe peanienne: c’est une ligne continue brisée formée des diagonales 
des rectangles du n-iéme ordre parcourus dans le sens de leur numérotage 
Divisons chaque bande horizontale d’ordre n en trois bandes égales que 
nous appellerons bandes horizontales d’ordre n-+1. Soit 4 une bande 
verticale d’ordre n. Désignons par 1’ la bande verticale d’ordre n —1 
qui contient 4. Deux cas seulement sont possibles. Dans le premier cas 4 
est la bande centrale de i’. Dans ce cas elle est une bande contigue a 
un certain ensemble Q”. Nous considérons la plus grande bande de Q°*” 
contenue dans 4 et les bandes qui restent dans 4 quand elle a été enlevée; 
4 est ainsi divisée en trois bandes verticales, nous les appellerons bandes 
verticales d’ordre n+ 1. Dans le second cas 4 est la bande gauche ou 
droite dans 7°. Dans ce cas, le bande centrale de 4’ est une bande con- 
tigue & un certain ensemble Q’. Nous considérons la plus grande bande 
contigue & Q"” contenue dans A et les bandes qui y restent quand elle a 
été enlevée. Cette fois encore 4 est divisée en trois bandes verticales 
dordre n +1. 

Ainsi dans tous les cas chaque bande horizontale et verticale d’ordre n 
est divisée en trois bandes d’ordre n+ 1. Les frontiéres de toutes ces 
bandes forment un réseau de droites qui divise chaque rectangle d’ordre n 
en 9 rectangles d’ordre n+-1. Nous les numérdtons encore de telle 
maniére que dans chaque rectangle d’ordre n le rectangle d’ordre n + 1 
initial se trouve & langle d’ou part la diagonale du rectangle d’ordre n, 
et que le numérotage soit toujours vertical. On obtiendra encore seule- 
ment l'une des quatre formes de la figure 2. Nous prendrons pour la 
(n + 1)-iéme approximation de la courbe peanienne la ligne brisée formée 
des diagonales des rectangles d’ordre n-+-1 parcourus suivant le sens de 
leur numérotage et de celui des rectangles d’ordre n. 

Prenons maintenant le segment [0,1] sur un axe nouveau OT, 
nous divisons ce segment, tout d’abord, en 9 parties de telle maniére que 
la longueur du segment d’indice & (en les numérotant de gauche 4 droite, 
1<k <9) soit égale & aire du rectangle du premier ordre d’indice k. 
Nous divisons ensuite chacun de ces segments du premier ordre en 9 seg- 
ments du second ordre de telle maniére qu’en les numérotant de gauche 
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& droite le segment d’indice 7 placé dans un segment d’indice k& ait une 
longueur égale 4 celle de laire du rectangle d’indice i du second ordre 
placé dans le rectangle d’indice k du premier ordre (1 i<9, 1S k <9). 

D’une maniére générale, pour n quelconque, le segment [0,1] de 
Yaxe OT sera divisé en 9" segments et la longueur du segment d’ordre n 
d’indice ¢, contenu dans le segment d’ordre (n —1) d’indice#, ,,... con- 
tenu dans le segment d’indice 7, d’ordre 1 sera égale 4 laire du rectangle 
dordre n et ayant les mémes indices. 

On voit bien que la ligne brisée d’ordre n établit une correspondance 
entre les rectangles et les segments aux mémes indices et qu’en passant 
& la limite pour n infini on obtient une courbe de Peano. Soient 

z=o(t), y=yi(t) 
les équations de cette courbe. Nous allons démontrer que w(t) est une 
fonction ridée. 

A cet effet remarquons d’abord que, quel que soit l'ensemble parfait P, 
situé sur le segment [0,1] de axe OT, mes P, > 0, la courbe peanienne 
lui fait correspondre dans le carré un ensemble parfait P, de la méme 
mesure, donc de mesure positive. Ceci résulte de la construction des seg- 
ments d’ordre n; leurs longueurs sont égales aux aires des rectangles 
correspondants. Donc mes P, > 0. 

On sait que 

mes S'S Qi” =1; 


m=0 n=1 


donc l’ensemble des points n’appartenant & aucun des Q\”’ est de mesure 


nulle; il en résulte que la partie commune & P, et & Pun au moins des 
(m) 


“” est de mesure positive. Soit Q7 lun de ces ensembles, donc 
mes (Q”” - P,) > 0. 


Il en résulte que une au moins des 9” parties en lesquelles Q” . P, 
est divisé par les rectangles d’ordre m’ est encore de mesure positive; 
soit H cette partie. 

Or, on sait que si un ensemble plan est de mesure positive, quelle que 
soit la direction choisie, parmi toutes les droites paralléles et ayant cette 
direction il en existe une infinité non dénombrable telles que les inter- 
sections de ces droites avec l'ensemble donné sont des ensembles de mesure 
positive. Donc, en particulier, il existe une infinité non dénombrable de 
droites verticales qui coupent H en des ensembles de mesure positive. Comme 
il n’y a qu’une infinité dénombrable de droites frontiéres aux bandes contigues 
& Q,", nous pouvons, sans restreindre la généralité, ne considérer que les 
droites qui ne sont pas frontiéres aux bandes contigues 4 Q”. Sur chacune 
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de ces droites il n’existe qu’une infinité dénombrable de points dont la 
coordonnée y est telle que Péquation y = y(t) a plus d’une racine. Ces points 
étant exclus, il correspondra & chaque ensemble situé sur une telle droite verti- 
cale un ensemble bien déterminé sur l’axe OT. Mais nous avons vu qu'il 
existe une infinité non dénombrable de droites verticales qui coupent H en 
des ensembles de mesure positive. D’autre part, il ne peut exister qu’une 
infinité dénombrable au plus d’ensembles de mesure positive et n’empiétant 
pas sur le segment [0,1] de axe O7. Il en résulte qu’il existe sur ce 
segment des ensembles de mesure nulle auxquels correspondent des en- 
sembles de mesure positive appartenant 4 H. D/’aprés la définition méme 
de H, ces ensembles seront situés dans P,. 

Nous arrivons 4 la conclusion suivante: quel que soit l'ensemble par- 
jait P,, mes P,>0, stitué sur le segment (0,1) de Paxe OT, il existe un 
ensemble parfait x, contenu dans P,, mesa, = 0 et tel que mesy(2,) > 0. 
Il reste & démontrer que y(t) est monotone sur 2,. 

A cet effet remarquons que d’aprés la définition méme de z,, l’en- 
semble y(a,) = 2, est situé sur une droite verticale appartenant a l’en- 
semble Q,” et d’ailleurs sur une partie de cette droite contenue dans un 
seul rectangle d’ordre m’. Dans ce rectangle d’ordre m’ le numérotage 
des rectangles d’ordre m’+-1 aura lune des quatre formes de la fig. 2. 
Pour préciser la forme du numérotage dans le cas qui nous intéresse 
faisons la remarque suivante. 

Quel que soit n, chaque rectangle d’ordre n est divisé en trois bandes 
verticales dont chacune contient trois rectangles d’ordre (n+ 1). Nous 
dirons, pour abréger, qu’une telle bande verticale est ,,croissante“ (ou ,,dé- 
croissante“) si le numérotage des rectangles d’ordre n-+1 contenus dans 
la bande va de bas en haut (resp. de haut en bas). Ainsi dans les rec- 
tangles of le numérotage a les formes 1 et 2 les bandes frontiéres sunt 
croissantes tandis que la bande centrale est décroissante, et c’est le con- 
traire pour les formes 3 et 4. Remarquons d’ailleurs, que si un rectangle 
dordre n-+-1 appartient 4 une bande croissante (décroissante), le numé- 
rotage des rectangles d’ordre n + 2 qui lui appartiennent sera de la forme 
1 ou 2 (resp. 3 ou 4). 

Cela posé, remarquons que, d’aprés sa définition méme et la remarque 
faite, toutes les droites de Q appartiennent & des bandes croissantes; les 
droites des Q"” & des bandes décroissantes, etc. D’une maniére générale, 
les droites des Q\” appartiennent & des bandes croissantes ou décroissantes 
suivant que m est pair ou impair. 

Or, comme tous les Q\” pour m impair sont de mesure nulle, et 
mes Q” > 0, il en résulte que m’ est pair, donc toutes les droites de Qn 
appartiennent 4 des bandes crotssantes. 
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Done, y, et y, étant deux points de x,, comme 2, appartient a QF, 
y, et y, sont situés dans une bande croissante du rectangle d’ordre m’ 
qui contient 2,. Supposons y,<y,. Si ces points sont dans deux rec- 
tangles différents d’ordre m’-+-1, on voit de suite que pour les valeurs 
correspondantes de ¢ on aura t,<?t,. Si y, et y, se trouvent dans un 
méme rectangle d’ordre m’-+-1, il y aura pourtant un certain k, tel que 
y, et y, se trouvent dans deux rectangles différents d’ordre m’-+-k. Mais 
dans ce cas ils se trouveront encore dans une bande croissante, donc on 
aura t, < #, et l’on voit ainsi que y(t) croit sur a. 

Ainsi sur chaque ensemble de mesure positive sur le segment (0, 1) 
de axe OT il existe un ensemble de mesure nulle ot w(t) croit et a 
un ensemble de valeurs de mesure pusitive. Ceci prouve que y(t) est 
une fonction ridée, c. q. f. d. 


(Eingegangen am 18. 10. 1929.) 














Verallgemeinerung der Riemannschen Integrationsmethode 
auf Differentialgleichungen m-ter Ordnung in zwei 
Verinderlichen. 


Von 
Franz Rellich in Géttingen. 


Einleitung. 

In dieser Arbeit wird die Lésung der allgemeinen linearen hyper- 
bolischen Differentialgleichung n-ter Ordnung in zwei Veranderlichen ex- 
plizite durch die Werte dargestellt, die sie und ihre Ableitungen bis zur 
(m —1)-ten Ordnung auf einer (nirgends charakteristischen) Anfangskurve 
annehmen. 

Fir Differentialgleichungen zweiter Ordnung wird diese Aufgabe durch 
die sogenannte Riemannsche Integrationsmethode gelést. Die Verallge- 
meinerung der Riemannschen Methode auf Differentialgleichungen héherer 
Ordnung wurde meines Wissens bisher nur von Et. Delassus*) in besonders 
einfachen Fallen unternommen. Fiir Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten gibt G. Herglotz*) explizite Auflésungsformeln. 

Die zugrunde gelegte Differentialgleichung soll hyperbolisch in dem 
Sinne sein, daB alle Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung reell und 
einfach sind. Da8 jede solche Differentialgleichung eine Lésung besitzt, 
die samt ihren Ableitungen bis zur (m —1)-ten Ordnung auf einer An- 


1) Ann. ec. norm. (8) 12 (1895) Suppl. Vgl. auch C. R. 117 (1893), 8. 510. 
Delassus betrachtet jedoch sehr spezielle Differentialgleichungen, bei denen irsbe- 
sondere nur zwei verschiedene Charakteristiken auftreten. 

Die von verschiedenen Mathematikern, insbesondere Hadamard herriihrenden 
Untersuchungen itiber hyperbolische Differentialgleichungen gehen in eine andere 
Richtung; dort handeit es sich um Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit mehr 
als zwei Variablen. 

*) G. Herglotz, ,Uber die Integration linearer partieller Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten I, II, Il“, Sachs. Akad. 1926, 1928. 

Mathematische Annalen. 103. 17 
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fangskurve vorgeschriebene Werte annimmt, wird als bewiesen voraus- 

Der Gedankengang der Arbeit ist folgender: In Analogie zur Riemann- 
schen Methode bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
werden durch den Punkt P, in dem die Lésung u(z, y) 
dargestellt werden soll, die n charakteristischen Linien der 
Differentialgleichung gezogen und mit der Anfangskurve 
zum Schnitt gebracht. Uber das von den beiden duBersten 
Charakteristiken (in Fig. 1 PP, und PP,) und der An- 
fangskurve A begrenzte Gebiet wird die mit einer zuniichst 
willkiirlichen Funktion v — der ,,.Riemannschen Funktion“ — 
multiplizierte Differentialgleichung integriert; auf das so 
entstandene Gebietsintegral wird eine Greensche Formel angewendet. 

Es ware nun entsprechend dem Falle einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung der Versuch naheliegend, fiir v eine Funktion zu wihlen, die im 
Innern des ,,Dreiecks‘ P,PP, der zur urspriinglichen Differentialgleichung 
adjungierten Differentialgleichung geniigt und die auf PP, bzw. PP. solche 
Werte annimmt, daB die in der Greenschen Formel auftretenden Integrale 
iiber diese Linien als Integranden eine totale Ableitung nach der Bogen- 
lange der betrefienden Integrationskurve besitzen und so die gesuchte 
Funktion u im Punkte P isoliert liefern. Der letzten Forderung wiirde 
man dadurch zu geniigen haben, daS man fiir v und seine Ableitungen 


bis zur (n — 2)-ten Ordnung auf PP, und PP, und ebenso im Punkte P 
selbst bestimmte, von den Koeffizienten der Differentialgleichung abhaingende 
Werte vorschreibt. Dieser Versuch scheitert aber daran, daB die Bedin- 
gungen, welchen v und seine Ableitungen auf Grund dieser Forderungen 
im Punkte P geniigen miiBten, ein iiberbestimmtes Gleichungssystem dar- 
stellen, das jedenfalls nicht befriedigt werden kann, wenn man verlangt, 
die Randwerte von v auf PP, bzw. PP, sollen samt ihren Ableitungen 
bis zur (m — 2)-ten Ordnung im Punkte P stetig sein. Dies mu8 man 
aber verlangen, da man eine n-mal stetig differenzierbare zu diesen 
Randwerten gehérige Lésung der adjungierten Differentialgleichung be- 
notigt. 

Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, werden wir v und seinen 
Ableitungen langs der mittleren Charakteristiken PP,, PP,, iid PP, 
sprunghafte Unstetigkeiten gestatten. 





*) Dieser Existenzsatz folgt sogar fir nicht lineare Differentialgleichungen aus 
der Arbeit von K. Friedrichs und H. Lewy, ,,Das Anfangswertproblem einer beliebigen 
nichtlinearen hyperbolischen Differentialgleichung beliebiger Ordnung...“. Math. 
Annalen 99 (1929), S. 200. 
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In dem Randintegral der Greenschen Formel werden so zu den Inte- 
gralen iiber die Anfangskurve und den beiden auBersten Charakteristiken 
allerdings auch noch Integrale iiber die mittleren Charakteristiken hinzu- 
kommen, in deren Integranden statt v die Spriinge der Funktion v auf- 
treten. Man hat nun v auf den beiden duBersten Charakteristiken bzw. 
die Spriinge von v auf den mittleren Charakteristiken so vorzuschreiben, 
da8 in der Greenschen Formel von unbekannten GréSen nur die Funktion u 
im Punkte P, multipliziert mit einem nicht verschwindenden Faktor, stehen- 
bleibt. 

Es zeigt sich, daBS man dies erzielen kann, indem man fir v eine 
Lésung der adjungierten Differentialgleichung wahlt, die samt ihren Ab- 
leitungen bis zur einschlieBlich (m —3)-ten Ordnung auf den beiden 
auBersten Charakteristiken verschwindet und deren Spriinge samt den 
Spriingen der Ableitungen bis zur (nm — 3)-ten Ordnung auf den mittleren 
Charakteristiken Null sind; jedoch sind fiir die Ableitungen (n — 2)-ter 
Ordnung auf den duBeren Charakteristiken bzw. fiir die Spriinge der Ab- 
leitungen (nm — 2)-ter Ordnung auf den mittleren Charakteristiken bestimmte 
Werte vorzuschreiben, die sich als Lésung von gewissen homogenen linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung lings der betreffenden Charakteristik 
ergeben. 

Diese so vorgeschriebenen Werte der (nm — 2)-ten Ableitungen bzw. 
deren Spriinge hangen iibrigens nicht von allen Koeffizienten der Differential- 
gleichung ab, sondern nur von den Koeffizienten der Ableitungen n-ter 
und (m —1)-ter Ordnung. 

Fiir eine solche Funktion v la8t sich ein Existenzbeweis erbringen. 
Dazu wird zunachst (in §6) die Lésung einer linearen hyperbolischen 
Differentialgleichung in einem von zwei charakteristischen Linien gebildeten 
Winkelraum betrachtet, wobei die Anfangswerte auf diesen charakteristischen 
Linien vorgegeben werden. Ich zeige an einem Beispiel, daB es zur ein- 
deutigen Bestimmung der Lésung dieses Anfangswertproblems wesentlich 
ist, wie viele Charakteristiken es gibt, welche in dem Winkelraum, in dem 
die Lésung bestimmt werden soll, verlaufen und durch den Scheitel dieses 
Winkelraums hindurchgehen. Je mehr solche Charakteristiken es gibt — 
im &uBersten Falle sind es n—2 —, fiir desto mehr Ableitungen kann 
man auf dem Rand des Winkelraums die Werte willkiirlich vorschreiben. 

Nach diesen orientierenden Uberlegungen wird in § 7, § 12 der Existenz- 
beweis fiir die bei der Riemannschen Methode benétigte Funktion v er- 
bracht; dabei wird die Methode der sukzessiven Approximation verwendet. 

Der bequemen Lesbarkeit wegen werden die Uberlegungen zunichst 
nur an der allgemeinen Differentialgleichung dritter Ordnung durchgefiihrt. 
Fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung formuliere ich die entsprechenden 
a7” 
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Satze ausfiihrlich, wihrend ich die triviale Ubertragung der Beweise nur 
in knapper Form bringe. 

Die Endformeln sind in einer vom iibrigen Text unabhingig verstand- 
lichen Weise zusammengestellt; fiir den Fall n = 3 in § 5, fiir den allge- 
meinen Fall in § 10. 

Herrn Hans Lewy méchte ich fiir eine Reihe wertvoller Ratschlage 
zu dieser Arbeit meinen herzlichsten Dank aussprechen. 


A. Differentialgleichungen dritter Ordnung. 
§ 1. 


Vorbemerkungen. 


1, Abkiirzungen. 

Im folgenden laufen die Indizes ¢,&,? von 1 bis 2. An eine Klammer 
angehingt bedeuten sie Differentiation nach x bzw. nach y, sonst haben 
sie die Bedeutung gewohnlicher Indizes. Uber doppelt auftretende Indizes 
ist von 1 bis 2 zu summieren. Fiir griechische Indizes, etwa o, sollen 
diese Bestimmungen nicht gelten. Es ist z. B. 


= au a*u 
ins (Mins = Fran ya + (Gran + G91 + Gera) ast ng 


as 


+ (G99 + lags + Saag) gone 7+@ 22 G8 


dx oy 


2. Hyperbolischer Charakter und charakteristische Linien. 

Die allgemeinste lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
1a8t sich mit der genannten Symbolik in der Gestalt 
(1) Ly (U) = Gy,(%)inr + On (4), +6, (4), + du = 0 
schreiben, wobei die Koeffizienten a bis d bekannte Funktionen von x 
und y sind; da (u),,, (bzw. (u);,) bei Vertauschung der Indizes in sich 
iibergeht, darf man annehmen, daB dies auch fiir die Koeffizienten a,,, 
(bzw. 6,,) gilt. Die Differentialgleichung heiBt hyperbolisch, wenn die zu 
den Gliedern héchster Ordnung gehérige Form 

541 FFF, 

in drei verschiedene reelle Linearfaktoren zerfillt: 


3 : . 
(2) GinrFsbu Si — I (PS, + q’ &), 


ii pq” a kc 
p’,q’ reell, a +0 fiir i+). 
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Nach (2a) ist nirgends p/—g/—0, also dart (p/)*+ (q/)"—1 ange- 
nommen werden, da man sonst die Differentialgleichung L,(u) 0 durch 
einen geeigneten nicht verschwindenden Faktor dividieren kénnte. 

Von den Koeffizienten der Differentialgleichung (1) setzen wir in einem 
gewissen Gebiet dreimalige stetige Differenzierbarkeit nach z und y voraus. 
Dann sind (wegen (2a) und der Normierung (p’)*+ (q’)*=1) auch die 
Funktionen p’,g’ dreimal stetig nach x und y differenzierbar. 

Diejenigen Linien * (x, y) = konst. (o =1, 2,3), fiir die nirgends 
(°°) "4 (2°)'=0 ist und fiir die 
(3) p* +4" ~ =0 
gilt, heiBen die Charakteristiken der Differentialgleichung. Da fiir i +j 
nach Voraussetzung p‘q’ — p/q‘ +0 ist, kénnen sich zwei Charakteristiken, 
die verschiedenen Scharen (d. h. verschiedenen Indizes o) angehéren, in 
keinem Punkt beriihren. 

Nennt man s, die Bogenlange auf der Kurve ¢* = konst., so wird 


a_i a, we 
as, 08, 02 ' As, dy" 


Aus (3) und der Relation (p’)*+(q°)*=1 folgt 
0x —e oy _ o 

(4) as, > — , 

also 

» C7) « 8 of 

(5) i, ? an + 9 dy° ) 


Bezeichnet x die Differentiation nach der Normalenrichtung von 
gy” = konst., so wird fiir passende Wahl der Normalenrichtung 


. On Oy, oy ox 
(°) ar, 04, tr, 04,” 
Es gelten also die Formeln 


é o 7 e é o é oO 
(7) uP eet ae a=: 


3. Drei Hilfssatze. 


1. Hilfssatz. Bedeutet w*(x, y) eine langs y° = konst. verschwin- 
dende Funktion, so laBt sich der Ausdruck®) yy, (u),o* (w°), wmschreiben 


% 
‘) Bei beliebiger Richtung der Bogenlange gelten diese Formeln unter Umstinden 
erst, wenn man p”’, g° durch — p’, —q” ersetzt. 
5) Zu den Bezeichnungen vgl. die beiden vorangehenden Nummern, insbesondere 
die Formeln (7). 
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in einen Ausdruck, der die Ableitungen von u nur in der Kombination 


p’u,+q°u,—<+" enthdlt. In Formeln: Es gilt léngs p° = konst. die 
Identitat ? 


0 o 6 o, 0% @ 
(8) G4, (%), = (w*), = bac Mim (™ )r ay i . 
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o—1. Aus (2) 


folgt durch ,,Polarisation“, d. h. durch Ersetzung der beiden Variablen é, 
und &, durch die sechs Variablen ¢], £) (j =1, 2,3) die Identitat 


(9) Slangea= > IT (p™ +q”é), 


&,, Hq, %, j=l 
in der @,, @,,@, eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2,3 ist und 
das Summenzeichen die Summation iiber die verschiedenen Permutationen 
@,, %, @, bedeutet. 
Wendst man (9) an fiir '=u,, é;=u,; 3 = wz, = wy; 2 = a,’ 
s=5", so erhalt man 
1 


(10) 3! a,,,(u);(w*), = 
= 3S (p*ust+q™uy) (p™w2 + 9" ‘wy) (p* = +45). 
Hy, Hy, Hy ‘ 


ees" man, daB auf ~* = konst. 
a +9 " - =0 und p'wi+q'w) =0 
ist, so wird aus veh 


(11) 8! ay,,(t), (10%), 


= (p*Us+q' Uy) [(p*z 5, +9" 5) (” wz +q° wy) 
4 (pet pat) 0" w:tq*w;) |. 


Ersetzt man in Gleichung (9) &} durch p* = oe und &} durch g? = oy 
(4. h. ersetzt man in (11) u, durch aoe und u, durch ov) und 
: 4% id 08, 


gibt den iibrigen Variablen dieselbe Bedeutung wie eben, so wird wegen 
(p*)*+(q*)*=1 

Ox, 0 7] 
(12) 8! a,4,(w") 5 3 = (ps +q° #*) (p’we+q° wy) 


+(p*= +4°5 5s) (P* we +g" ty) ° 


und daher nach (11) 


yy (4) (wo), S28 — (pte +g ty) Oy (008), S24 $2, 


Damit ist wegen p*u,+q>u, = oe der Hilfssatz bewiesen. 
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2. Hilfssatz Hes sei wieder w*(z, y) — ey” = konst. gleich Null. 
Dann laBt sich der Ausdruck a;,,(w ~ oy, “=! lings p* = konst. bis auf 


einen Differentialausdruck erster Ordnung in w° als totale Ableitung nach 
der Bogenlinge s, von y° =konst. eines Differentialausdruckes erster 
Ordnung in w” schreiben. In Formeln: Es gilt lings y° = konst. die 
Identitat 


oe, 0%, a , dz, as é ax, 0x e 
(13) a;,,(w he Oy, = 250, (a @;,,(w"), Pa, -)- 25 (ain ge 7) (w"),. 
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o 1. Setzt man 


in (9) = = e—&, &—& und beriicksichtigt pi tats ay t= 0, 
so ergibt sich 


(14) Oia got €:bu = gy (P*E, +9764) 
> [(p* = +a 52) (p*6, +4° 8s) + (p*s= +49°52) (pes +4%4s)]- 


Ersetzt man auf beiden Seiten dieser Gleichung &, durch = und 
7 


wendet die beiden so entstehenden Operatoren auf w* an, so ergeben sich 
zwei Differentialausdriicke in w*, die in den Gliedern héchster Ordnung, 
nimlich in den Ableitungen zweiter Ordnung von w* wegen (14) iiberein- 
stimmen. Der auf der rechten Seite entstandene Differentialausdruck ist 
wegen der lings y' = konst. giiltigen Identitaét (12) gleich 


g Ox, 0 
258, (a On 55 ant (w *),), 
also seine Glieder héchster Ordnung gleich 
C) dx, 0 Ox, 0 
25-(a Fixx ie Fe (w w'),)—2 Fa: (Qn 7) (w* )- 


Der auf der linken Seite entstandene aE ne _—_ nur 


aus Ableitungen zweiter Ordnung; er ist namlich gleich Oey a Be, =! (w),,. 
Es ergibt’ sich also 


os @ 0%, 0%, a Ou, Ox, 
got (Wn = 2 5 (ian Got $28 (00"),) — 2 (Gar get Sot) ("De 


womit die Behauptung fiir o—1 und damit fiir beliebiges o bewiesen ist. 
3. Hilfssatz. Verschwindet w°(xz,y) lings p° =konst., so lapt 


sich wz und wy linear durch den Differentialausdruck ay, (w"), st ot 
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darstellen; in Formeln: Es ist langs y° = konst. 
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a —B3p° ez, Ox, 
OS nes @;,, (0°), = =, 
IT (p* a" — 9° P°) se 
(15) 
on! was 3¢q° (w *) Ox, Ox, 
z 3 Fix, ‘3a, or, 


JI’ (v* a’ — 9° p’) 
(Der Strich am Produktzeichen bedeutet, der Faktor mit j =o ist weg- 
zulassen. ) 

Diese Formeln sind zunachst sinnvoll, da die auftretenden Nenner 
nach Voraussetzung (siche (2a) auf 8.252) nicht verschwinden. Ihr Be- 
weis ergibt sich unmittelbar aus Formel (12) unter Benutzung der Ab- 
kiirzungen (7) und der Beziehung p’w; + q° wy = 0. 


§ 2. 


Die Greensche Formel. 


Es sei mit den Bezeichnungen des § 1 


(1) L, (u) = @;,,(%),, + 0, (%), +6,;(u), + du. 
Der zu L,(u) adjungierte Differentialausdruck lautet 
(la) M,(v) = (—1)* (4,41) ree (0, %).;— (6,0), + dv. 


_ Fiir ein beliebiges z, y-Gebiet G mit dem Rand I gilt dann die 
iibliche Greensche Formel: 


(16) Sf (oD, (w) —uM,(v))dxdy 
meteor 1 (a,,,),(w), Mites viet ie 
= 8 
P + b,,(u), vo — (b,0%),u aa fs GUUS re 


wenn s die Bogenlange auf I und die Differentiation nach der auBeren 
Normalen bedeutet. 

Wenn ein Stiick der Randkurve I" von einer charakteristischen Linie 
gebildet wird, so laBt der Integrand des Integrals iiber I” lings dieses 
Stiickes noch weitere Umformungen zu, die fiir die Anwendbarkeit der 
Riemannschen Methode wesentlich sind. Diese Umformungen beziehen sich 
auf die Glieder mit den Koeffizienten @;,, und sind als Hilfssatz 1 und 2 
in § 1 genau formuliert. Im niachsten Paragraphen wird darauf ausfihr- 
lich eingegangen. 
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§ 3. 
Die Riemannsche Methode. 


Es sei u(z,y) die Lésung der Differentialgleichung 
Dy (4) = G41 (Mn + Bi, (U4), + (G4), + du=0, 


die auf einer Anfangskurve A samt ihren Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorgegebene Werte annimmt; A besitze eine stetige Tangente, 
deren Richtung nirgends mit einer der drei charakteristischen Richtungen 
zusammenfiallt. 

Um zu einer expliziten Darstellung der Funktion u(z,y) in einem 
beliebigen Punkt P (s. Fig. 2) einer passend gewahlten 
und hinreichend kleinen Umgebung eines endlichen Stiickes 
der Anfangskurve zu gelangen, werden durch P die Cha- C 
rakteristiken C,,C,, C, gezogen, welche A in P,, P,, P, 
treffen mégen*); die Anordnung dieser Punkte sei so wie » 
in der Fig. 2 angegeben. Die Numerierung der Diffe- 2B 
rentiationssymbole $a (o =1, 2, 3,...) (siehe Formel (5)) e 


denken wir uns von vornherein so gewahlt, daB * die . 


Differentiation nach der Bogenlainge von C, ist. me 7 

Auf das von A, C, und CO, berandete Gebiet wird die Greensche 
Formel (16) angewandt, Dabei soll v eine vorlaufig noch nicht naher fest- 
gelegte Lésung der zu L,(u)=0 adjungierten Differentialgleichung 
M,(v)=0 sein. Es wird jedoch nur vorausgesetzt, daB v in den einzelnen 
Gebieten P,P P, und P, PP, samt Rand stetige Ableitungen bis zur dritten 
Ordnung besitzt. Langs C, aber sollen » und seine Ableitungen sprung- 
hafte Unstetigkeiten erleiden diirfen; im folgenden wird deshalb die Funk- 
tion v in P, PP, mit v* bzw. in P,PP, mit v* bezeichnet. 

In dem Randintegral der Greenschen Formel tritt daher auBer den 
Integralen iiber A, C, und C, auch noch ein Integral iiber C, auf, in 
dessen Integrand die Differenz v*—wv* und deren Ableitungen eingehen. 

Wir machen bereits an dieser Stelle den Ansatz, daB v' lings C,, daB 
v? lings C, und daB v*—v* langs ©, identisch verschwindet. Es sei 
jedoch bemerkt, daB sich dieses Verhalten zwangsliufig ergibt, sobald 
man fordert, w(x, y) im Punkte P aus der Greenschen Formel isoliert zu 
erhalten. 


*) DaB diese Konstruktion fiir jeden Punkt einer geeigneten Umgebung der 
Anfangskurve méglich ist, folgt, da die Anfangskurve nirgends charakteristisch ge- 
richtet ist, leicht aus den bekannten Stetigkeitssitzen der Lésungen gewéhnlicher 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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Bezeichnet man zur Abkiirzung das Integral iiber die Anfangskurve, 
das in der Greenschen Formel auftritt, mit J,, setzt 
(17) v=), v*—v'=w*, —v*=w* 
(die Ableitungen von w® sind entsprechend durch die Ableitungen der v* 


erklart) und beachtet L,(u) — M,(v) = 0, sowie w* = 0 auf C,, so erhilt 
man aus der Greenschen Formel 


(18) 0-L+ Sf (- @;,,( (w*) Bre + ert “hae 5! 
— (b,, 0"), us 5st) |e, |. 


Dabei ist ist die =e nach der ins AuBere von P, PP, 
weisenden Normalen von C,; 5 jy, de oe nach der ins AuBere von 
P,PP, weisenden Normalen von C, und — die Differentiation nach der 


ins Innere von P,PP, weisenden ati Ming von OC, '). 
Setzt man zur siddaue 


o o\ Ox, @ 
(19) Z* =4,,,(w host oc 
und beachtet w* == 0 auf C,, so wird nach Hilfssatz 1 (Seite 253) lings C, 
oO C7) o 
(20) a,,,(w ), (1), 5 - ed . ‘ 
Ferner ist wegen w° = 0 auf C,: 
(21) (a,,,0° ng = = 2(4,,,),(w* ist + a;,,(w" hase 
und 
(22) (b,,w°), = b,,(w*),. 
Nach Hilfssatz 2 (S. 255) ist 
F) az? a. ax, a , 

(23) a,,,(w* ie Fe. =! =i, a 2 5 (@imae ms) (w*),. 
Es ist also, nochmals ‘icilimeactine 

— 4,,,(w"), (u) 5 oe Z nach (20) 


oz aZ°? a ax, Ox, 
(a,,,0° he™ 5. “-*a—" 2 55, (Quisct av, sat) (w® ),u 


+ 2(4,,,).(w® eeu nach (21), (23) 


= (b,0"), ws ae bj, (w*),u 5 nach (22). 
*) Nach der inneren Normalen wegen w* = —v*. — In den Formeln (6) bzw. (7) 
ist der Richtungssinn der Bogenlinge so zu wahlen, da8 « auf » folgt wie y auf z. 
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Addiert man diese drei Gleichungen, so ergeben die linken Seiten 
gerade den Integranden iiber C, in der Greenschen Formel (18) und man 
erhalt : 


8 
(23a) 0 = Ia 3 (GE — 2u + R;-(w*),u) ds, 


mit der Abkiirzung 
(24) By = 2 5 (enrge! pot) — 2 (Gara gct + On ge? 


ikl 08, av, av,” 
Aus (23a) kommt nach partieller Integration 
3 Po 3 
(25) (S'uz") = J+ 5) { (32% — Rf-(w")) ude,. 
o=1 P o=1¢, “ 
§ 4. 
Bestimmung der Riemannschen Funktion. 


Die Formel (25) liefert die gesuchte explizite Darstellung von u im 
Punkte P, wenn es méglich ist, die Funktionen w* so zu wihlen, daB 
lings C, identisch 


(26) 3 — Ry-(w*), =0 
und in P 

(27) yaZ=-1 

ist. Ny 


Wie aus (15) folgt, la8t sich wegen des Verschwindens von w” auf C, 
jeder lineare Differentialausdruck in w* von der ersten Ordnung, also ins- 
besondere —.R{-(w*), lings C, in der Gestalt 
(28) — Ry -(w*), = K°Z" 
schreiben; dabei ist K° eine bekannte Funktion von z,y, die nur von 
den Koeffizienten a,,, und b,, abhingt. Damit geht (26) in die gewdhn- 
liche Differentialgleichung erster Ordnung fiir Z° iiber: 





(29) gee 4 K°Z° =0. 


08, 


Wir wollen nun die Werte von Z”° in P berechnen, In P mu8 der 
Bedingung (27) geniigt werden, zu der die drei Gleichungen 


(30) a (o =1, 2, 3) 


08, 





hinzutreten, die natiirlich auch im Punkte P erfiillt sein miissen. Diese 
vier Gleichungen (27), (30) sind nach (17) aufzufassen als Gleichungen 
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fiir die vier Unbekannten v,, v,, v,, v: im Purikte P; schreibt man diese 
Gleichung in w*, so miissen die Ableitungen der w* auch noch den aus 
(17) folgenden Gleichungen 
(31) wi + w+ w>=0; w,+w,+ w= 0 
in P geniigen. 

Fiihrt man in diesen Gleichungen die Ausdriicke Z° mittels der Formeln 
(15) ein, so erhalt man zusammen mit (27) drei Gleichungen fiir die drei 
GréBen Z*, Z*, Z*, namlich 

2+ 2°+27°=—1, 


< w 


3 s FE -Z° =0, 
o=1 JT (v* a! —q° p') 
3 





ae Zo =. 
ont JI’(p*a'—9° Pp’) 

Als Lésung verifiziert man Z, = Z, = Z, = — 4. Fiir die erste Gleichung 
ist das klar, fiir die zweite und dritte ergibt es sich miihelos aus einem 
Satz der elementaren Algebra, wonach fiir jede algebraische Gleichung 
f(x)=0 mit den einfachen Nullstellen a; die Ausdriicke > am und 

i % 
Py '___ verschwinden. 
‘ f'(a,) 

Aus diesen Werten von Z° ergeben sich die Werte von w{,w, in P 
nach (15); daB dann auch in P die Gleichungen (30) erfiillt sind, ist selbst- 
verstandlich. 

Man hat das Resultat: Schreibt man im Punkte P fiir O55 io (tw), 
den Wert —j vor und bestimmt diesen Ausdruck auf C, nach der Diffe- 
rentialgleichung (29), so sind damit die Forderungen, die wir an die w* 
auf C, und im besonderen in P stellen muBten, saimtlich erfiillt. Nach 
(15) ist damit auf C, auch wf und w/ vollstindig festgelegt. Da die 
Koeffizienten der Differentialgleichung L,(u)—0 dreimal stetig differen- 
zierbar vorausgesetzt waren, so ist K° in (29) und damit auch Z° bzw. 
w; und w” zweimal stetig nach s, differenzierbar. 








§ 5. 
Zusammenfassendes Resultat. 


1. Darstellung der Lésung. 
Die Lésung u(x, y) der Differentialgleichung 
L(u) = Gi, (Uys + Oy (%)y + 6, (%) + du=0 *) 
*) Uber die Bedeutung der Indizes siehe $1 8S. 252. 
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1a8t sich in einem beliebigen Punkt P aus der Umgebung der Anfangs- 
kurve A in der Gestalt darstellen: 


8 
(32) u=— SuZ* |p, 
o=l 
62, 
04;,,(%) y= ry = (va,y,): (4), oy a+ Con \do| 
— 8 
+ vb,,(u), 2 — (vb,,), uo + ve,uo% 
P,P, 
mit 
- az, @ P 
(33) Z* = a,,,(w") h Fa a 4 


Dabei sind die P, die Punkte, die von den durch P 
gehenden Charakteristiken C, auf A ausgeschnitten wer- 


den; 8 ist die Bogenlinge auf A, v,», sind die in Fig.3 

gezeichneten Normalenrichtungen; ¢, ist die Bogenlinge 

auf C,, deren Richtung so zu wihlen ist, daB s, auf yv, RNA 
folgt, wie y auf z. Fig. 3. 


2. Bestimmung der Riemannschen Funktion. 


Die Funktion v ist sowohl im abgeschlossenen ,,Dreieck* P,P P, als 
auch im abgeschlossenen ,,Dreieck* P,P P, eine dreimal stetig differenzier- 
bare Lésung der zu L,(u) = 0 adjungierten Differentialgleichung 
(34) M(v) = — (454, )rni + (0:4 %)es — (6,0), + dv = 0 
die auf C, folgenden Randbedingungen geniigt: Bezeichnet man v in P, PP, 
mit v' und in P,P P, mit v* und setzt — wie dies in (33) geschehen ist .— 


1 1 3 


v=w', v?'—v=_w*, —v*=w', 


so soll langs C, 
(35) w* =0 
sein und auBerdem lings C, die Differentialgleichung 
« t) oO eo o 
35,, (2°) — Re-(w"), = 0 
mit 
’ a ax, Ox, a az 
Ry = 25 (Gin e 3e) — 2(4,,,); os + by a, 


bestehen, der man nach (15) auch die Form 


(36) 
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geben kann, wo K° eine bekannte, nur von den.a,,, und b,, abhangende 
GréBe ist. Als Anfangsbedingung kommt zu (36) die Forderung 


(37) Z*(P)=— 5. 
Damit ist Z° eindeutig bestimmt. Aus Z° berechnen sich wz und wy nach 
den Formeln (15). 

Es sind also die Werte von », v,, v%, auf C, bzw. C, und die Werte 
der Spriinge von v,v,,v, lings C, eindeutig bestimmt. Da v*— v’ 
langs C, Null sein sollte, sieht man, daB die Funktion v (aber nicht ihre 
Ableitungen) langs C, stetig ist. 

Man bemerkt, da8 die Bedingungen, denen die ,,Riemannsche Funk- 
tion“ v auf C, geniigen mu, nur von den Koeffizienten a,,,, b;, und 
nicht von c; bzw. d abhangen. 


§ 6. 
Orientierung tiber mégliche Vorgaben auf Charakteristiken. 


Wir betrachten als typisches Beispiel die Differentialgleichung 
Wey + u, w= 0 mit den Charakteristiken xz = konst., y= konst. und 
x — y = konst. 

Gibt man auf der positiven x-Achse (in Fig. 4 PP,) die Werte 
u=0, u,=0, u,=0 und auf der Geraden 
z—y=0, r=0 den Wert u=0 vor, so gibt 
es im Winkelraum P,PP, zu diesen Anfangs- 
werten eine einzige Lésung der Differentialgleichung, 
namlich u = 0; denn es ist nach der Differential- 

4. iM _, gleichung mit den Bezeichnungen der Figur 

Fig. 4 u,4(Q)=u,,(L)=0, daraus u,(Q) = u,(M) =0 

und schlieBlich u(Q) = u(N)=0. 

Verwendet man genau dieselben Daten als Anfangswerte, jedoch fiir 

den Winkelraum P,P P,, d. h. fordert man u=0, u,=0, u,=0 auf PP, 

und u=0 auf PP,, so ist die Lésung der Differentialgleichung durch 

diese Anfangswerte nicht mehr eindeutig bestimmt. Neben u=0 gibt es 
z. B. noch die Lésungen 


ad 
nd 








ott _( n+1 


u=y y— 2) fir z<y, 


u=y"** fir z>y, 


nm =>3 ganz, die in dem ganzen Winkelraum P, PP, stetige Ableitung bis 
zur einschlieBlich n-ten Ordniing besitzen und auf PP, bzw. PP, die 
richtigen Anfangswerte annehmen. 
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Dieses Verhalten beruht darauf, daB man auf PP, auber u=0 
(und dem daraus folgenden u,—0) noch u, vorschreiben darf (hier: 
u,=(n-+1)y"). Allgemein darf man bei einer Differentialgleichung n-ter 
Ordnung auf zwei Charakteristiken um so mehr Daten vorgeben, je mehr 
Charakteristiken es gibt, welche in dem durch diese beiden gebildeten 
Winkelraum liegen und durch den Scheitel des Winkels hindurchgehen. 


§ 7. 
Existenzbeweis fiir die Riemannsche Funktion. 


Um die Existenz zweier Funktionen v' und v* zu beweisen, die den 
fiir die Riemannsche Funktion geforderten Bedingungen geniigen, beweisen 
wir folgenden etwas allgemeineren Satz: 


Es seien wie oben (C,, C,, C, die durch einen Punkt P gehenden 
Charakteristiken der Differentialgleichung L,(u)=0. Dann gibt es zwei 
Funktionen »* und v* mit den Eigenschaften: 

1. Es ist v' in dem Winkelraum C,PC, bzw. v* in C,PO, (siehe 
Fig. 5) (falls man sich auf eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes P 
beschrinkt) dreimal stetig differenzierbar und geniigt der Cs 
zu L,(u) adjungierten Differentialgleichung M,(v) = 0. 

2. v* nimmt auf C, samt seinen Ableitungen erster 
Ordnung vorgeschriebene Werte an und dasselbe gilt fiir 
v® auf O,; auf der mittleren Charakteristik OC, nehmen 
die Differenzen v*—v* und deren Ableitungen erster ? . 
Ordnung vorgeschriebene Werte an. ve. § 

Dabei sollen die auf C, vorgeschriebenen Werte von v* dreimal und 
die von vz, vy zweimal stetig nach der Bogenliinge s, von C, differenzier- 
bar sein, und es soll dort die iibliche Streifenbedingung ~ =v} = + 0 5 
gelten. Entsprechendes soll auf C, bzw. C, fiir v* — vo! baw. ov? gelten. 
In P sind die vorgeschriebenen Werte auBerdem noch dadurch eingeschrankt, 
daB der Wert, den man fiir v' (rt =1, 2) erhalt, wenn man auf C, gegen P 
riickt, derselbe sein muB, wie der, welcher sich ergibt, wenn man auf C_,, 
gegen P riickt; dasselbe gilt fiir die Ableitungen von v*. 

Dieser Existenzsatz wird in iiblicher Weise durch sukzessive Approxi- 
mation bewiesen. 

Dazu ist es bequem, die Differentialgleichung M,(r), also 


C4 


(45420" rag — (4,0 ang + 0° — dv = 0 (t= 1, 2) 
unter Benutzung von (2) und (5) in der Gestalt 
(38) Be. aay PA (t= 1,2) 


08, 08, 8, 
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zu schreiben, wo [v'], ein bestimmter homogener linearer Differentialausdruck 
zweiter — in v" ist. nota bedeutet, man soll auf v ot den 
Operator ~ — a, (siehe Formel (5) auf Seite 253) anwenden, darauf 4 —— a, und 
sini, x . Verindert man in (38) die Reihenfolge der its 
1 

a ae 
04,’ 8,’ 04, 
Koeffizienten von L,(u) dreimal stetig differenzierbar vorausgesetzt waren, 
so sind die Koeffizienten von [v"], einmal stetig differenzierbar. 


operatoren , 80 andert sich im allgemeinen auch [v"],. Da die 


1. Die nullte Naherung. 


Als erster Schritt wird die Existenz von Funktionen v', v* gezeigt, 
die allen gestellten Randbedingungen, jedoch statt (38) der Differential- 
gleichung 
a* v* 
(39) 34,6%,0% 
geniigen, wobei f(z, y) eine gegebene stetige Funktion von z und y bedeutet. 

Zieht man von einem beliebigen Punkt der Kurve C, 
% die Charakteristik C{ (d.h. diejenige Charakteristik,. die 
zu derselben Schar gehért wie C,) bis zum Schnitt mit C, 


=f(2,y) (x =1, 2) 











Z__. (s. Fig 6)*), integriert (39) (fir +=2) ling o und 
- beachtet, daB Pang C; sowohl =, als auch = und 
Fig. 6. ” daher auch = vorgegeben - so wird in x be- 
trachteten Punkt von C, 
3? 2 
(39) oe = f(z, 9), 


wobei f; (z,y) sich aus einem Integral iiber f(x,y) und gegebenen An- 
fangswerten von v® auf C, zusammensetzt. Integriert man (39,) nochmals 
nach s,, so entsteht 


(39, ) = fe (x,y), 


wo f; (x,y) eine Funktion bedeutet, die sich aus den gegebenen Anfangs- 
werten, aus einem Integral iiber diese und aus Integralen iiber f(z, y) 
zusammensetzt. 

Um ein bequemes Wort zu haben, werden wir von einer Funktion 
sagen, sie lasse sich in der “hie, cael Art darstellen, wenn sie sich, wie 


*) Da& der Verlauf von C{ ‘qualitetiv der in der Figur angegebene ist, folgt 
sofort daraus, da8 zwei charakteristische Richtungen nirgends zusammenfallen. 
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eben _ darstellen 1468+ als Summe von den auf C,,C,,0, gegebenen 
8 
Anfangswerten, von Integralen iiber diese Anfangswerte und von Integralen 
(evtl. mehrfachen) iiber f(z, y). 
Es ist natiirlich nicht méglich, v* vollstandig zu bestimmen, ohne 
vorher v' bestimmt zu haben. Da nun Sa auf %, geet ist, 
so laBt sich nach me auch ce ermitteln, wodurch auch ~—— a, Segeben 





ist. Man kennt also - - auf 4 und natiirlich v*? und ix ‘on C,. Mit 
diesen Anfangswerten la8t sich in jedem Punkt Q des Winkelraums 0, PC, 
eindeutig eine Lésung von 


(40) etna —t(% 9) 


bestimmen. Man ziehe namlich durch Q die in Fig. 7 angegebenen charak- 
teristischen Linien C;, Cj, Cj, von denen O; die Linie Q, trifft und C3, C; 
die Linie C, schneidet*®), und integriere (40) sukzessive lings C;, 03, C3. 
Man erhialt so 


(40,) eee = f(xy), 
(40,) oS =fi(z,y), 
(40,) v! = fy (x,y), 





wo f;, fs, fs Funktionen sind, die sich in der ,,verlangten“ Art darstellen 
lassen. 


Die so gewonnene Funktion v* besitzt nach Konstruktion der Reihe 
nach die (stetigen) Ableitungen = = 2 oe : wane und geniigt der Diffe- 
rentialgleichung (40). Sie eR, aes auch alle Ableitungen bis zur dritten 
Ordnung. Zunichst folgert man namlich in bekannter Weise aus (40,), 
da8 die ersten Ableitungen von v’ stetig sind und sich in der verlangten 
Weise darstellen lassen und daf 





(41) ae +h se + oe 
G8, 88, = + 19 ® 
ist, wo k,(z, y) und k, (x, y) bekannte stetig differenzierbare Koeffizienten 
sind, die von v' nicht abhangen. 
Um die Stetigkeit aller zweiten Ableitungen zu beweisen, geniigt es, 
wie man leicht zeigt, die Stetigkeit der drei linear unabhingigen Ab- 





2”) Uber die Méglichkeit dieser Konstruktion siehe Anm. 8. 264. 
Mathematische Annalen. 108. 18 
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leitungen 

2,1 | 2,1 
(42) av o*v av 


08,08,’ 08,08,’ 08, 08, 


a* v* 

av? 08, 08, 

hauptung, indem man in (40) —— als gesuchte Funktion betrachtet und 
3 


denselben Schlu8 zieht, der von (40,) zu (41) fiihrt; man erhilt so die 


zu zeigen. Von 





re. a : i . 
5a,da, ist das schon gezeigt. Fiir folgt die Be- 


Sy 





Stetigkeit von _’* _ und daraus die von ll SchlieBlich ist die 
Oa, 08, 08, 08, 08, 


rechte Seite von (41) stetig nach s, difierenzierbar, daher auch die linke. 


Differenziert man also (41) nach s, und setzt zur Abkiirzung ie = WwW, 80 
erhalt man 
a/@ 

(43) ia (ge, — &s”) =9(2, 9), 

wo k,(z, y) stetig differenzierbar ist und g eine stetige Funktion bedeutet, 
die sich in verlangter Art aus den Anfangswerten und der Funktion f(z, y) 
zusammensetzt. Aus (43) ergibt sich wieder in bekannter Weise, dab 

2 


Ow Ow 


Ba,’ 2, und sogar is = stetig ist und in verlangter Art dargestellt werden 

kann. Damit ist aber wegen 2% — © _ gezeigt, daB die Ableitungen (42) 
1 1 

und damit alle Ableitungen zweiter Ordnung von v’ stetig sind und sich 

in verlangter Art durch die gegebenen Abfangswerte von v’ bzw. v* — v' 


und v* und die Funktion f(z, y) darstellen lassen. 
Die Konstruktion zeigt, daB die Lésung die Gestalt hat 


(44) v(x, y) = {v', o% — v1, o*}* + Sf f(z, y)ds, 
(1) 


wo der Klammerausdruck ein gewisses von f(z, y) unabhangiges Funktional 
der gegebenen Randwerte v', v? — v', v* und deren Ableitungen bedeutet. 
Das Integral rechts steht symbolisch fiir eime Summe von einfachen bis 
dreifachen Integralen, die lings charakteristischer Linien zu erstrecken 
sind, die teils in C,PC,, teils in C,PC, verlaufen; die Langen der Inte- 
grationswege gehen alle gegen Null, wenn der Punkt z, y gegen P riickt. 

Eine zu (44) analoge Darstellung gibt es, wie soeben bewiesen wurde, 
auch fiir alle ersten und zweiten Ableitungen von v'(z, y). Da von Anfangs- 
werten in diesen Darstellungen héchstens Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung vorkommen, wahrend wir Stetigkeit der Ableitungen bis zur 
dritten Ordnung vorausgesetzt haben, ergibt sich nunmehr auch die Stetig- 
keit der dritten Ableitungen von v’, falls f,(z,y) und f,(x,y) stetig 
sind. Es lassen sich auch alle dritten Ableitungen von v* in einer (44) 
analogen Form darstellen, nur daB in den Integralen statt f die Funktion 
f, baw. f, tritt. 
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Im iibrigen nimmt die Lésung v’, wie sich aus (40,) und (40,) er- 
gibt, auf C, die dort vorgeschriebenen Werte von v’ und iz an, woraus 


wegen der Stetigkeit der cxsten Ableitungen folgt, daB sie die Werte beider 
ersten — v, und v annimmt. Auf ©, nimmt nach (40,) die 


3, den durch die friihere Konstruktion (siehe (39, )) — 
sania Wert an und durch Integration ergibt sich das auch fiir 5° 


Fiir v* selbst nehmen wir die Werte, die sich aus der im ganzen Gebiet C, PO, 
konstruierten Lésung v* ergeben. Damit ist v’ und seine ersten Ableitungen 
langs C, bekannt. Da auf C, die Werte von v*— v’* und ihre Ableitungen 
bekannt sind, kennt man auf C, jetzt auch v* und seine ersten Ab- 
leitungen. 


Nun bestimmt man in C, PC, eine Lésung v* der Differentialgleichung 


Ableitung 5 





a* v* 


(46) 08, 08 08, 


= f (2, y )s 

indem man genau wie oben durch einen beliebigen inaeren Punkt Q 
(s. Fig. 8) die Charakteristiken Cj und ©; mit C,; und Cy mit C, zum 
Schnitt bringt und nach diesen die Gleichung (46) integriert. Man erhilt 
in genauer Analogie zu (40) der Reihe nach 





: e? 2 

(47,) tata = fi (#,y), 

_— av? 

(47,) ix = fe (2, y), 

(47,) v? = fs (x, y). Fig. 8 


Die so gewonnene Lésung v? nimmt nach Konstruktion samt Ablei- 
tungen auf C, die vorgegebenen Werte an, wahrend auf O, wenigstens v* 
den oben konstruierten Wert annimmt. AuSerdem nimmt aber auch ~ 


P 3 
auf C, den richtigen Wert an, da ja oe oben gerade durch die mit (47,) 
aquivalente Differentialgleichung (39,) festgelegt wurde. 

Alle iibrigen Eigenschaften der Lésung, insbesondere (44) und die 
entsprechenden Darstellungen fiir die Ableitungen folgen wirtlich so wie 
oben. Damuit ist der zu Beginn der Nummer angekiindigte Existenzsatz 


fiir die Differentialgleichung 
a* 2 
ta tata = 1(%9) (r=1,2) 


bewiesen. 
18* 
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2. Die »-te Naherung. 


Wir bestimmen durch Rekursion zwei Funktionenfolgen v*.” (tr =1,2), 
die in C,,, PC, der Differentialgleichung 
a* vy” 


(38a) Fatada = (?""*h (» =1, 2,...) 


geniigt; [v"”~*], ist dabei der in (38) vorkommende Ausdruck, in dem 
v* durch v"”~* zu ersetzen ist. Fiir » =1, 2,... soll v”” auf C,, v®” auf C; 
und v"’”—v”™” auf C, die dort vorgeschriebenen Werte annehmen; v”° und 
v™® sei identisch Null. 

Nach der vorigen Nummer gibt es zwei derartige Funktionen v*” 
und v”™” und sie gestatten die Darstellung 


(48) vo’ ={v', 0° —v', 0} + SS} ds, 


die die oben (siehe die Erlauterung zu (44)) auseinandergesetzte Bedeutung 
hat, wo also insbesondere der durch die geschweifte Klammer dargestellte 
Ausdruck nicht von » abhingt. 

Eine analoge Darstellung gilt fiir die Ableitungen von v"” bis zur 
dritten Ordnung; bei den Ableitungen dritter Ordnung ist natiirlich statt 
[v"”-*], jetzt [v""~*], zu schreiben, da dieser Ausdruck Ableitungen bis 
zur dritten Ordnung enthiilt. 


3. Der Grenziibergang. 

Um zu zeigen, daB die Funktionen v"’ und ihre Ableitungen bis ein- 
schlieBlich dritter Ordnung mit » —+ co gleichmaBig gegen stetige Grenz- 
funktionen streben, bilde man die Summe 

| lv” ete " shied 4. |v" oe id 4.  - | el _ i | 
Nach (48) ist 
v”” ‘ gy”"-3 aan >» fo"? —; v”’-*).ds, 


t=1 


also 
Tt, tr L , t,7-1 
Jom" —oF""*| < SKS 8""-*|de|, 
t=1 
wo K’ eine geeignete von y freie Konstante bedeutet. Dieselbe Abschatzung 


der Reihe nach fiir alle Ableitungen bis zur dritten Ordnung aufgeschrieben 
und addiert liefert 


(49) s*'<SK SS s*’—|de|, 
t=1 


wo K eine geeignete neue von » freie Konstante ist. 
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Markiert man (s. Fig. 9) auf C, bzw. OC, zwei Punkte R, bzw. R,, 
so daB die Langen der Kurvenstiicke PR, bzw. PR, kleiner gleich / werden, 
und zieht durch R, die charakteristische Linie C{, die 
C, etwa in R, schneiden mége, und durch R, die 
charakteristische Linie Cj, so erhilt man zwei ab- 
geschlossene Gebiete R,R,P und PR,RR,; ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir mit 
der Figur an, da8 der Schnittpunkt R von C{ und C; 7 
in O, PC, liegt. Fig. 9. 

Der gréBte Wert von S"” in dem ganzen abgeschlossenen Gebiet PR, RR, 
sei M,. Dieses Maximum*) mége in einem Punkt R’ von R,PR, an- 
genommen werden **). 

Wendet man (49) auf diesen Punkt R’ an, so wird 





G 


(50) S* (R') = M,<K SS s""-*\de|. 


Da die rechts auftretenden Integrale alle ganz im Gebiet PR, RR, ver- 
laufen, so ist S"’-*< M,_,. Bezeichnet man die Lange des langsten in 
(50) auftretenden Integrationsweges mit m(l), so erhalt man aus (48) 
leicht 


(51) M,<m/(l)-c-M,_,, 
wo ¢ eine feste von 1,»,2,y unabhingige Zahl ist; m(l) strebt mit / 
gegen Null. Aus (51) folgert man 
M,+ M,+...+ M,< M,+m(l)c(M,+ My+...+H,), 
so da8 fiir hinreichend kleines /, fiir das 1—m(l)c >} ist, die Un- 
gleichung 
: 1 
(52) M,+ M,+...+ M,S M7, 32M 
besteht. Bezeichnet man eine beliebige der Funktionen v"’, v,', ..., Chae 
mit w"’, so ist 
|w"” — w""-*| <s""’s M,, 

woraus in Verbindung mit.(52) die gleichmdpige Konvergenz von w"” 
gegen eine stetige Grenzfunktion w* folgt. 

Damit ist also vollstindig gezeigt, daB es in C, PC, bzw. C, PC, (so- 
bald man sich auf eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes P be- 


11) Die folgende Verwendung des Maximums der charakteristischen GréBe ver- 
danke ich einer miindlichen Mitteilung von Herrn Hans Lewy. Vgl. auch Perron, 
»Eine hinreichende Bedingung ...“, Math. Zeitschr. 28, 8. 216. 

™) Liegt R’ in PR, RR,, so verlaufen alle folgenden Uberlegungen genau ebenso. 
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schrinkt**)) zwei dreimal stetig differenzierbare Funktionen v' bzw. v° gibt, 
die der Differentialgleichung (38) geniigen und alle zu Beginn aufgezihiten 
Randbedingungen erfiillen. 

Die Hindeutigkeit der Lésung ergibt sich, indem man mit Hilfe der 
u (50) und (51) analogen Abschitzungen zeigt, daB fiir zwei Lésungen 
v* und 2" das Maximum von S* = | v' — 2"| +|v)—2)|+...+ |) —2) | 
in einer hinreichend kleinen Umgebung von P Null ist. 


B. Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 
§ 8. 
Vorbemerkungen. 
1. Hyperbolischer Charakter und charakteristische Linien. 

Es seien ¢,,%,,..-,%, von 1 bis 2 laufende Indizes mit derselben 
Bedeutung wiei,k,/ in§ 1. Dann laBt sich die allgemeinste lineare homo- 
gene Differentialgleichung n-ter Ordnung in der Gestalt 
(53) L,,(u) =" G,...ig(%)i,.. in + Bi... ins (Mig. -tin-s + aia + qi, (%)i, + — 0 
schreiben, wobei die Koeffizienten a;,__;, bis r bekannte Funktionen von 2, y 
sind, die sich bei einer Vertauschung zweier Indizes i, und ¢, nicht andern. 


Die Differentialgleichung heiBt hyperbolisch, wenn die zu den Gliedern 
héchster Ordnung gehérige Form 


Gi, ...in $4, ++ + Sig 
in n verschiedene reelle Linearfaktoren zerfillt: 


(54) yin b>» Sin = I (PE + 9° &), 
j= 
(54a) p’,@ reell; ; «|*O fir §+). 








Da nirgends p’=g/=0 ist, darf (p’)*+(q’)*—1 angenommen 
werden. 
Die Koeffizienten von (53) setzen wir als n-mal stetig differenzier- 
bare Funktionen von z und y voraus; dann sind es auch die Funktionen p/,q’. 
Die Linien p*(x, y)=konst. (6 =1,2,...,m) mit (2)*+(pe)*+0 und 
; « 3g” « 8y” 
(55) eet’ p= 
heiBen die charakteristischen Linien der Differentialgleichung. 


8) Wie man unmittelbar sieht, kénnen diese Losungen in dem Winkelraum C, PC, 
beliebig fortgesetzt werden, solange die vorausgesetzten Stetigkeitebedingungen fiir die 
Randwerte und Koeffizienten der Differentialgleichung erfillt sind. 
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Mit s, wird die Bogenlinge, mit », die Normale auf m* = konst. 
bezeichnet. Nach geeigneter Richtungswahl gelten dann wieder die For- 
meln (7) von §1. 


2. Drei Hilfssatze. 


1. Hilfssatz. Bedeutet w°(x,y) eine lings p* =konst. mit allen 
Ableitungen bis zur Ordnung n — 3 einschlieBlich verschwindende Funktion, 
so laBt sich fir ”. Funktion u(x,y) lings p* =konst. der Ausdruck 

sendin (U)s, (0%), .. aw = *) lings p° = konst. in einen Ausdruck umschrei- 
in der die Ableitungen von u nur in der Kombination p* u, + 9° u, = i, 
enthalt. In Formeln: Es gilt lings y* = konst. die Identitdat 

bz, ou ox, x, 


(56) Gj, .. i, (%)i, (10%), .. An Gye -|= 4.45 a, b, *(w*)i,.. tn 


Der Beweis liuft wértlich so wie fiir n= 3, indem man wieder die 
aus (54) durch ,,Polarisation“ entstehende Identitat 


(57) M1, in Bi Bigs Big = 2 I ( ef + q® él) 

yenay a», jal 
heranzieht, in der rechts iiber alle Permutationen «,,«,,...,«, der Zahlen 
1, 2,...,m zu summieren ist. Beim Beweis hat man zu benutzen, da 


lings y° = konst. alle Ableitungen von w” bis zur (m — 3)-ten Ordnung 
also auch die durch Differentiation nach s, aus diesen entstehenden ver- 
schwinden. 
Insbesondere gelangt man zu der (12) entsprechenden Formel 
Oz, Ox, 
i, t, o 
- % Ga, pe Ds alle 


-SekteDerkieg)-Cktege. 


in der der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB das Glied mit p’, q° 
nichi vorkommt und wo die Summe iiber alle Permutationen der Zahlen 
1,2,...,.0—1,¢0+1,...,n zu erstrecken ist. 

2. Hilfssatz. Die Funktion w°(x,y) mdge samt allen Ableitungen 
bis zur (n — 3)-ten Ordnung —a lings y° = konst. verschwinden. 


(58) n! a;, 





Dann lapt sich der Ausdruck a,,..;, —# (4° )i,...%, Udngs p” = konst. bis 


auf einen Differentialausdruck “a 2)-ter Sie in w” als totale 
Ableitung nach der Bogenlinge s, von y* =konst. eines Differential- 


4) Zu den Bezeichnungen siehe insbesondere die Formeln (7) 8. 253. 
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ausdruckes (n — 2)-ter Ordnung in w” schreiben. In Formeln ' 
ox; Ox, Ox, 
(59). tg Got (10°) tn = (= 1) ge (he Gat pot (1M nt) 


Ox, dz; 
= (= 1) g(t at Get) “(Ot 
Der Beweis verlauft wieder unter Benutzung von (57) ganz analog 
dem Beweis fiir den entsprechenden Hilfssatz fiir n = 3. 
: Hilfssatz. Verschwindet w° (x,y) und alle seine Ableitungen bis 
zur (n — 3)-ten Ordnung einschlieBlich lings p* = konst., so lassen sich 
dort alle Ableitungen (n —2)-ter Ordnung von w” linear durch den 


Differentialausdruck a;,._:, ia a | (w*);,...4, darstellen; in Formeln 


F. Rellich. 





a*-* w? nts or at bx, bx, e 
60) ——* = (-1)" eta Feet Foe (W Vente 
(69) dx” dy*-*-” vn '(v° q'—q°p') ing | sta 
(» =0, 1,2,...,m — 2). 

(Der Strich am Produktzeichen bedeutet, der Faktor mit 1 =o ist wegzulassen.) 

Der Beweis ergibt sich, da fiir o +1 auch g°p'— p’qg'+0 ist, un- 
mittelbar aus der Formel (58), indem man dort die Formeln (7) benutzt 
und bedenkt, daB a —_ Faktoren der rechten Seite von (58) mittels 
der Gleichung P* 5. oy q° wn = 0 umgeformt werden diirfen. 





§ 9. 
Die Greensche Formel. 
Der zu L,(u) adjungierte Differentialausdruck ist 
(61) M,(v) = (—1)" (44,...sn Pinot, H (1) (Bs, tn Pinney + 
— (gi, 0), +rv=0. 
Fiir ein beliebiges 2, y-Gebiet G, dessen Rand I" die Bogenlinge s 
und die auBere Normale » besitze, gilt die Greensche Formel 


(62) * : Sf [oL,(u)— uM, (v)]dedy 





Gs, ...in (U)by..tnnY re st — (a... in U lig (i, .. bane Fins + - 


+(—1)°-*(a4. x: ta (Weg + (—1)-* (sta De. att 


= Ox, me a -|ds|. 
H+ Bi, tn (UD. hee OFZ (B6,..-4n-1 ¥ina-. UZ," 
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§ 10. 
Die Riemannsche Methode. 


Es sei u(z,y) eine Lésung der Differentialgleichung, die auf einer 
Anfangskurve A samt ihren Ableitungen bis zur (nm —1)-ten Ordnung vor- 
gegebene Werte annimmt. Gesucht ist die explizite Darstellung von u(z, y) 
in einem beliebigen Punkt P aus einer (hinreichend kleinen) Umgebung 
von A. 

Dazu werden durch P die n charakteristischen Linien C,,...,C, ge- 
zogen, die A in P,,..., P, treffien mégen; die Anordnung sei so wie in 
Fig. 10 angegeben, insbesondere sollen C, bzw. C, die beiden duBersten 
Charakteristiken sein und es sei s, die Bogenlinge 
auf C;. 

Auf das von A, C, und C, berandete Gebiet 
wird die Greensche Formel (62) angewandt. Da- 
bei soll » eine Funktion sein, die in jedem ab- 
geschlossenen ,,Dreieck“ P;PP;,, (¢=1,...,n—1) 
n-mal stetig differenzierbar ist und der Differential- 
gleichung M,(v)=0 geniigt. Langs der _,,mitt- 
leren“ Charakteristiken C; (¢ =2,...,— 1) sind A 
fiir v und seine Ableitungen endliche Spriinge zu- 
gelassen. Wir setzen jedoch bereits jetzt fest, 
daB diese Spriinge von v und seinen Ableitungen bis einschlieBlich 
(m — 3)-ter Ordnung verschwinden sollen; ebenso soll v auf C, und auf C, 
mit seinen Ableitungen bis zur (n — 3)-ten Ordnung Null sein. Setzt man 

v ain w’, “= e*-* ses w", 
(63) ot? — of = wt? (§=1,2,...,.n—2), 
so soll also w* (o=1,2,...,m) samt den Ableitungen bis einschlieBlich 
(m — 3)-ter Ordnung auf C, verschwinden. 

Nennt man das Randintegral iiber A in der Greenschen Formel J,, 
so wird aus (62) angewandt auf P, PP,: 


Pp 





Fig. 10. 


(64) bud, + 3Jo, 
mit , 
(=I) (5. Ohne nt WO Fee 
(65) Jo, = oe (—1)""* (Gy, ... én Win... @ ae |ds,|. 
ox, 


8, \+ (I Bika? Mast Be 
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(Man beachte, daB alle Ableitungen von w” bis einschlieBlich (n — 3)-ter 
Ordnung auf C, verschwinden.) Dabei ist », fir o—1,2,...,n—1 die 
Normale von C,, welche in das AuBere von P,PP,,, weist, hingegen 
vy, die in das Innere von P,_, PP, weisende Normale von C,. Da lings C, 
alle Ableitungen von w® bis zur (n — 3)-ten Ordnung einschlieBlich ver- 
schwinden, hat man auf C,: 











(66) (05, Oana = Big... (W")ing..nts > 
(67) (Gi, ...4n Wig... t = (8 — Nn. Beles 
(68) (b,,...¢ "Jin 4... -+tn- (20 Jeg y 6° 
Verwendet man Hilfssatz 1 und 2 und schreibt zur Abkiirzung 
: “ Ox, Ox, n 
(69) Z = Gi, ..-tn Fae av, (w = 
und 
“ a Ox, Ox; 
(70) BE.t-.= (8-1) 5 (0... Foe Tae) ~ 
Oz; ax, 





> 3 (n — 1) (G4, ... in te a + b;, stars Fy ’ 
so erhalt man fiir (65): 


= (— 1)" [(S2-2°—(n _ 1) 422" + RE. ins" (Wig ...tn-1 4) 08, 
oder - 


(71) Jog (1) WB" 12, = (—1)" | (mE — Rig 1 OD tes) Mey 


08, 
Ce 


Fordert man lings C, 





az? e ° 
(72) n 08, — Ry...4-,°(v Nig -- stn, = 0 ’ 
and im Punkte P 
(73) >» Z°=(—1)", 


a=1 


so ergibt sich aus (71) und (64) als gesuchte Lésung 
(74) u(P)= Jat 3(- 1)"uZ"|,. 


Unter Verwendung von (60) la8t sich AO als gewohnliche Differential- 
gleichung fiir Z° schreiben: 


(72a) 





=, 
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wo K, eine bekannte Funktion von z,y ist, die nach (70) nur von den 
Koeffizienten a;,...i,, 5; abhangt. 

Im Punkte P miissen die Ausdriicke Ban auf Grund ihrer 
Definition (63) den n —1 Gleichungen a 


pees tgns 


a*-* w? 


~4 ez” pgeo*-" 


=0 (»=0,1,2,...,"—2) 


geniigen. Driickt man diese Ableitungen auf Grund von (60) durch die 
Z° aus, so ergeben sich in P zusammen mit (73) fiir Z*, Z*,..., Z" die 
n Gleichungen 
grec, 
2 sabi 8 -Z°—0 
om JT’(9° p‘—p* a") 





(y= 0, 1,2,...,n —2). 


Kine Lésung ist Z*—Z*=...—Z*——1" | Fiir die erste Gleichung 
ist das klar, fiir die tibrigen ergibt es sich leicht aus dem Satz der ele- 
mentaren Algebra, wonach fiir jede algebraische Gleichung mit lauter ein- 
fachen Wurzeln a,,a,,...,@, die Gleichungen 


> 2 =0 (k=0,1,...,n—2) 


= f(a) 





gelten. 

Da somit Z° in P gegeben ist, berechnet sich nach (72a) sein Wert 
eindeutig auf der ganzen Linie C,. Aus Z° ergeben sich die Werte aller 
Ableitungen (nm — 2)-ter Ordnung von w® nach den Formeln (60). Da 
K, gewi8 einmal stetig differenzierbar ist, so ist auch Z° bzw. alle Ab- 
leitungen (n — 2)-ter Ordnung von w” zweimal stetig nach der Bogen- 
linge von C, differenzierbar. 


§ 11. 
Zusammenfassendes Resultat. 


1. Darstellung der Lésung. 
Die Lésung u(z,y) der Differentialgleichung 
D,, (4) = Gi, «ig (U)é, ote Hi, ins (MDa. tans Fees $i, (4), +E =O 


lat sich in einem beliebigen Punkt P aus der Umgebung der Anfangs- 
kurve A in der Gestalt darstellen: 
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u(P) nae 











&, ...% v(u)s,.. -tn-a Oy “te _ (a, iv), (t)s. Po 7 ah. 
f CEA 
(= 198, ... ta te... BF 
= F) ds 
+ Dy, in O (Ue, .. tan ns el ee) ek | | 
+ qi, ou 


Ox, oz, 
er ds, Foe (@" )ie ta 


Z° =a; 





Dabei sind die P, die Punkte, die von den durch P 
gehenden Charakteristiken C, auf A ausgeschnitten werden; 
8 ist die Bogenlinge auf A, »,», sind die in der Fig. 11 
” fe~ gezeichneten Normalenrichtungen; s, ist die Bogenlange auf C,, 
Fig. 11. deren Richtung so zu wahlen ist, daB s, auf », folgt wie y auf x. 


A; 





2. Bestimmung der Riemannschen Funktion. 


Die Funktion v ist in jedem der abgeschlossenen ,,Dreiecke“ P,P P. 


o+1 
eine n-mal stetig differenzierbare Lésung der zu L(u) = 0 adjungierten 
Differentialgleichung 
M,,(0) = (—1)" (46, .. 40 Pin. (19 (By, . tn Pinna ened 
+— (%,v), + rv =0 


die auf C, folgenden Bedingungen geniigt: Bezeichnet man v in P,PP,,, 
mit v° und setzt, wie dies bereits in dem Ausdruck Z° geschehen ist: 


v=o, —o t="; of t?— vo! = w' (¢=1,2,...,n—2), 


so soll w* (o=1,2,...,m) auf C, mit allen Ableitungen bis zur ein- 
schlieBlich (nm — 3)-ten Ordnung verschwinden. AuBerdem soll im Punkte P 


1)* 


(76) Z°(P) = 1) 
sein und lings C, 





az? o o 
(77) 05a, — Ra..-tn-s' (w Nin s+ igs = 0 
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gelten. Dabei ist 











‘ 3 Ox; oz Ox, 
Bi, tne = (= 1) F(A... oe, Fat) — (= 1) (0, ta on a 
Ox, 
+ by, ...4-; av, ° 


Da man alle Ableitungen von w® der (mn — 2)-ten Ordnung durch Z° 
ausdriicken kann (siehe die Formeln (60)), so laBt sich (77) auch als 
gewohnliche Differentialgleichung in Z° auffassen: 


az? one 
(78) n> +K'Z"=0, 


wo K° eine bestimmte, nur von den Koeffizienten a;,..;, und 6;, 
abhangende Funktion ist. 

Man sieht, daB Z° wegen (76) lings C, eindeutig bestimmt ist, und 
daraus ergeben sich wieder alle Ableitungen von w® der (n — 2)-ten Ord- 
nung durch (60). 

Die Funktion v besitzt also im ganzen Gebiet P, PP, stetige Ab- 
leitungen bis zur (n — 3)-ten Ordnung. Hingegen erleiden ihre Ableitungen 
(m — 2)-ter Ordnung langs der ,,inneren“ Charakteristiken O,, O,,...,C,_, 
vorgegebene Spriinge. Die Werte dieser Spriinge hingen iiberdies nur von 
den Koeffizienten a;,...;, und 3b ...; ab. 





Rt 


§ 12. 
Der Existenzsatz fiir die Riemannsche Funktion. 
Die Existenz von n —1 Funktionen v’, v*,...,v"~*, die die bei der 
Riemannschen Methode geforderten Eigenschaften besitzen, folgt aus fol- 


gendem, etwas allgemeineren Satz: Es seien O,, C,,..., C,, die durch einen 
Punkt P gezogenen charakteristischen Linien der Differentialgleichung 
L,(u)=0. Dann gibt es n—1 Funktionen v’, v*,...,v"~* mit den 
Eigenschaften : 


1. Es ist v' in dem abgeschlossenenWinkelraum C,, , PC; (i =1,2,....n—1) 
(s. Fig. 12) (falls man sich auf eine hinreichend kleine 


Cn 
Umgebung des Punktes P beschrankt) n-mal stetig diffe- 
renzierbar und gentigt der zu L,,(u) adjungierten Diffe- Giet 
rentialgleichung M,(v') =0. ; 


2. v' nimmt auf C, samt seinen Ableitungen bis 
zur (n — 2)-ten Ordnung vorgeschriebene Werte an, und 
ebenso v"~* auf C,,; auf den mittleren Charakteristiken C, ? 
(i =2,3,...,m —1) nehmen die Differenzen v‘ — v‘~* Fig. 12. 
und deren Ableitungen bis zur (n —2)-ten Ordnung vorgeschriebene 
Werte an. 


C; 
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Dabei sollen die Vorgaben auf den einzelnen Charakteristiken so be- 
schaffen sein, daB auch noch die (mn — 2)-ten Ableitungen zweimal stetig 
nach der Bogenlinge der betreffenden Charakteristik differenzierbar sind. 
Natiirlich miissen die Ableitungen den iiblichen Streifenbedingungen ge- 
niigen, und im Punkte P miissen die auf den einzelnen Charakteristiken 
vorgegebenen Werte stetig aneinander anschlieBen. 

Der Beweis dieses Satzes verliuft genau so wie der Beweis des ent- 
sprechenden Satzes fir »=—3 in §7. Man errechnet nach der Methode 
der sukzessiven Approximation zunichst auf Grund der auf C, bekannten 
Vorgaben von v"~* gewisse Ableitungen von v"~* auf C,_,, ebenso dann 
auf C,_, gewisse Ableitungen von v"~* usw., bis man schlieBlich zu C, 
kommt. Die so auf C, ermittelten Werte von v' reichen zusammen mit 
den Vorgaben auf C, aus, um v' in C,PC, vollstandig zu bestimmen. 
Nunmehr kann man auch riickwarts der Reihe nach v*, v*,..., v"~* in 
den zugehérigen Winkelriumen bestimmen. Die dabei benutzten Schliisse 
sind triviale Verallgemeinerungen der in §7 ausgefiihrten. Insbesondere 
kommt man beim Nachweis, daB die nach dem geschilderten Verfahren 
bestimmten Funktionen v‘ n-mal stetig differenzierbar sind, mit den an 
(41) und (48) gekniipften Vertauschungssitzen aus. 


(Eingegangen am 10. 8. 1929.) 





Thetareihen in total-reellen algebraischen Zahlkérpern. 


Von 
H. D. Kloosterman in Miinster i. W. 


Schon éfters sind in der Literatur Reihen vom Typus 


( 1) > etl el (ECE 6 (ECP + .., + x oud Ems} 
E=s0(m) 
aufgetreten. Es sind hier r™, +, ...., 1" komplexe Verinderliche mit positi- 


vem Imaginarteil, und é durchlauft simtliche Zahlen des Ideals m in einem total- 
reellen Zahlkérper n-ten Grades K. Die Zahlen &® = é, ee a 
sind die Konjugierten von ¢. Die komplexe Veranderliche + ist dem zu 
K=K® konjugierten Kérper K® zugeordnet (p=1,2,...,n). Falls 
n=1, m=(1) ist (d.h. wenn man den Kérper der rationalen Zahlen 
zugrunde legt), ist (1) nichts anderes als eine einfache Jacobische #-Reihe. 
Wenn man die Reihen in rationaler Gestalt schreibt, sind sie nichts anderes 
als gewohnliche n-fache #-Reihen, in denen die }n (n+ 1) Moduln als 
lineare Funktionen von n Verinderlichen angesetzt sind. 

Herr Hecke hat bei verschiedenen Gelegenheiten die groBe Bedeutung 
hervorgehoben,- welche den Reihen (1) zukommt, sowohl fiir die Funk- 
tionentheorie wie fiir die Zahlentheorie. Ich brauche zB. bloB zu er- 
innern an seinen Beweis der Fortsetzbarkeit der Dedekindschen ¢-Funktion 
iiber die ganze Ebene und an seinen Beweis des quadratischen Reziprozi- 
tatsgesetzes in algebraischen Zahlkérpern. Diese Bedeutung beruht, genau 
so wie bei den ,rationalen“ Jacobischen #-Reihen auf der Tatsache, dab 
die Reihen (1) ein sehr einfaches Verhalten aufweisen bei der Substitution 


c”_, =. Bei den ,rationalen“ #-Reihen ist dies ein Spezialfall der 
t 


viel allgemeineren Tatsache, daB sie ,Modulformen“ sind, d.h, daB sie bei 
einer Substitution der Hauptkongruenzgruppe einer gewissen Stufe N 
= th, ad—be=1, a=d=1, b=c=0 (mod N) 


bis auf eine Potenz von crt -+d unverandert bleiben. 
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Nun hat Herr Hilbert fiir mehrere Veranderliche Substitutionen be- 
trachtet, welche als Verallgemeinerungen betrachtet werden kénnen von 
den gewohnlichen ,,rationalen“ Modulsubstitutionen in einer Veranderlichen. 
Es sind dies die Substitutionen 


ee a) tM 48 @ nat a® 7? +p ~ «™ i") + p™ 
= , Oe a ae, eee. co: Se See eee ee 
y 72 + Phe y™ 7” + 6@ y= ™) + 6™ 


fiir die 
«,B,y,6 ganz, «db — By = total-positive Einheit des Koérpers K. 


t 


Hier sind «”, p, », 5 (p =1,2,...,n) die Konjugierten der ganzen 
Kérperzahlen «, f,y,6. Wir werden die Gruppe dieser Substitutionen 
( Modulgruppe in n Verdnderlichen) mit I oder auch mit I’(1) bezeichnen. 
Diejenige Untergruppe von I, fiir deren Substitutionen «5 — By =1 ist, 
werden wir die engere Modulgruppe in n Verdnderlichen nennen, sie soll 
mit I’, oder auch mit I",(1) bezeichnet werden. Kongruenzuntergruppen 
von I baw. von I’, erhalt man, wenn man die Substitutionskoeffizienten 
noch gewissen Kongruenzbedingungen unterwirft. Diejenigen Substitutionen 
von I" bzw. von I, fiir die noch 


=éd=1, B=y=0(modn) (n ein ganzes Ideal in K) 


ist, bilden die Hauptkongruenzgruppe '(n) der Stufe n bzw. engere Haupt- 
kongruenzgruppe T',(n) der Stufe n. 

Herr Blumenthal hat die Ansitze Hilberts ausgearbeitet und in zwei 
Abhandlungen ausfiihrlich dargestellt*). Von seinen Resultaten erwihne ich 
bloB folgendes: 


Die Gruppe I" ist im px Teilraum 
¥(z) > 0, ¥(e) > 0, ..., F(x) >0 (Teilraum 7) 


eigentlich diskontinuierlich und besitzt dort einen Fundamentalbereich. 

Es 1a8t sich nun sehr leicht beweisen, daB die Gruppen I’,, '(n), I’, (n) 
einen endlichen Index innerhalb I" haben, und hieraus folgt sofort, daS 
der eben erwahnte Blumenthalsche Satz auch fiir diese Gruppen giiltig ist. 

Es entsteht jetzt die Aufgabe, die Reihen vom Typus (1) vom Stand- 
punkte der Theorie der Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen 
aus zu untersuchen, und diese Aufgabe soll in der vorliegenden Abhand- 
lung behandelt werden. Dabei werden allgemein ,mehrfache #-Reihen 
des Kérpers K“ eingefiihrt. Fiir diese Reihen wird sich herausstellen, da 
sie ganze Modulformen in den Veranderlichen +” sind. Dabei sind ganze 


1) Uber Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen, Math. Annalen 56 (1903), 
8. 509—548 und 58 (1904), 8S. 497—527. 
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Modulformen der Stufe n definiert als solche Funktionen der n Verander- 
lichen +, die sich bei den Substitutionen der Gruppe ['(n) bzw. I’, (1) 
blo8 um eine Potenz von 


Ty” 7? 7’ 6”) 
p=1 


als Faktor andern und iiberdies noch gewissen Regularitatsbedingungen 
geniigen *). Falls diese Eigenschaft blo8 gilt in bezug auf die engere Gruppe 
I',(n), werde ich von Modulformen in engerem Sinne reden. 

Diese Eigenschaft der #-Reihen, ganze Modulformen in mehreren 
Veranderlichen darzustellen, ist der Hauptgrund, weshalb man diesen Funk- 
tionen ein besonderes Interesse entgegenbringen muB. Fiir die Theorie 
der Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen beweisen sie durch ihr 
Dasein unmittelbar gewisse Existenzsatze. 

Die #-Reihen werden betrachtet in einer Gestalt, die etwas ver- 
schieden ist von der Gestalt, in der Herr Hecke die Reihen betrachtet. 
Diese neue Gestalt hat auch fiir die Anwendungen gewisse Vorteile. Um 
diese Vorteile zu illustrieren, gebe ich in §2 einen Beweis des quadra- 
tischen Reziprozitatsgesetzes, der formal etwas einfacher ist als der Hecke- 
sche Beweis*) (obgleich der Beweis prinzipiell natiirlich mit dem Hecke- 
schen Beweis identisch ist). 

Weiter bediene ich mich der folgenden Bezeichnungen und Abkiir- 
zungen : 

K = K® ist ein total-reeller algebraischer Zahlkérper n-ten Grades. 
Algebraische Zahlen in K werden durch kleine griechische Buchstaben, 
wie a, 8,y,... bezeichnet und die Konjugierten durch obere Indizes 
a? B® y® ... (p=1,2,...,n). Es sind aber immer 1™, 1, ..., 1 
unabhiangige komplexe Variable, die auf den Teilraum 7’ eingeschrankt 
sein sollen und wobei +” dem zu K konjugierten Kérper K” zugeordnet 
ist. Ideale in K werden wie immer durch kleine deutsche Buchstaben 
bezeichnet. Der Buchstabe > wird reserviert fiir die Differente von K. 
Ausnahmen von diesen Regeln werden immer ausdriicklich erwahnt. 

Es ist immer Pe 

Q(é) = Q(é, br vor by) = X Min bide (a5, = &;) 
eine total-positiv-definite quadratische Form, deren Koeffizienten «,;, ganze 
Zahlen des Kérpers K sind (mit Ausnahme des Hilfssatzes in § 1, 


*) Vergleiche fiir die genaue Definition meine Abhandlung ,,Theorie der Eisenstein- 
schen Reihen von mehreren Verianderlichen*, Abh. a. d. math. Sem. d. Hamburgischen 
Univ. 6 (1928), S. 163—188. 

%) Hecke, Algebraische Zahlen, § 59. 

Mathematische Annalen. 103. 19 
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wo die Koeffizienten von @Q noch willkiirlich reell sein diirfen). Weiter 
schreiben wir 


Q™(E™) — Qe, 2). g2) — 5 aie o, 





wo 
(2) a, oo : (p =1, 2,..., N) 


N Systeme von reellen Variablen sind. Falls fiir die § Kérperzahlen sub- 
stituiert werden, sollen die Systeme (2) natiirlich wieder in bezug auf K 
konjugierte Zahlensysteme sein. 

Es bedeutet weiter N(F) (Norm von F), wo F irgendein Ausdruck 
ist in gewissen Buchstaben «, f,...,t,..., ein Produkt von n Faktoren, die 
man erhalt, wenn man die in F eingehenden Buchstaben «a, f,...,1,... 
durch a, 2, ...,¢™,... (p =1,2,...,) ersetzt. Eine ahnliche Fest- 
setzung gilt fiir die Spur S(F) eimes Ausdrucks F, So schreiben wir 
N(yt+ 4) statt 

(yP 4+ g™) (yO + 6) a (ye 4 6™) 
und SQ(é) statt 


> Q” (¢), 
p=1 


Alle Formeln, Gleichungen oder Ungleichungen, in denen die oberen 
Indizes fehlen, sind immer Abkiirzungen fiir die n ,,konjugierten“ Formeln, 
Gleichungen oder Ungleichungen. So bedeutet «>0, daB die Zahlen 
«® (p=1,2,...,) alle positiv, dh, a total-positiv ist. Dagegen wird 
eine Ungleichung wie a” >0 sich bloS auf die eine Konjugierte a” 
beziehen. 

§ 1. 
Die -Reihen des Kérpers und ihr Verhalten bei der Substitution — +. 


Hilfssatz. Es sei 
N 
Qu) = Om, tas s+ or Me) = 2 Meee (a, = %,) 


eine positiv-definite quadratische Form mit reellen Koeffizienten und mit 
der Determinante ||«,;,|| = 4. Es sei A,, die Unterdeterminante von «,, 
in 4 und 


N 
Q'(u) =O (tas thay =o» My) =, 3 Anti th 9) 


*) Es ist also 4~*Q’ die zu Q inverse Form. 
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Weiter sei ¢ > 0 und a,, a,,...,@y seien beliebige reelle Zahlen. Dann ist 





nd -x x -27@ 
f--fe se Fa a ee ee ee = 
a ia 


wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 
Beweis. Es ist 
at 


+o 1 

2 -3 === 
f enatenui e2 tau, du, = e "Gil (a, > 0). 
—o Gi." 





Fiir N =1 ist die Behauptung also wahr. Es werde jetzt angenommen, 
daB die Behauptung fiir (N — 1)-fache Integrale schon bewiesen ist. Um 
dann das N-fache Integral Jy zu berechnen, fiihre man statt u, die neue 
Veranderliche 


N 
Bie 
v=4u —u 
itD ee, 
q=2 
ein. Dann wird 


Q(u) = v*+ Q,(u), 


wo 





d bes © thet © 
Q,(u) = 2, Pm uu, By= a, — a, (¢, k= 2, 8,..., N). 

Schreibt man noch 
p,= 4, — te, (q = 2, 3,..., N), 


so geht das zu berechnende Integral iiber in ein Produkt von zwei 
Integralen : 


+o +o 
ted fertee ot ay : fue bE au. duy. 


Ist 4, die Determinante von Q, und B;, die Unterdeterminante von £;, 
in 4, (t, k = 2, 3,..., N), so wird also 


2 
bad! 


a 
(3) Jy = 1 Pes 1 Pe ae Pelle 
t-a, V4,-2¥- 





Nun beweist man aber leicht die Beziehungen 
A=a,4,, A,=%,B,  (%,4=2,3,...,N) 


und hieraus folgt unter Anwendung der zwischen den «,, und A,, bestehen- 
den identischen Relationen, da8 


pal 1 ‘a a? 
E Bubihy= 20 e)— Sa. 
19* 
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Setzt man dies in (3) ein, so findet man fiir Jy den behaupteten Wert. 
Wenn die Behauptung fiir (N — 1)-fache Integrale wahr ist, muB sie also 
auch fiir N-fache Integrale gelten. Weil sie fiir N =—1 wahr ist, gilt sie 
also allgemein. 

Von jetzt an werden wir voraussetzen, daB die Koeffizienten der qua- 
dratischen Form ganze algebraische Zahlen des Kérpers K sind (a,, = «,,). 
Die Unterdeterminanten A,, von «,, in 4, die Koeffizienten der Form Q’, 
sind also auch ganze algebraische Zahlen in K und es ist auch A;, = A,,. 
Die Form Q sei weiter total-positiv-definit®). Dasselbe gilt dann be- 
kanntlich auch fiir die Form Q’. Mit den iiblichen Heckeschen Methoden 
wollen wir dann beweisen den 


Satz 1. Ee seien die t'” (p=1,2,...,n) positive Verdnderliche und 
die u,” (q=1, 2,...,N; p=1,2,..., n) willkiirliche reelle Veranderliche. 
Es seien weiter a,,4,,..., Ay ganze Ideale in K und d die Determinante 
von K. Dann gilt folgende Transformationsformel: 


—2x S(tQig+u)) 1 
S € = 





_teee N (0,05... ay)-|d |”. (4)#-N(e)?* 
- «8 (Cm) —22i8 £ us ) 
x a a7 ree (Z, | 
-_ 1 
ne=0(55) 
wo sdmtliche Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. 
Beweis. Essei w,,,@,¢, ..., ,,, eine Basis des Ideals a, (q =1, 2, ..., N). 


Dann ist fiir eine Zahl des Ideals a, 
Ee” — Sm, a, (p=1,2,...,n; q=1, 2,..., N) 
s=1 


mit ganzen rationalen m,,. Wir betrachten noch die Veranderlichen Se’. 
welche bestimmt sind durch die N Gleichungssysteme 


n 
(p) (es) (p) 


Ue = DX Wes (p =1,2,...,"; g=1,2,..., N). 


s=1 
Die z lassen sich dann in den u folgendermaBen ausdriicken: 


n 
(Pp) __ (8) -— is) 
= 2 te Qe: 
s= 


wo bekanntlich die Zahlen Qasr» Qags +s Qe eine Basis bilden fiir das 
Ideal —- (g =1,2,..., N). - 


a,d 


5) Die Determinante 4 ist also speziell eine ganze total-positive Zahl. 
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Die Funktion im linken Glied der zu beweisenden Forme! laBt sich 
dann schreiben: 


> f © 2 oth pe (P)) ptm) (p) 
e(t)— expt a St F alk (a? + wi”) (a + up)} 
Mg s=— p=1 i,k=1 
+o n N n 
= 5 exp{—a de” 3S aff( Saf (ms + 24”)) 
Mg s=—@ p=) i,ke=l s=1 


>< (Sof (me, + ay” ))\. 


Nun gilt aber folgende Fourierentwicklung. Fiir irgendeine Funktion 
von r reellen Veranderlichen z,, x,,..., 2, ist 


+o 


(4) b . f(m, + 2,, m, + 2, .--, mM, + 2,) 


Hy, Ma, - - +) Mp = — CO 


+o —2nxt Lim 2 
= > A(m,, M,, -.-, m,)e = 
My, Mg,» «5 My = — CO 


wo die Fourierkoeffizienten gegeben sind durch 


r 
tai > m0 
= hd | 


A(m) = A(m,,m,,...,m,) = SSF, 4, +50, Je + dv, dv,, ..., dv,. 


Man wende diese Formel nun an auf die Funktion g(t), betrachtet als 
Funktion der r = Nn Veranderlichen x,” . Dann wird der Fourierkoeffizient 


(5) Alm)= Jo. Sexp{—n 31 308 (301? a”) ( 3 alt of")! 


> Fm. 0” 
tat = en” 
<E¢ en -dV, 


wo zur Abkiirzung 
an WN (p) 


p=1q=1 


geschrieben ist. In diesem Integral fiihre man neue Veranderliche w ein 
durch 


w(? = 3 og? 0," (p =1,2,...,n; g=1, 2,..., NW). 
Dann ist umgekehrt 
0? = F290", 
und die Funktionaldeterminante ist 


es 
@(v) 





= N(0,0,...ay)-|a|?” 











n +0 ~ nt?) Q?) (9) 2 
(7) A(m) = 1 fe t'”’ Q*? (wo P ‘Zur ni? 
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Schreibt man weiter 


1 
(6) — 3 m,,2 ys 80 daB 4, = (mod), 
so ist 

> s te» 0?” -3 Swi ) ) 

p=1 q=1 id =1 g=1 


Das Integral (5) zerfallt jetzt in das Prodakt von * Integralen von dem 
Typus, der in dem vorangehenden Hilfssatz berechnet ist. Man findet unter 
Anwendung dieses Hilfssatzes 





N(a, 0, ...a)-|¢ |? fe 
. 852) 
N (a, a, ....0,)-|a|#™. w(4)*.w(e)** 
wo die m mit den » durch (6) zusammenhingen. 
In (4) hat man weiter statt sme, zu lesen 





(8) ES mz — 5 Sw png) = 8( 34,1): 


p=i1¢=1 p=1¢=1 

Wenn man nun (7) und (8) in (4) einsetzt und dabei noch (6) 
beachtet, ist die Behauptung bewiesen. 

Fs seien jetzt m und a solche ganze Ideale des Kérpers K, daf 
ma*d ein Hauptideal (4) ist, und 9,, 0,,...,@, seien Zahlen des Ideals a. 
Weiter seien die komplexen Veranderlichen 7” (p=1,2,...,”) auf den 
Teilraum 7 eingeschrankt. Wir definieren dann 


xis ( ie) 








(9) (5 Q:e,ait)— FS e 

5 =e, (ma) 
Spiter werden wir noch voraussetzen, daB die Zahl 4 total-positiv ist. 
Vorliufig kann die Signatur von 4 aber noch willkiirlich sein. 

Unser Ziel ist, das Verhalten der Reihen (9) bei Modulsubstitutionen 
mu untersuchen. Das Verhalten bei der Substitution —+ laBt sich jetat 
schon aus dem Satz 1 ableiten. 

Erstens gilt die Formel des Satzes 1 als analytische Formel auch 
noch fiir komplexe Werte der Verinderlichen ¢™, solange die Reihen auf 
der linken und rechten Seite noch konvergieren, d. h. solange diese Ver- 
anderlichen einen positiven Realteil besitzen. Dabei ist dann 

N(tyP = (Ve Ve... 8)", arg Vt™|<% = (p—1,2,...,m) 


zu nehmen. 


dw,” dws” ... dwif’ 
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Um jetzt die Transformationsformel fiir die Funktion (9) abzuleiten, 
nehme man in Satz 1 speziell ma statt a, (q=1,2,...,N) und wihle 
fiir die Veranderliche u,” die speziellen Werte 9”. Weiter schreibe man 
Tit statt ¢. Dadurch geht die linke Seite der Formel des Satzes 1 in die 
Funktion (9) iiber. Auf der rechten Seite fiihre man weiter statt der 7, 
die neuen Summationsveranderlichen 4 durch 

f=, (q=1,2,..., N) 
ein. Beachtet man dann noch, daB 
|d|=N(b), |N(d4)| = N(m)-N(a)*-N(d), 
so entsteht folgende Formel: 
b(t; Q; @,, a; A) 


; -ais( 2 








Sf) melt hol ag (FI <3). 


N(m)?™.N(4)-N(—it)?™ 5 S0c0) 
Hier schreibe man noch 


= 
Eg=0(a) agmodam €,==a,(am) 
a, = 0(a) 


Ist aber &, = «,(am), so ist wegen «, = 0(a): 
-268(> £ eet) ns i Eee 
A = 


Dadurch gelangt man zu dem folgenden 
Satz 2. He gilt die Transformationsformel 





8(t; Q;0,,a; 4) 
1 -sat8(> £ a9) ‘ban 
% ¢ wr (93 Va, 054), 
N(m)*” .w(4)*.N(—it)*” «, modam ( tA a ) 
Gq ==0(a) 
wo 
| arg ¥- it| < + 


und die iibrigen Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. 


§ 2. 
Die allgemeinen Gau8schen Summen des Kérpers und ihre Berechnung. 
Bevor wir zur Bestimmung des Verhaltens der #- Funktionen bei willkiir- 


lichen Modulsubstitutionen iibergehen, ist es notwendig, einige Betrachtungen 
iiber die allgemeinen GauSschen Summen des Zahlkérpers vo en Zu 
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lassen. Fiir die Beweise der in diesem Paragraph auftretenden Formeln 
werde ich meistenteils auf Kapitel VIII von Heckes ,,Algebraische Zahlen“ 
verweisen, weil vieles mit dort dargestellten Beweisen weitgehend analog 
verlauft. Es sei 

a 
t 


Qo= 


((q, t) =1) 


eine Kérperzahl. Wir definieren dann die GauSschen Summen in der Gestalt 


ais (29) 
S(w;Q;e,,a;4)= De ° . 

a@ mod mar 

&o = eg (ma) 
wobei wir ausdriicklich immer 4 > 0 voraussetzen. Diese Definition ist formal 
etwas verschieden von der Form, in der Herr Hecke die Gau8schen Summen 
einfihrt *). 

Um die Reziprozitatsformel fiir diese Summen abzuleiten, schreibe man 

in der Formel des Satzes 2 


t=1,+2 


und untersuche man das Verhalten der beiden Seiten dieser Formel, falls 
t, > 0. Man erhalt dann folgendes Resultat’): 


Satz 3. Ee ist 





S(m; Q; 0,, a; A) 
(10) MF 8 (mane) ¢( Oh) (2 
P + -2ais( £0) - 2118 (5 eehy) 
= — jy ¥-} e e : 
| N(8mm)|*° -N(4) fg mod 4ma 4q 
Bq = O(a) 


Mit Hilfe dieser Formel wollen wir die GauSschen Summen in einem 
speziellen Fall berechnen. Es sei 


yy Bq es Oy | 
Ge, Beg +--+. & 
a | feet. 
Woy Gig + ey 
so daB 4y mit 4 identisch ist. Dann gilt 


Satz 4. Falls 
(8,6)=1, B=0(mod2m), f=28,, 56=1(mod4m), (6, 4,)=1 
(¢q=1,2,..., N), 


*) Hecke, Algebraische Zahlen, S. 220, und Gétt. Nachr. 1919. 
*) Vergleiche fiir den Beweis: Hecke, Algebraische Zahlen, § 56. 
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so tst 
- ¢ FQUE) Nai 1 
218 —— N —— S (sgn 6-1) —N 
4 , 
§ = » e - - (4) -(+)-e* -|N(6)|* 
E, mod mad 
§y = Og (ma) 


Beweis. Wir wollen die Formel zuerst fiir den Fall N = 1 beweisen, 
d. h. wir berechnen zuerst 


22i8 
8=- 3 e 
Emodmad 
== eo (ma) 


Dazu bestimme man ein ganzes zu 6 teilerfremdes Ideal c derart, daB 
mac=() ein Hauptideal ist. Ein vollstandiges System ganzer Zahlen, 
welche mod mad inkongruent sind, und = g(ma) sind, erhalt man dann, 
wenn man §=9-+ mu» ansetzt, und 7 ein vollstandiges Restsystem mod 5 
durchlauft. Dann ist 


By &,, &* 
FFI 


. 
enigs™ mle rem 


Jetzt schreibe man 74+ ¢ statt 4, wo die ganze Zahl ¢ derart gewahit 
wird, daB 
76 +o =0(mod da), 

was wegen der gemachten Voraussetzungen méglich ist. Wegen 6, = 0 (mod m) 
folgt dann 

» g Bir Gy 9? ee? at ai 

832xi 8 ——— - ‘ 2218 -—— 2ai8 

(11) Rw E ‘ . ae (A) Pp . a (feu) Py . ba 


» mod 6 ” mod é Emod mad 
§—0O(ma) 


Auf die Summe rechts wende man jetzt die Formel (10) an. Dann folgt 
wegen 6=1(mod4m), daB 








. at xi 1 naee 
y 8218 - fl N( é ) = By ere 
| 8m 
Emodmad —Emod4ma 
E=0(ma) § =0(a) 
ni 1 om = 
<i PY sa ni ( 3 ) ry Pee! 
=: ° 
— mod4ma 
§=0(a) 


Die Summe rechts kann man berechnen, wenn man in dieser Formel 
6=1 nimmt. Dann folgt 


&? i 
2218 S$ (sgn 6—1) 
6; 4 2 
e =e -|N(d)|°. 
—mod mad 
&=0(a) 


1 


Wenn man dies in (11) einsetzt, folgt hieraus die Behauptung in dem 
Spezialfall N =1. 
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Es werde jetzt angenommen, da8 die Behauptung fiir (N — 1)-fache 
Summen schon bewiesen ist. Satz 4 wird bewiesen sein, wenn wir hieraus 
folgern, daB sie dann auch fiir N-fache Summen gilt. 

Wegen der Voraussetzung («,,,5)—(4,,5)—1 kénnen wir ganze 
Zahlen aj, (¢g=1,2,...,.N) finden, derart, daB 

Gq = %; a{,(modd). 


Weiter fiihren wir dann in der N-fachen Summe statt &, einen neuen 
Summationsbuchstaben £; ein, welcher bestimmt wird durch 


& = b+ ajede+aisés+...t+ owen. 


Dann wird wegen = 0(mod2m) die Summe S das Produkt von zwei 
Summen: 





bay? 8Q, (6) 
ts 218 
S= »F - ryt 3a 
&, mod mad &_ mod mad , 
&, =e, (ma) = eg (ma) 


wo 
y ‘ 
O = 0, + D Mig, 
q=2 
und Q,(&) die quadratische Form in (NW —1) Veranderlichen 
N 
Q, (€) = ’ Zin bebe, Biz = %e— Mr Meet, = 4, B = 2, 3,..., N) 


ist. Die erste Summe ist eine einfache Summe, deren Wert bekannt ist. 
Weil wir angenommen haben, da8 Satz 4 fiir (N — 1)-fache Summen schon 
bewiesen ist, kénnen wir auch die zweite Summe berechnen, falls 5 mit 
den Determinanten 


Bea Bes --- Bag 
Aj, =| Fae Bas --- Bag (q=2,3,..., ) 

Bas Bas wh ag Bae 

teilerfremd ist. Nun bestatigt man leicht, da8 
«,, 4-1 = 4, (mod 3) (q= 2, 3,...,N), 


so daB die Determinanten 4;_, wirklich mit 4 teilerfremd sind, und wir 
finden deshalb 


(W—1) x4 


3 — (ga) 6 ah. (B) (Aico aye 


Hieraus folgt die Behauptung, wenn man noch beachtet, daf 
Oss y =4 (mod 6). 
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Ich gebe jetzt noch kurz an, wie man aus den obigen Formeln einen 
einfachen Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes fiir den total- 
reellen Kérper K ableiten kann. 

Es seien also « und f zwei teilerfremde ungerade ganze Zahlen von K, 
von denen eine, z. B. 8, primar, d. h. Quadratrest mod4 ist. Wir be- 
stimmen dann erst ein ganzes, zu 28 primes Ideal m derart, daB mb 
ein total-positives Hauptideal (4) ist. Jetzt berechnen wir auf zwei ver- 
schiedene Weisen den Wert der Summe 





at of 
(12) B= 5 om. 
§ mod mf 
€=0(m) 
Erstens gibt die Formel (10): 
=F § (egn af) 4 ~2 nig SE" 
13 S=e' | =e-)| - ect 
oi F (Sina) Pe. a 


Nun ist aber me nach Voraussetzung ungerade. Ist also c ein zu 2m/ 
teilerfremdes ganzes Ideal derart, daB mc ein Hauptideal (u) ist, so kann 
man ein vollisténdiges Restsystem mod4me« ansetzen in der Gestalt 

&= F,au+4é,, 


wo &, ein vollstandiges Restsystem mod4 und é, ein vollstandiges Rest- 
system modme durchléuft. Weil # primar ist, folgt dann 








be Bez uta 463 
—2s1 8—. —22i1 8 -2xi 8S—— 
e 4ai — 5 e 42 S e ai 
—Emodima €,mod4 §&,mod ma 
Sinta 46? e 
=( B ) y oo ai Ds Pee =( B ). > Pa 
ma ma e 
&, mod4 &,mod ma Emodéma 


Setzt man dies in (13) ein, so kommt 


7 


: y ae 
m o 


—Emod4ma 


ma) 8ma 


porns | |y( B )} 





Nimmt man hier 6 = 1, so kommt 


at 


1= Fag) 


4 -2nis = 
, ’ a 
: e 4a " 


§& modéma 





und wenn man dies in dem Ausdruck fiir S einsetzt, so kommt 


-|(8)|?. 


(14) s—(£) jpmnet-see 
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Andrerseits ist auch 
asl > 
( i), mod mf 
E == 0 (m) 
und die Summe rechts ist nichts andres, als die Summe S, nachdem « = 1 
genommen ist. Nach (14) ist also auch 


« = 5 (sgn f—1) ; 
(15) S=(5) (Ee {N(B)|*. 
Wenn man nun die beiden Ausdriicke (14) und (15) einander gleich- 


setzt, so findet man 
gine! agn f—1 


@e-ae 
Eine ahnliche Methode liefert auch das quadratische Reziprozitats- 
gesetz in dem Falle, daB eine der Zahlen a@ oder f einen geraden Faktor 
enthilt. 
Setzt man noch speziell voraus, daB £ das Quadrat eines Ideals und 
weiter total-positiv ist (d. h. 8 sei eine total-posttive singuldre Primdrzahl), 
so findet man aus (15) 


Geen 


Dies ist giiltig fiir jede total-positive singulire Primarzahl. Nach bekannten 
Satzen*) gehért also m zum Hauptverband der Gruppe der absoluten 
Idealklassen von K, d.h. die Differente # des Zahlkérpers ist einem Ideal- 
quadrat aquivalent. 





§ 8. 
Das Verhalten der 3-Reihen als ganze Modulformen *). 
Es sei 
_ ar+p 
1° yr+6 


eine Substitution der Gruppe I’. Es ist also die Determinante ad — py 
eine total-positive Einheit o. Weiter machen wir noch die Annahmen 


(16) « = 0(mod2), 6 = 0 (mod2 4). 


") Vgl. Hecke, Algebraische Zahlen, § 62. 

*) Die Betrachtungen dieses Paragraphen ‘verlaufen in genau derselben Weise, 
in der Herr Hecke das Verhalten seiner binaéren #-Reihen bei Modulsubstitutionen 
untersucht (Math. Annalen 97 (1926), 8. 210—242). 
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Wir wollen jetzt das Verhalten der Funktion (9) bei dieser Substitution 
ermitteln. Dazu schreibe man 
at+ 8, a 3 


yt+d y-~—y(yt +8)" 


In (9) schreibe man weiter 





Eq = aq (ma) MgmModmay §, == x, (may) 
%q = @q (ma) 


Wenn man dann noch beachtet, daB aus §,=x,(modmay) foglt, 
daB Q(é)=Q(x)(modma*y), so findet man wegen der Voraus- 
setzungen (16): 








Q(x) - g@ (5) -oseny 
ar+f ee a ~ tS +e iyAl 
(2: Qepad)— Se ye Mermn 
’ %qmod may Egu xq(may) 

*q = O¢q(ma) 
nist @™ 
7 i o8gNY. -. 
om p> a 8 (= 298s Qi Myr G5 Ay). 
%q moc may 
*q = Og (ma) 


Auf der rechten Seite wende man jetzt Satz 2 an. Dann kommt 





(arth) _ N(—i(yt+8) ogny)?™ 
yr+é | W(my)|?*. (4)? 





ais (90 ) axis (x ¥. ee) - 
, O( FO my 5d 
tg modmay i Aosgny Q My Ms r) 
Hq = O(a) %q = og (ma) 


( | ang (— 4 (ye + 9) sgny)*| <7). 


Wegen (16) ist aber 


*() 


6Q 
0( 249 asm, asin) ee (Fei Mi Me a: 27). 


Schreibt man weiter zur Abkiirzung 


aQ(x) ‘ 12 -¢ (9Q'(#) 
ais (2 oa )- —2i8 (2 3 nye) +ais (SE) 





(17) ~loom)= > 
*q mod may 
*q = eq (ma) 


und bemerkt man, da 


#q mod ma > vgmodam s#gmodmay 
Hq =0(a) %q=0(0) Mg = rq (ma) 
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so findet man 


(e+ _ N(—ir+6)sgny)t® 


o 
G3 





Irlt 

Dd ¥(O_> H,)? 3Q'3 m,,a;4 

|W (my)/*. y(t vgmodam wgmodmay rae (Ge ad ”) at 
%q=0(0) gs rg (am) 


Nun bestatigt man durch eine kleine Rechnung leicht, daB fiir die 
Summe ¢(0,, “,) folgende Formel giiltig ist. 
Falls 


é 
C= a> Anat, (k=1,2,...,N), 


t=1 

wo wieder die A,, die Unterdeterminanten der «,, in 4 sind, so ist 

avs (A ) 2nis(4 Ze ve) 
e 


¢ 
ei 


(19) P(Q,+o4: My) = ? (0,9). 


Aus dieser Formel geht hervor, da8 g(o,, u,) nicht von den Rest- 
klassen modmay der u, abhingen, sondern blo’ von den Restklassen 
mod ma der ~,. In (18) ist also p(o0,, u,)=9(0,,%,). Weiter ist noch 


Py 0 (izle, Q'; Mg, 9; dy) = #(5. > 5% a;4). 
Mgmod may 
Mg =7q(ma) 


Aus (18) findet man also folgenden 
Satz 5. Fiir eine Modulsubstitution, welche den Bedingungen (16) 
gentigs, gilt 
: hy 
20) 0(S=+8; @; ¢., a; 2) == Ceert oem ,%)O(; Q’s%,, 054 
— (FS @ ey ) |W (my) |. (at aban? (Ce ” (as Or, ) 


%q == 0(a) 





| arg (—# (yt +6) sgn y)*| < * | 
zu nehmen iat. 
Diese Formel gestaltet sich besonders einfach, falls man noch an- 
nimmt, daB | 
6 = 0(mod2m4). 


Dann findet man namlich aus (19), daf 


axis (4 5 eee) 
? (0,5 H,) =e oh mi 


? (Q,, 9). 


Man setze dies in (20) ein, ersetze iiberall + durch —~ und wende auf 


der rechten Seite noch einmal Satz 2 an. Man erhilt dann folgende 
Formel 
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0 (F<; Q; ey» a; 2) 


1 


N(—i(yr+8)agny)*” 2x8 laa E ve(Bee-2¥9)) : 
= ?(e,,0 e P- 6 ot; Q; ,a;4 
NW (m)¥-|N(y)| 4” ; ws rs ( Me 

Mg =0 (a) ¥q== 0 (a) 


( | arg (—¢ (6x—y)agny)4| < 2). 





Nun ist aber 
» Pe (4 EreBee-ove) = falls Bo —op +0 (mod am); 
vgmodam . . 
v= 0(a) os N(m)” falls Bo,—on, =0 (mod am). 
Man findet also 








t™—« N(—i(ér— ay 
0(F =; @; Q,> 4; A) = ( —— (0:9) B (or; Q; Fe, a; 4) 


und deshalb durch Abanderung der Bezeichnungen 








p(2ttB ono g- 4) — Micilrst8)agn 3) xig £0 
TE) G5 Oy M5 — +¥ e 
F |N(8)| amines 


Fg=e¢ (ma) 
>< 0 (07; Q; “fe, a; a), 
falls 
B=0(mod2), y=0(mod 2m4). 


Die hier auftretende GauSsche Summe kann man nach Satz 4 berechnen, 
falls man noch die folgenden Annahmen macht 


B=0(mod2m), 6=1 (mod 4m), (6, 4,)=1 (q=1, 2,..., N). 
Unter diesen Voraussetzungen erbalt man zuletzt folgende Formel: 


o (5 Q; 0, 45 i) = (4)" (3) go ON t(yt+ 6) gn 3)” 
< 0(=;Q; ae, 054). 


Wir setzen jetzt speziell voraus, daB wir mit einer Substitution der 
engeren Hauptkongruenzgruppe der Stufe 4m 4, 4,...4y zu tun haben, d. h. 


ae=d=1, BP=y=0(mod4m4,4,...4y), ad —py=1. 





Durch Anwendung des Reziprozitatagesetzes folgt 


(=. 
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Fiir gerades N ist weiter 


Fat S(sgnd—1) 
e 4 


N(—isgnd)*” —1 
und wir gelangen jetzt zu dem folgenden Satz, der als der Hauptsatz 
dieser Abhandlung anzumerken ist: 

Satz 6. Falls N gerade ist, ist die Funktion 0(+;Q;0,,a;4) eine 
ganze Moduljorm (im engeren Sinne) von der Stufe 4m 4, 4,...4y und 
von der Dimension —iN *°). 


§ 4. 
Uber die Darstellung ganzer Kérperzahlen durch definite quadratische 
Formen, deren Koeffizienten ganze Kérperzahlen sind. 


In meiner unter *) zitierten Abhandlung habe ich eine allgemeine 
Methode angegeben zur Bestimmung asymptotischer Formeln fiir die Fourier- 
koeffizienten ganzer Modulformen in mehreren Verinderlichen. Ein wesent- 
liches Hilfsmittel dazu bildeten die verallgemeinerten Eisensteinschen Reihen 
vom Typus 


oats , N(a)* 
(21 G,(t; ,, ja) = a. 
) k\ t ) Ys N (x,t + x,)* 
(4), * a 
Hier sind wieder +, r,...,1 komplexe Verinderliche, die auf den 


Teilraum 7' eingeschrankt sind, n und a sind ganze Ideale in K, und 0, 
und g, sind Zahlen des Ideals a, und der Zusatz (x,, x), bedeutet, daB 
unter den Zahlenpaaren x,, x, keine mod n assoziierten Zahlenpaare auf- 
treten sollen. Von diesen Reihen wurde nachgewiesen, daB sie ganze 
Modulformen der Stufe n und der Dimension — k bilden. Weiter wurden 
folgende Siatze bewiesen: 


1. Zu jeder ganzen Modulform F(r) gibt es eine lineare Verbindung 
G@(z) von endlich vielen Reihen vom Typus (21) derart, daB F(z) — G(r) 
eine ganze Modulform einer gewissen Stufe ist, welche in allen Punkten 
t= (m eine beliebige Kérperzahl) verschwindet. 

1°) In der Definition des Begriffes ganze Modulform“, die ich in meiner unter *) 
zitierten Abhandlung aufgestellt habe, mu8 eine ganze Modulform auch noch gewissen 
Regularitétsbedingungen geniigen, welche sich auf das Verhalten der betreffenden 
Funktion in der Umgebung eines Punktes r= (mu eine Kérperzahl) beziehen. Es 
mu8 ni&mlich noch eine Potenzreihenentwicklung bestehen in den _,,ortsuniformisie- 
renden“ Variablen der Umgebung eines solchen Punktes. DaB8 diese Bedingungen 
fir die obigen #-Funktionen erfillt sind, sieht man leicht ein, wenn man wie im 
Anfang dieses Paragraphen vorgeht. Allerdings ist dabei die Bedingung 3 auf S. 167 
meiner genannten Abhandlung nur fir die Stufe 8m 4, 4,...4y erfiillt. 





an a ef. 
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2. Falls 
H(t) = P c(v) et Stre) 
v=0 =) ;¥>0 
eine ganze Modulform von der Stufe n und von der Dimension — k (k > 2) 
ist, welche in allen Punkten t= (mu eine beliebige Kérperzahl) ver- 
schwindet, so ist > 
e(v) = O(N(»)?). 

Wir wollen diese Siatze jetzt anwenden auf die spezielle Modulform 
#(t; Q;@,,0;4), falls N= 2k gerade ist und >6. Dazu bestimmen wir 
nach 1. eine lineare Verbindung G(r) von endlich vielen Reihen vom 
Typus (21) derart, dab 

H(t) = 0(t; Q; @,,a;4) — G(r) 
in simtlichen Punkten t= mw (yu eine beliebige K6érperzahl) verschwindet. 
Jetzt entwickeln wir #, G und H in Fourierreihen des Kérpers K. Erstens ist 


b(t; Q; @,,a;4) = » A(rye™* (A), 


¥=50(a):¥>0 
wo A(y) die Anzahl der Darstellungen von » durch die quadratische 
Form Q(é) ist mit den Nebenbedingungen 


§, = 9, (mod ma) (q=1, 2, ..., 2k). 


Wie man die Fourierentwicklung der Reihen G, und deshalb auch 
von G(r) bestimmt, habe ich in §2 meiner oben zitierten Abhandlung 
angegeben. Sie hat immer die Gestalt 

G(s)— SF W(x)P-*G, (w) etxtaen, 

nm0(2)ix>0 

Hier ist n die Stufe von G(r), und ©, (x) ist eine gewisse arithmetische 
Funktion, welche von den Idealteilern von x abhangt und nach oben be- 
schrinkt ist. Wendet man jetzt den Satz 2 an, so erhilt man eine 
Formel von der folgenden Gestalt: s 
(22) A(») = N(v)** G(r) + 0(N(>)*), 
wo ©(v) praktisch mit ©,(*) identisch ist. Um nun zu untersuchen, ob 
(22) wirklich eine asymptotische Formel ist, bleiben noch zwei Probleme 
iibrig, und zwar 

a) die formale Konstruktion der arithmetischen Funktion S(1), falls 


die quadratische Form Q und m, @,,a gegeben sind. Im wesentlichen ist 
S(») identisch mit der Hardy-Littlewood-Siegelschen ,,singuliren Reihe* **); 


1) C. L. Siegel, Additive Theorie der Zahlkérper, Math. Annalen 87 (1922), 
S. 1—35 und 88 (1923), 8. 184—210. 


Mathematische Annalen. 103. 


20 
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b) die Untersuchung der Funktion G(») in bezug auf die Frage, ob 
sie auch nach unten beschrankt ist. 

Die Lésung des Problems a) gelingt mit den Methoden, welche ich 
in meiner Abhandlung *) angegeben habe. Man mu8 dazu die lineare 
Verbindung G(r) der Reihen G, wirklich bestimmen. Vor allem muB hier 
hervorgehoben werden, daB man in dieser Weise S (») sofort in geschlossener 
Form erhalt, nimlich als Summe von Normen von Teilerpotenzen, wahrend 
man bei Anwendung der Hardy-Littlewood-Siegelschen Methode G(») in 
Gestalt einer unendlichen Reihe (,,singulaére Reihe“) erhalt. 

Um nun die lineare Verbindung G(r) der G,(t) wirklich zu be- 
stimmen, verwendet man zweckmaBig statt der Reihen G, die durch 


Gy (45 5 0; a) = Ps N (45) 
1== 01 (a) 
(oy, Mya (@. *) = (1) 





definierten Reihen. Hier finden folgende Resultate meiner Abhandlung *) 
Anwendung: 

1. Man teile simtliche Kérperzahlen » in folgender Weise in Klassen 
R,, Ry, ..., Ry eim. Zwei Kérperzahlen « und yp, sollen derselben Klasse 
angehéren, falls sie beziiglich der Gruppe I',(n) aquivalent sind. Die An- 
zahl dieser Klassen ist dann gleich 


= Waco Ud ('~ 3): 


wo w(n) die Anzahl der mod n inkongruenten Einheiten und h die Klassen- 
zahl im gewohnlichen Sinne von K ist. 

2. Es gibt genau H linear unabhangige Reihen G;. Die Reihen G; 
lassen sich ebenfalls in H Klassen einteilen, welche den unter 1. erwahnten 
Klassen &,, %,,..., &q eineindeutig zugeordnet sind, und zwar folgender- 
maBen: Die Reihen G; einer Klasse §,, verschwinden in samtlichen 
Punkten t= u, welche nicht der Klasse &, angehéren. In den Punkten 


t=4~=— *, welche zur Klasse 8, gehéren, nimmt aber N (yt + 6)* G; 
den Wert 





N((y, P57 = N((7,8))"A 





an, falls a=(y,6) genommen ist und die Summation erstreckt werden 
mu8 iiber simtliche «=1(modn) verschiedener Signatur. Ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB A nicht ver- 
schwindet. 
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Man wihle aus jeder Klasse @, ein beliebiges G;, welches wir durch 
G; (t; ®,,) bezeichnen. Ebenso wiahle man in jeder Klasse eine dam- 
gehérige Kérperzahl 
(m =1, 2,..., H). 


a 


Es sei weiter F(t) eine ganze Modulform der Stufe n, fiir welche 
N(y_t-+5,)" F(t) im Punkte —* den Wert a, annimmt. Dann ist 
die zu F(t) gehérige Funktion G(r) offenbar gegeben durch 
1 


H 
an *7_, 
G(t)= BIG (r; ®,,). 


ba! 


Fiir die Funktion 
8 (t; Q; 0,, a; 4) (N = 2k) 
ist 
i** N((2ym, dm))** 
N (4m)* N(ym)* W(4)# 

Weiter lassen sich noch die G; linear durch die G, ausdriicken a * 
und damit ist dann die Bestimmung von G(r) geleistet. 

Die Lésung des Problems b) erfordert sehr komplizierte Rechnungen, 
welche sich aber in speziellen Fallen einfacher gestalten kénnen. Fiir den 
Fall der Darstellung von ganzen Kérperzahlen als Quadratsummen hat 
Herr Siegel**) die Untersuchung durchgefiihrt. 





8(— 3; Q; 0,452). 


12) Loc. cit. *), 8. 179, Formel (15). 


(Eingegangen am 1. 7. 1929.) 








Praktische Lisung der Grundaufgaben iiber Determinanten, 
Matrizen und lineare Transformationen. 


(Beitrage zur praktischen Analysis, II.) 
Von 
R. Mehmke in Stuttgart. 


Die folgende Mitteilung schlieBt sich an eine friihere*) an und ent- 
halt, wie diese, Beitrige zur ,praktischen Analysis“. Nachstehende Auf- 
gaben iiber eine vorgelegte Determinante oder rechteckige Matrix, mégen 
deren Elemente in Buchstaben oder in Zahlen bestehen, sowie iiber eine 
lineare Transformation, deren Konstanten ebenfalls entweder als Buchstaben 
oder als Zahlen gegeben sind, sollen behandelt werden: Den Rang einer 
Matrix zu ermitteln (Nr. 4), eine Determinante auszuwerten (Nr. 5 und 6), 
die zu einer linearen Transformation gehérigen Hamilton-Cayleysche und 
Sakular-Gleichung (wie auch die ,Neumannsche Reihe“) aufzustellen (Nr. 7 
und 8). Wohl sind von all diesen, an sich leichten Aufgaben symbolische 
Lésungen, mittels Determinanten, sehr lange bekannt, aber wer, aufer 
einem geborenen Rechenkiinstler, wird z.B. — was nach verbreiteter Mei- 
nung unter Umstinden nétig sein soll, um etwa den Rang einer Matrix 
mit mehr als vier Zeilen zu finden — Determinanten von hédherer als 
vierter Ordnung, besonders in gréBerer Anzahl, gern und ohne ein Gefiihl 
der Unsicherheit ausrechnen? So halte ich es fiir notwendig, Aufgaben 
dieser Art auch vom Standpunkte des ausiibenden Mathematikers zu _be- 
trachten und andere Lésungen als nur ,mit dem Munde“ ins Auge zu 
fassen. 

Das Hilfsmittel zur Lésung aller genannten (wie noch einer Reihe 
weiterer) Aufgaben, das ich auf Grund zahlreicher Versuche besonders 
empfehlen kann, besteht in dem schon*in der erwahnten Mitteilung be- 


1) ,Zum Rechnen mit Potenzreihen“, Math. Annalen 99 (1928), S. 616 —624. 
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niitzten*) ,,beschleunigten“ Eliminieren. Bei diesem wie bei dem her- 
gebrachten ,gewdhnlichen“ Eliminieren spielen wertvolle Proben (Nr. 2 
und 3) eine Rolle, die nach meinen Erkundigungen bei hervorragenden 
Sachkennern sogar fiir das gewéhnliche Eliminieren, wie es beim Auflésen 
von Ketten linearer Gleichungen immer noch geiibt wird*), sonderbarer- 
weise nicht bekannt zu sein scheinen. Anhangsweise wird ein _,,doppelt- 
beschleunigtes“ Eliminieren und die Verwendung der GraSmannschen 
auBeren Multiplikation bei Integralgleichungen besprochen. 


1. Symbolische Darstellung der Minoren einer Matrix. 
Fiihrt man in bekannter Weise linear unabhingige normale Einheiten 
€,, , @g,--. eim und bildet aus ihnen mit Hilfe der E’c:mente einer Matrix 


Pere 
| ‘Gs ie 
| 











die Extensen*) 
(1) ae+ae+4¢+...—a 
(2) Be, + Be, + B,e,+-.-- 
(3) met rata t e+. 
(4) d,e,+6,¢,+6,¢,+...=—d 


I 
o 


I 
° 


so lassen sich auBer den Elementen selbst auch die in der Matrix ent- 
haltenen Minoren zweiter und héherer Ordnung sehr leicht als GraBmann- 
sche innere Produkte jener Extensen und ihrer GraSmannschen duBeren 
Produkte in die Einheiten und ihre auBeren Produkte darstellen®). Denn 


*) a. a. O. 8. 622 ff. 

*) Vgl. Anm. **), 

*) H. GraBmann unterschied in seiner ,Ausdehnungslehre“ von 1844 intensive 
und extensive GréBen. Statt des ersteren Ausdrucks hat sich der von Hamilton 
stammende ,skalare GréBe“ oder ,Skalar“ eingebiirgert. Dem letzteren ziehe ich 
,extense GréBe“ oder ,,Extense“ vor, was sprachlich einwandfrei ist, weil im La- 
teinischen extensus und extensivus gleichbedeutend sind. 

5) Mit GraBmann (Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 138 = Werke I 2, 8. 112) 
bezeichne ich innere Produkte durch einen senkrechten Strich zwischen den beiden 
Faktoren, auBere (,kombinatorische“) Produkte (wie GraBmann in seiner Ausdehnungs- 
lehre von 1862) durch EinschlieBen der Faktoren in eckige Klammern. 
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fiir beliebige Indizes ¢, 7, &, ... wird nicht nur 
w,—=ale, B=—ble, y,=cle,, 


sondern, wenn man zur Abkiirzung beispielsweise Minoren zweiter und 
dritter Ordnung so bezeichnet: 


| CF 





| a, By | eB les» 
a; a; a, 
B; B; i=l usW., 
% Vi Ve 
dann ergibt sich tiberdies: 
|«B|,;—[ablee], \@By|,;,—=[abcle,ee,],  usw.*). 


Diese Darstellung eignet sich besonders gut, um die in der Einleitung er- 

wahnten Proben und Vereinfachungen (s. Nr.2 und 3), die bei den ver- 

schiedenen Arten des Eliminierens (Nr. 2) méglich sind, erkennen zu lassen. 
2. Gewoéhnliches und beschleunigtes Eliminieren. 

Die zu Anfang betrachtete Matrix kénnte statt zu den Ausdriicken (1) 


fiir die Extensen a,b, c,... auch zu den ebenso gebauten Linearformen 
der Zahlverinderlichen &,, &,, &, ..., namlich 

: (1) @&, + a& +0, +...=m, 
(I’) (2) Be, + Body +Bgégt+---= me, 


(3) rE: + 2285+ ¥5bs +--+ = Ns: 
gehéren. Gleich Null gesetzt geben diese Formen eine Kette linearer 
Gleichungen fiir die Unbekannten &,, &,, &,,.... Unter ,gewdhnlichem“ 
Eliminieren werde nun ein solches Vorgehen verstanden, bei dem erst eine 
und dieselbe der GréBen &, etwa &, — oder beim Zugrundelegen der 
Gleichungen (I) die Einheit e, — wiederholt aus je zwei der Gleichungen 
entfernt wird — so daS8 man eine Gleichung und eine Unbekannte weniger 
erhalt —, hiernach auf eine zweite Unbekannte, etwa , (oder die Ein- 
heit e,), dasselbe Verfahren angewendet wird, usw. Wir wollen uns hierbei 
an eine bestimmte Ordnung binden, und zwar soll Gleichung (1) der Reihe 


*) Es steht [abje,e,;) fir (ab]|[¢,¢,], [abc|e,e,e] fiir [abc}|[e,e,e], usw., 
d. h. man muB die diuBeren Produkte [ab], [e,¢;), [abc], [e,e,¢,] usw. bilden, ehe 
man sie durch innere Multiplikation verbindet. 
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nach mit (2), (3), ... zusammengenommen werden. Die neuen Gleichungen, 
die also &, (oder e,) nicht mehr enthalten, seien ihrer Entstehung gemab 

t (12), (13), ... beziffert. Sie bilden die zweite Kette von Gleichungen, 
wenn man die gegebenen als erste Kette bezeichnet. Beim Ausrechnen 
wird man bloB die Konstanten «;, f;, y;,... hinschreiben, so daB die 
friihere Matrix entsteht, wihrend man die &, (oder e;) weglaBt oder nur 
als Uberschriften der Spalten jener Matrix anbringt (siehe die Beispiele in 
Nr. 4 bis 8). Leitet man auf dieselbe Weise, wie die zweite Gleichungs- 
kette oder die zugehérige Matrix aus der ersten entstanden war, durch 
Entfernen von &, (oder e,) aus der zweiten eine dritte Kette oder Matrix 
her, die also zwei Zeilen und zwei Spalten weniger hat als die erste, dann 
zeigt sich, wie spater (Nr. 3) bewiesen werden soll, daB alle Elemente 
«,, das erste Element in der Hauptdiagonale der gegebenen Matrix, als 
gemeinsamen Faktor besitzen. Das gibt Proben, deren Wert als Schutz 
gegen Verrechnen keineswegs gering anzuschlagen ist. Wenn die Elemente 
der gegebenen Matrix nicht in Buchstaben, sondern in Zahlen bestehen, 
so mu man sie freilich als ganze Zahlen voraussetzen, um die Proben 
machen zu kénnen. Andernfalls ist es zweckmaBig, durch Multiplikation 
der gegebenen Gleichungen oder der einzelnen Zeilen der zugehérigen Matrix 
mit geeigneten Potenzen von 10 lauter ganze Zahlen herzustellen’). Hat 
man die zunachst sich ergebenden Elemente der dritten Gleichungskette 
oder Matrix mit «, dividiert*), so mégen ihre als endgiiltig beibehaltenen 
Zeilen mit (123), (124), ... bezeichnet werden. Es ist klar, daB, wenn 
man in derselben Weise zu rechnen fortfahrt, zwischen der zweiten und 
vierten Kette oder Matrix, der dritten und fiinften ..., was mégliche 
Proben anlangt, wieder dieselben Beziehungen herrschen werden wie zwischen 
der ersten und dritten. (Beispiel in Nr. 5,1.; die beim Eliminieren aus der 
zweiten Gleichungskette nétigen Faktoren sind dort als Briiche mit dem 


*) Man wird, wenn die Elemente keine ganz einfachen Zahlen sind, eine Rechen- 
maschine oder eine passende Produktentafel zur Erleichterung der Rechenarbeit be- 
niitzen. In dem betrachteten Fall, daB die Konstanten durchweg in Zahlen bestehen, 
wird allerdings allgemein empfohlen, einen Rechenschieber oder sonst ein logarith- 
misches Rechenhilfsmittel anzuwenden und von vornherein die erste Gleichung einer 
jeden Kette mit dem Koeffizienten der ersten Unbekannten in ihr zu dividieren, 
wodurch zwar die Rechenarbeit verringert wird, aber auch die Proben verlorengehen. 
Der gewéhnlich vorgeschlagene Ausweg, eine neue Spalte mitzufiihren, in die man 
jedesmal die Summe der in einer und derselben Zeile stehenden Zahlen schreibt, ist, 
wie iible Erfahrungen gezeigt haben, kein so wirksamer Schutz gegen Rechenfehler, 
wie es die fraglichen Proben sind. 

*) Selbstverstindlich ist «, ungleich Null vorausgesetzt. Andernfalls miiBte, wie 
man weiB, die erste Spalte mit einer solchen vertauscht werden, bei der das in der 
ersten Zeile stehende Element nicht Null ist, und eine entsprechende Bemerkung gilt 
fir alles Folgende wie auch bei jeder Art von Elimination. 
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Nenner «, geschrieben worden, und das Entsprechende ist bei den folgen- 
den Ketten geschehen. ) 


Von ,,beschleunigtem Eliminieren“ kénnte man immer sprechen, wenn 
bei jedem Schritt mehr als eine der Unbekannten £ (oder der Einheiten e) 
zugleich eliminiert werden; wir wollen aber diese Ausdrucksweise auf den 
Fall beschrinken, daB man jedesmal zwei und nicht mehr GréBen eliminiert, 
weil das gleichzeitige Eliminieren von drei oder mehr GréBen unzweckmibig 
ware (siehe Anhang 1). Wir halten uns wieder an eine bestimmte Reihen- 
folge: Zuerst sollen &, und é, (oder e, und e,) miteinander aus den Glei- 
chungen (1), (2) und (3) auf die bekannte Weise eliminiert werden, was 
die Gleichung (123) ergeben mége; dann sollen ebenso die Gleichungen 
(124), (125), ... gebildet werden. Mit (123) zusammen stellen sie die 
zweite Kette oder die zugehérige Matrix vor. Die médglichen Proben setzen 
hier friiher ein ais beim gewdéhnlichen Eliminieren. Man findet namlich, 
daB, wenn man in derselben Weise fortfahren, also (falls iiberhaupt mehr 
als vier Zeilen vorhanden sind) aus den beiden ersten und einer der fol- 
genden Gleichungen der zweiten Kette, z. B. aus (123), (124) und (125), 
zwei GréBen miteinander eliminieren will, die nétigen Minoren zweiter Ord- 
nung, mit welchen man die in Betracht kommenden Zeilen zu muitiplizieren 
hat, einen gemeinsamen Faktor besitzen, und zwar |@f|,,, den ersten 
.Diagonalminor“ zweiter Ordnung der vorhergehenden Kette oder Matrix. 
Um diesen gemeinsamen Faktor wird man die fraglichen Minoren sogleich 
kiirzen, ehe man mit ihnen multipliziert. Die dann aus (123), (124) und 
(125) hervorgehende neue Gleichung werden wir mit (12345) beziffern, usw- 
Entsprechendes gilt fiir jede neue Kette. 


3. Nachweis der Proben. 


Wir kniipfen an die Gleichungen (I) der Nr. 1 an, schreiben aber ent- 
sprechend einer in Nr. 2 gemachten Bemerkung nur die zugehérige Matrix, 
der wir jedoch eine Spalte hinzufiigen, in die bei jeder Zeile die zugehérige 
Extense kommen soll: 

(1) lla, a, a... 
peer iy & ae 
(3) ll v1 Ya Ye 
(4) || 6, 6, 4,... 


a °° & 8 


A) Gewéhnliches Eliminieren- Die Elemente der zur zweiten 
Kette gehérigen Matrix, die eine Zeile und eine Spalte weniger hat, als 
die urspriingliche, seien je nach der Zeile durch die Buchstaben ’, y’, 4’,..., 
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und die zugehérigen Extensen durch b’, c’ d’,..., bezeichnet: 


(12) |] Bs BS... |] 8 
2. Kette: (13) || ys y3...|| ¢’ 
(14) || 6, 63... || @’ 
Um «, aus Zeile(1) und £, aus Zeile (2) der ersten Kette zu eliminieren, 
hat man (1) mit —f,=— —([b|e,] zu multiplizieren, (2) dagegen mit 
a, =[al|e,], und alsdann beide Zeilen zu addieren, so da fiir einen be- 
liebigen Index ¢ wird: 
Bi = —[ble,}[a\e,] + [ale,] [be] = [able ¢). 
Da auch £;=([b’|e,] ist, so erhailt man b’=[ab|e,], und entsprechend 
c’=[acle,], d’ =[adle,],.... 
Eliminiert man auf dieselbe Weise 8; und y,, die in der ersten Spalte 
stehenden Elemente der ersten und zweiten Zeile der zweiten Kette, also 
der mit (12) und (13) bezifferten Zeilen, so wird man eine Zeile erhalten, 
zu der die Extense [b’c’|e,] gehért, oder wenn man fiir b’ und c’ die 
Werte einsetzt und die wohlbekannte ,Regel des doppelten Faktors“ an- 
wendet *) 
[ab|e,-ac|e,-|e,] = [ale,][abcle,e,}. 

Es lat sich daher diese ganze Zeile durch [a|e,] = «, dividieren. 
Wenn man dasselbe Verfahren auf die Zeilen (12) und (14) anwendet, so 
ergibt sich wegen 

[ab|e,-ad|e,-|¢,] — [ale] [abc|¢, 6] 
wieder der Faktor «,, und so fiir alle noch zu erwartenden Zeilen, wie in 
Nr. 2 behauptet worden war. Nach Weglassen dieses Faktors nimmt folg- 
lich die zur dritten Kette gehérige Matrix die Gestalt an: 


(128) || ys’... || 
3. Kette: (124) | 4/’...|| @” 
(125) |} ey’ e” 








wo die zu den Zeilen gehérigen Extensen sein werden: 
ce” =[abcle,e,], ad” =—([abdle,e,],.... 


Bei Wiederholung des Verfahrens wird sich als nachster gemeinsamer 
Faktor, um den gekiirzt werden kann, 


B: = (able, e,) = |aB\s9, 


") Vgl. etwa meine Vorlesungen iiber Punkt- und Vektorenrechnung, I, 1, 
Leipzig 1913, S. 124. 
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also der Diagonalminor zweiter Ordnung der urspriinglichen Matrix einstellen, 

wie gleichfalls unter Nr. 2 angegeben wurde. Der Fortgang ist hiernach klar. | 
B) Beschleunigtes Eliminieren. Sollen die in den ersten drei | 

Zeilen stehenden Elemente der ersten beiden Spalten der gegebenen Matrix, : 

also a,, «,, 8,, B, und y,, y, gleichzeitig entfernt werden, so hat man 

jene Zeilen der Reihe nach mit den Minoren 


\Bylie=([bele,e,), |yel1.=[eale,e,], |a8],.=[able,e,] 
zu multiplizieren und hierauf zu addieren. Die Extense, die zu der sich 
so ergebenden neuen Zeile gehért, kann daher geschrieben werden: 

[bele,e,Ja + [cale,e,]b+ [able,e,]c. 

Nach einer bekannten Zerlegungsformel*®) ist aber diese Summe gleich 
[abc\e,e,], mithin gleich der Extense, die unter A) mit c” bezeichnet 
wurde. Das Entsprechende wird bei den folgenden Zeilen eintreten, mit 
andern Worten, die zweite Kette, die sich bei beschleunigtem Eliminieren 
ergibt, stimmt iiberein mit der dritten Kette bei gewohnlichem Eliminieren 
(vgl. die Gegeniiberstellung der Beispiele in Nr. 5). Wiederholt man das 
Verfahren, so ist der Minor zweiter Ordnung, der zur ersten Zeile der vor- 
hergehenden Matrix gehért: 


|b” e"|,, =[d"e" |e,e,] = [abdle,e,-abele, e,- |e, | 
= [able,e,][abdele,e,ee,]. 
Auch die zur zweiten und dritten Zeile gehérigen Minoren miissen, wie 


leicht zu sehen, den Faktor [a b|e,e,] = |«f|,, haben; in der Tat bestehen 
also die unter Nr. 3 angegebenen Proben. 


4. Rang einer Matrix*’). 
Es darf als bekannt angesehen werden, daB der Rang einer Matrix 
gleich der Anzahl der linear unabhangigen unter ihren Zeilen (oder der 
ihnen zugeordneten Extensen a, b,c, ...) ist**). Mit Hilfe einer jeden von 








) Vgl. ebendort 8. 146 Gl. (13), in der nur |[e,e,] an Stelle von D zu setzen ist. 

“) Wie hier und bei den spiteren Aufgaben kaum bemerkt zu werden braucht, 
wird man, wenn es Erfolg verspricht, die gegebene Matrix oder Determinante vor 
Beginn der eigentlichen Rechnung durch die bekannten Umformungen, die ihren 
Rang, oder bei einer Determinante ihren Wert, unverindert lassen — ,rangtreue“ 
bzw. ,,werttreue* Umformungen — zu vereinfachen suchen. In den obigen Beispielen 
ist jedoch davon Abstand genommen worden. 

12) Es ist dieselbe Zahl, die GraBmann 1844 und wieder 1862 die Stufe des 
linearen Gebiets der Extensen a, b,c, ... genannt hat (Ausdehnungslehre von 1844, 
Nr. 31 = Werke I, 1, 8.81; Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 14 = Werke I, 2, 8S. 16). 
Man hatte also das Recht, Stufe sfatt Rang zu sagen, da Frobenius erst 1879 das 
Fachwort Rang — wenn auch anders (und zwar weniger einfach) erklirt — ein- 
gefiihrt hat. 
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den unter Nr. 2 besprochenen Arten des Eliminierens findet man leicht 
nicht nur diese Zahl, sondern wenn sie kleiner als die Anzahl der Zeilen 
ist, auch die linearen Beziehungen, die dann zwischen den Zeilen oder 
zwischen des Extensen a, b,c,... bestehen miissen. 


Beispiel. Matrix mit 5 Zeilen und 6 Spalten: 


2-1 1 0 —2 3 
1-2 3 —-l 4 —3 
—2 -—-5 8 -—4 3 7 
6 5 4 3 2 1 
8 : 5 5 9 —15 











Ausrechnung (mit beschleunigtem Eliminieren). 





















































Faktoren Zeile | a|/bjcidie 
23| 17|-9] (1) | 2/-1] 1 o/-2 | 3 ]1 
—22\|~16| 12] (2)}] 1|-2] 3 |-1] 4 |-8 1 
| —3} (8) |} —-2| —5| 6 | -4| 8 | 7 
| -8 4)| 6| 5} 4] 8} 2] 4 1 
—3| | |@] 8} 71 5| 9 |—15 1 
| —1 ](128) 3 | o| 57 |—84]—9| 12)-3 e” 
1 |(124) —43| 7 |-104| 96117 | —16 fl Z 
| —1|(125) —46| 7 |—161| 180] 23 | —22 —3] e” 
| | 0 o |3 |-6!| 8 |-8] 8 fer 








Erlauterung. Den schon vorhandenen Spalten ist noch je eine weitere 
fiir die Extensen a, b, c,d, e hinzugefiigt worden. Die Minoren zweiter Ord- 
nung, mit welchen man die Zeilen (123), (124), (125) multiplizieren muB, 
haben eigentlich -die Werte —7, +7, —7, sind also zufillig absolut ge- 
nommen gleich, weshalb mit 7 gekiirzt worden ist. Wie man sieht, ver- 
schwindet keine der Extensen c”,d”,e”. Daher sind, wie die Ausdriicke 
fiir diese Extensen in den drei Zeilen der zweiten Kette, namlich 


c” = —$a+ 12b—3c 

d” = 17a—16b —3d 

e” = 23a — 226 —3e 
zeigen, die Extensen c,d,e linear unabhangig von a und b. Dagegen hat 
die letzte Zeile e'’ = 0 ergeben, es besteht mithin zwischen den Extensen 


a, b,c, d,e eine lineare Beziehung, die (nach Weglassen des zufialligen ge- 
meinsamen Faktors 3) lautet: 


a—2b+c—d+e=0, 
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aber auch keine andere. Folglich ist der gesuchte Rang obiger Matrix 
gleich 4. Nur Minoren zweiter Ordnung hat man auszurechnen gehabt, 
wie immer beim Einschlagen der unter Nr. 2 gezeigten Wege. 

Anderes Beispiel **). 





= Be 4 
72 8 8.34 
2S ae a 
138 sh ®& 
45 6 33 77 











Zwischen den ersten drei Zeilen besteht augenscheinlich keine lineare Be- 
ziehung. Die drei ersten Elemente der vierten Zeile lassen sich dadurch 
auf einmal entfernen, daB man die Zeilen der Reihe nach mit —1, — 2, 
— 3, 1 multipliziert und addiert: 





—-1//100 1 4]{e@ 
—2/0 10 2 546 
—31/0 01 3 6fe 
112 3 14 32) a 

0 oO] d”. 














Da die iibrigen Elemente der neuen Zeile von selbst verschwinden, 
so sind die vier ersten Zeilen der gegebenen Matrix linear abhingig, und 
zwar besteht zwischen ihnen oder den zugehérigen Extensen die Beziehung 

a+2b+3c—d=0. 


Nimmt man vollends die fiinfte Zeile mit den drei ersten zusammen und 
verfahrt auf dieselbe Weise: 





—4!'1 00 1 4i)a@ 
—-51/010 2 546 
—6)0 01 83 6he 
1\)'4 5 6 32 77ie 

0 Of} e”, 














so kommt nochmals eine Zeile mit lauter Nullen zum Vorschein, was zu 
der linearen Beziehung 


4a+5b+6c—e=0 


**) Entnommen der ,Einfihrung in die héhere Algebra‘ von Maxime Bécher, 
deutsch von Hans Beck, 2. Aufl. 1925, S. 64. 
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Praktische Lésung linearer Grundaufgaben. 309 


fihrt. Der gesuchte Rang der Matrix ist mithin 3. Wieder erhilt man 
auBer dem Rang zugleich die zwischen den Zeilen bestehenden linearen 
Beziehungen, deren es in diesem Beispiel 2 sind. 


5. Auswertung von Determinanten**). 


Es kann auf die Zeilen der gegebenen Determinante gewdhnliches oder 
beschleunigtes Eliminieren angewendet werden — letzteres erfordert natiir- 
lich weit weniger Multiplikationen. Wenn man die Rechnung fortsetzt, bis 
nur noch eine Zeile mit einem Element iibrigbleibt, so ist dieses gleich 
der gesuchten Determinante, wie aus den Darlegungen unter Nr. 3 unmittel- 
bar folgt. Wenn die Anzahl der Zeilen gerade ist, so werden bei beschleu- 
nigtem Eliminieren zuletzt zwei Zeilen iibrigbleiben, auf die dann vollends 
gewohnliches Eliminieren anzuwenden sein wird. 


Beispiel. Auszuwerten sei die Determinante fiinfter Ordnung 


S..+8) Set oe 
; »*--§ ¢ ~f 
4=|8 -5 723 —8|. 
ee ee 
4. $.—8 3.00 








1. Ausrechnung mit beschleunigtem Eliminieren. 
































Faktoren Zeile 
a | 11 | -1 (1) 2 8 5 1 3 
se) <P 4 (2) 1 2 | —8 4 _5 
7 (8) 3 —5 7 2 —8 
7 (4) 5 «a 4 8 2 
7 (5) 4 we 3 114 
—35 | (128) =e 4149 | <a 
~49 | (124) 12 7 46 
-3 | (125) 59 | —84 925 
(12845) [-2] 

















Ergebnis: 4 = —2. 








4) Ich habe hier vorzugsweise den, allerdings nicht haufigen Fall im Auge, daB 
man blo8 von einer einzelnen Determinante den Wert ermitteln mu8. Bei dem nicht 
nur symbolischen Auflésen einer Kette linearer Gleichungen z.B. wendet man, wenn 
es iiberhaupt nicht etwa durch schrittweise Anniherung ( Iteration“) geschehen soll, 
(bekanntlich) besser keine Determinanten an. Wie man zweckmaBig verfahrt, soll 
an anderem Ort gezeigt werden. 
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Erlauterung. Die zu den ersten beiden Spalten der zweiten Matrix 
gehérigen Minoren sind in richtiger Reihenfolge: 


= — 7-85, 
159 a 


59 — 84 


|——7-49, | 


~9 


12 


—7 


‘ 





=—7-3. 


Die Proben stimmen, weil der gemeinsame Faktor 7, gleich dem 


ersten Diagonalminor 


| 2 
1 


' 


— $| 


der gegebenen Matrix, vorhanden ist. Lat man ihn weg, so ergeben sich 
als die zu beniitzenden Faktoren — 85, —49, — 3. 


2. Ausrechnung mit gewéhrlichem Eliminieren (zum Vergleich mit 1.). 









































6. Auswertung Hermitescher Determinanten. 


Die Rechnungen sind dieselben wie beim Auswerten von Determinanten 
mit reellen Elementen; es empfiehlt sich aber, die komplexen Zahlen ahn- 








Faktoren Zeile 
<1 <b | web a (1) 2 a. 5 1 3 
2 (2) 1 $|-8 4 =i 
2 | (3) 3 —5 7 2 —8 
2 (4) 5 = 4 8 2 
2 (5) 4 71-2 3 114 
“ = 
= = * (12) 7 | =11 7 —13 
7 
7 (18) ot.Le=s 1 —15 
7 
7 (14) 13 | -17 | ll —11 
as (15) 26 | —24 2 216 
—s9 | —12 a 
— |— | (188) -9 7 —59 
—9 
iv (124) 3s i|-7 46 
= (125) 59 | —84 925 
=> (1234) ~§8 42 
= (1285) 49 | —692 
(12345) {—2] 
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lich wie Dezimalbriiche zu behandeln und hierbei den reellen und den 
imaginaren Teil etwa durch einen Strichpunkt (;) zu trennen, also fiir 
(x-+ yt) mu schreiben z; y. 





Beispiel. 
2 (4c ° 8am 348 
‘ fat” *@ s3f Sah 
 thwtt Sate 4 4+33|° 





2—3¢ 3-—5t 4—3% 3 


Ausrechnung mit beschleunigtem Eliminieren. 


























Faktoren Zeile 

—12;7 | —14;7 (1) 2 1; 1 8; 2 2; 3 
—1;9 1; 3 (2) 1; —1 5 2; 1 3; 5 
8 (3) 3; —2 2; —1 4 4; 3 

8 (4) 2; —8 8; —5 4; —8 3 
ey) (123) _ 25 —29; 10 

= (124) —29; —10| — 69 

(1284) 98 

















Also 4 = 98. Proben: Division durch 8 ohne Rest méglich. 


Anmerkung. Die Auswertung von Determinanten, deren Elemente 
keine gewohnlichen komplexen Zahlen, sondern andere ,,binare“ Zahlen sind, 
namlich Zahlen der Form (& + ye) mit «7 = +1 (,,Hyperbelzahlen“) oder 
e* = 0 (sog. duale Zahlen) kann auf entsprechende Weise geschehen (siehe 
auch Nr. 8). 


7. Aufstellung der Hamilton-Cayleyschen Gleichung zu einer linearen 
Transformation. 


Zunachst sei an folgende bekannte Tatsachen erinnert. Die Gleichungen 
einer linearen Transformation der Form 


& = 0, §, +0, 6, tee $a Fy, 


& =a,,6,+6,,6,+...+0,,64, 

lassen sich durch Einfiihrung der Extensen 
x = £.¢, + &,¢, +..-+ &€,, 
w= Ele +hle +... +bnen 
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symbolisch in die eine (extense) Gleichung 


2’ =Az 
zusammenfassen, in der Y&{ einen Operator bedeutet*®). Die Wiederholungen 
(Iterationen) der Transformation werden dann durch a*, H* ... bezeichnet; 


wir nennen sie mit H. GraBmann d. J. die Folgepotenzen von Y.**) Unter 
ihnen sind héchstens n linear unabhiangig, es besteht also, wenn man als 
Zeichen der identischen Transformation &°—1 beniitzt, eine Gleichung 
der Form 

A" + 7 A + 7, H+... +A t re 0 


mit m<n, die sog. Hamilton-Cayleysche Gleichung der Transformation. 
Die Multiplikation vorstehender Gleichung mit x ergibt, wenn man 
Wee2e”, A*ex—2”, ..., AU*er—2™ 
setzt : 
ety 2-4 ty, 2’ +792 =. 
Die Zahlen y,, 7,,---;%_—; lassen sich deshalb auf die folgende Weise 
finden: Man wahlt fiir x eine méglichst einfache Extense, z. B. mit den 
Koordinaten (1,0,0,...,0), also = e,, aber so, daB Wz nicht identisch 
verschwindet, berechnet durch wiederholtes Einsetzen in die gegebenen 
Transformationsgleichungen die Koordinaten von zx’, x”, ..., nétigenfalls bis 
zu denjenigen von xz’, und untersucht nach Nr. 4 die lineare Abhangig- 
keit dieser Extensen. Wenn die (m-+-1)-te von ihnen sich als linear ab- 
hangig von den vorhergehenden erweist, so ist m der Grad der Hamilton- 
Cayleyschen Gleichung der Transformation, und die Rechnung ergibt zu- 
gleich die Werte von 75, 74; +++) ¥m—a- 
Beispiel. Zur Erlauterung des Verfahrens mége die ganz einfache 
Transformation geniigen: 


& = 3é,, 

B= 438, 

= 8é,, 
= +34. 


Nimmt man fiir z die Extense mit den Koordinaten (1,0,0,0), so 
erhalt 2’ die Koordinaten (3,1,0,0), x” die Koordinaten (9, 6,0, 0). 
Auf jeden Fall sind x und 2’ linear unabhangig. Priifen wir die drei 
Extensen z, z’,2z” auf ihre lineare Abhangigkeit! 


15) Manche nennen ihn im Anschlu8 an Cayley eine Matrix, andere wegen der 
von GraSmann dabei meistens beniitzten Darstellung einen Mehrnenner-Bruch oder 
extensen Bruch. 


%*) Anmerkungen zu H. GraBmanns Werken I, 2, S. 461. 
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9/1000 

—61/}3 100 

1/19 600) 2” 
| ool 


Wie man sieht, fiihrt beschleunigtes Eliminieren auf die Beziehung 
2” —62'+9=0, 

also ist die gesuchte Hamilton-Cayleysche Gleichung 
4° —6A+9= 

(Wegen der zugehérigen Sakulargleichung s. die folgende Nummer.) 


8. Aufstellung der Saikulargleichung einer linearen Transformation. 
Neumannsche Reihe. 


Es handelt sich in erster Linie darum, eine Determinante der Form 


a,—A @, a, 
B, By —Aa Bs 
1 Ve ¥3 — 4 


nach Potenzen von 4 zu entwickeln. Fiir x =—1:A dagegen erhalt man 
bei unbegrenzt wachsender Anzahl der Spalten und Zeilen die aus der 
Lehre von den linearen Integralgleichungen bekannte Gleichung der ,,Eigen- 
werte“, die sog. Neumannsche Reihe. Der gréBeren Tragweite halber werde 
an die zweite Auffassung angekniipft, nimlich die Entwicklung von 


fe — @,% Toe 
A(x) = —B,x 1—f,x —£,x ar] 
: J —%¥,% —%eX a Ue aaa 


nach Potenzen von x behandelt. Bekanntlich lautet sie 
A(x) =1—x(a,+,,+%+---) 
**(\@Blig + |r| + |B 7 les +--+) 
—x*(\eBy luge + --) boos 

wo nach den friiher (Nr. 1) angewendeten Bezeichnungen die Ausdriicke in 
den Klammern gleich den Diagonalminoren verschiedener Ordnung der Matrix 
G, Gy Ge -.- | 

By By Bs --- | 

% 4] Me eee | 

sind. Auf Grund zahlreicher Versuche halte ich folgende Anordnung fiir 


Mathematische Annalen, 108. 21 
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besonders empfehlenswert. Je nach den verwendeten Zeilen unterscheide 
ich verschiedene ,,Treppen“: 
1. Treppe: «afyd-- 


a «Ss ayde--- 
> ce Byde-- 
a ae aBde--- 
a ho ade 
re Bde 

- 


re yde --- 


(Die Determinanten der 4. Treppe ergeben sich mit denen der ersten.) 
Ferner spreche ich von verschiedenen ,,Stufen“ der Entwicklung, und zwar 
soll m-te Stufe diejenige heiBen, bei der die Entwicklung bis zum Glied 
mit x” einschlieBlich fortgeschritten ist. Bei jeder Stufe hat man offenbar 
die neu hinzugekommenen Zahlen zu den entsprechenden, d. h. sich auf 
dieselbe Potenz von x beziehenden der vorhergehenden Stufe zu addieren. 

Beispiele. Zunachst werde das einfache Beispiel der Nr. 7 erledigt: 


3-—A 0 0 0 l 
1 3-1 0 ey 
cad | 0 3-i 0 |' 
| 0 0 1 3—A4 | 
Wie man sofort sieht, wird die Sakulargleichung 
(3 —4)*=0, 


sie hat also die vierfache Wurzel 4=3. Als Hamilton-Cayleysche Glei- 
chung hat sich in Nr.7 nur eine quadratische Gleichung ergeben. Auf 
den Zusammenhang mit den WeierstraBschen Elementarteilern soll hier 
nicht eingegangen werden. 

Beispiel 2%’). Gegebene Matrix: 


5432 1 
48642 
369 6 8 
2468 4 
12345 














1”) Entnommen W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, 2. Aufl. 
(1925), 8. 642. Wegen gewisser Symmetri-eigenschaften der Matrix laBt sich die 
Endgleichung 5. Grades in eine quadratische und eine Gleichung dritten Grades zer- 
legen, wovon jedoch oben abgesehen wird, weil es auf die Erlauterung des allge- 
meinen Verfahrens ankommt. 
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Ausrechnung. (Die nach Nr. 5 vorzunehmende Auswertung der 
Determinanten ist hier unterdriickt worden. ) 


1. und 4. Treppe, (afyde) und («fde). 














54 brgeg 
lebhe=| 45 |= \eBy|ies = 48 6] =108, 
369 
5432 
4864 
\eByd\iese = 3696 = 432, 
2468 
§4321 
48642 
\aBydelesas = 36963 = 1296, 
24684 
12345 
542) 5421 
' 4842 
re ae =144, |aBdelious= oie = 432. 
1245 
2. Treppe, (ayde). 
3 532 
lerhe=| 3 9 |=88, javydlisa=|3 9 6 | = 144, 
268 
: 5321) 
3963 
jay delisa5= 2 6 8 4 = 432. 
1345 
3. Treppe, (fyde). 
7 a 
[Brles=| 6 g |= 36, |B 7S les0= eo 
468 
8642 
69638 : 
|By de loses = 4684 = 432. 
2345 
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5. Treppe, (ade). 














5 9 | 5 21 
Jedhe=| > 5 | 38 jedeligs=|284)/=—108. 
145 
6. Treppe, (8 32). 
842 
|8 4 : 
[Polea=| |= 48, |Bdelus—| 4 8 4 |— 144. 
bos 245) 
7. Treppe, (yde). 
963 
| 96 | 
ly 3 \|sa = 5 8 = 36, |ydelsaas =| 6 8 4) =—108. 
. 345 


8. Treppe, (we). 








Also: 
I. Stufe: 0 =1— 5x. 
™ « 0=1—138x%+ 24x?. 
ia 0 =1—22x%+ 96x*— 108x’. 
/ « 0 =1— 30% + 216x%?— 540x*+ 432x*. 
we. ie 0 =1— 35x + 336%? — 1296x*+ 21604 — 1296~°. 
Anmerkung. Die allgemeinere Aufgabe, eine Determinante, deren 
Elemente irgendwelche rationale ganze Funktionen eines Parameters / sind, 
nach Potenzen von 4 zu entwickeln, kann so gelést werden: Man schreibt 
jedes Element ahnlich wie einen Dezimalbruch, also z. B. (y,; y,;...; 7,) 
fiir die Funktion y(4)=y,+7,4+7,4°+...+ 7,4", und entwickelt 
alsdann die Determinante nach Nr. 5, wobei man die vorkommenden Pro- 
dukte und Quotienten mit Hilfe des Schiebverfahrens ausrechnet, das in 
der friiheren Mitteilung (,,Zum Rechnen mit Potenzreihen“) gezeigt worden 
ist. Auch wenn die Elemente héhere komplexe Zahlen oder Matrizenaus- 
driicke sind, kann man in ahnlicher Weise vorgehen. 


Anhang 1. 


Doppelt-beschleunigtes Hliminiereri. Dieser Name kann einem Ver- 
fahren beigelegt werden, das in dem gleichzeitigen Entfernen der in drei 
aufeinanderfolgenden Zeilen und Spalten stehenden Elemente durch An- 
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wendung von Minoren dritter Ordnung besteht. Es erfordert natiirlich 
gréBere Aufmerksamkeit, als das einfach-beschleunigte Eliminieren und soll 
keineswegs allgemein empfohlen werden, um so weniger als dabei in der 
Regel, wie das folgende Beispiel zeigt, nur wenig an Multiplikationen gespart 
wird. Auszuwerten sei die Determinante vierter Ordnung : 


5 —— €1 
+ @ =e 

emis 6 4 OF 
j «3 48 


Ausrechnung mit doppelt beschleunigtem Eliminieren: 











Faktoren 
—337 |—1|—11] 22 ti <0 51 
15/7 1|—18 2} 1] 2|-—s8| 4 
12/7 7 ~0i @. 8281.3) 4 
—9/7 th sit) 81-81 452 
a 











Ergebnis: 4=— 3. 

Erlauterung. Zuerst hat man die Minoren zweiter Ordnung, die aus 
den Elementen der ersten beiden Spalten sich nach Streichen der ersten, 
zweiten, dritten und vierten Zeile ergeben (z. B. 22,11, —11), als Faktoren 
beniitzt, um die in den ersten drei Spalten steckenden Minoren dritter 
Ordnung (— 33, 15, 12, —9) zu berechnen. Multipliziert man mit ihnen 
die Elemente der vierten Spalte und addiert, so kommt nach Division 
mit 7 — dem ersten Diagonalminor zweiter Ordnung — —3 als Wert 
von 4. Die Anzahl der nétigen Produkte ist 22; bei einfach beschleunigtem 
Eliminieren wire sie 24, also nicht wesentlich gréBer, bei der noch immer 
iiblichen Entwicklung nach den Elementen einer Reihe dagegen 40. 


Anhang 2. 


Manche Entwicklungen in den Lehrbiichern, die sich mit Integral- 
gleichungen befassen, kénnen bedeutend abgekiirzt werden, wenn man sich 
der GraBmannschen Symbolik, und zwar auBerer Produkte bedient und bei 
dazu gehérigen Zahlenrechnungen die hier gezeigten Verfahren anwendet. 
So wird in G. Vivanti-Fr. Schwank, Elemente der Theorie der linearen 
Integralgleichungen 1929, S. 86, wie anderwarts die Kette linearer Glei- 
chungen betrachtet: 


(1) +0 3 Ka =f (¢ = 1, 2,...,”), 








318 R. Mehmke. Praktische Lésung linearer Grundaufgaben. 


wo die K;, und f, gegeben, dagegen die @ gesucht sind. Nach dem von 
GraBmann 1844 angegebenen Verfahren **) kénnen die @ leicht als auBere 
Produkte dargestellt werden. Denn bezeichnen ¢,,¢,,...,¢, wie friiher 
n linear unabhangige Einheiten und addiert man samtliche Gleichungen (1), 
nachdem die i-te mit e,; multipliziert worden ist, so kommt mit den Ab- 
kiirzungen 


(2) = Ku e; = k, 
die Gleichung 
(3) (e, + 5-k,)o, + (4 +4-k)get+--- =f thet--- 


und es kann jetzt, eben nach GraBmann, y; durch auBere Multiplikation 
der vorstehenden Gleichung mit dem auBeren Produkt der (nm — 1) Extensen 
(e, + 46-k,), (e, + 6-k,),..., die auf der linken Seite nach Streichen des 
Gliedes mit q, iibrigbleiben, gewonnen werden. Nehmen wir das von 
Vivanti a.a.O. selbst behandelte Beispiel n = 3. Es werde k, =a, k, = b, 
k, =, f,¢, + hes + fees =f gesetzt, so daB (3) iibergeht in 
(€,+ 6-4) p, + (e+ 4-b) p+ (@+4-¢)o,=f 
und sich mit 
4= [(e, + 6-a)(e,-+ 4-6) (e,+4-c)] 

ergibt : 

4-p, =[f(¢ + 45-b)(e,+4-c)], 

A-p, =[(e, + 4-a) f(e +4-¢)], 

A-p, = [(€, + 6-a) (eg + 4-6) f]. 

Man braucht also nur die Koordinaten der auBeren Produkte {ab}, 
[ac] und [bc] und kommt mit 21 arithmetischen Produkten von je zwei 
Faktoren aus, wahrend Vivanti deren 99, also beinahe 5mal so viele, 
notig hat! 


8) A deh 





ngslehre von 1844, § 45 = Werke I, 1, 8. 100; Ausdehnungslehre von 
1862, Nr. 1834 = Werke I, 2, 8. 104. 


(Eingegangen am 26. 10. 1929.) 
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Uber unitire Geometrie. 


Von 
J. A. Schouten in Delft und D. van Dantzig in Rotterdam. 


Einleitung. 


Bekanntlich gibt es zu jeder homogenen algebraischen Form in 
n Variablen einen Tensor, eben den Inbegriff der Bestimmungszahlen der 
Form samt ihrer Transformationsweise. In ahnlicher Weise kann man nun 
auch, ausgehend von Hermiteschen Formen, zu einer anderen Art von 
GréBen gelangen, die Hermitesche Tensoren genannt werden kénnen. Der 
erste AnlaB zur Bildung dieses Begriffes sowie des im nachstehenden er- 
klarten Begrifies der GréBen zweiter Art ergab sich einem von uns bei 
seinen 1926/27 an der Leidener Universitit gehaltenen Vorlesungen iiber 
die Geometrie der kontinuierlichen Gruppen’), bei deren Klassifizierung ja 
gerade eine Hermitesche Form eine wesentliche Rolle spielt. AnschlieBend 
an diese Begrifisbildungen konnten wir sodann*) zeigen, daB die von Einstein 
in seinem neuesten Ansatz zur Relativitatstheorie**) verwendete metrische 
Geometrie sich deckt mit der Geometrie eines Hermiteschen Tensors 
héchsten Ranges, der im Reellen reell ist und gewissen Differentialgleichungen. 
geniigt. Weiterhin zeigte sich aber*), daB es zu jedem Hermiteschen Tensor 
héchsten Ranges eine Geometrie gibt, die der Riemannschen in mancher 
Beziehung ahnlich, im iibrigen unahnlich genug ist, um fiir sich ein eigenes 


1) Ein Auszug erscheint in dieser Zeitschrift: J. A. Schouten, Zur Geometrie der 
kontinuierlichen Gruppen, 102 (1929), 8. 244—272. 

*) J. A. Schouten und D. van Dantzig, Uber die Differentialgeometrie einer 
Hermiteschen Differentialform und ihre Beziehungen zu den Feldgleichungen der 
Physik. Proc. Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, 82 (1929), S. 61—64. 

**) Riemann-Geometrie mit Aufrechterhaltung des Begriffes des Fernparallelismus, 
Berl. Sitz.-Ber. (1928) 8. 217-221; Neue Méglichkeit fiir eine einheitliche Feldtheorie 
von Gravitation und Elektrizitat, ebenda S. 224—227. 

*) Vorlaufige Mitteilung: J. A. Schouten, Uber uritire Geometrie, Proc. Kon. 
Akad. v, Wetensch. Amsterdam 82 (1929), 8. 457—465. 
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Interesse zu beanspruchen. Zu dieser Geometrie, die die ,unitére“ genannt 
wurde, gibt nachstehende Arbeit eine erste, den Gegenstand keineswegs 
erschépfende, Einfiihrung. Nach einer Definition der vorkommenden GréfSen 
wird die Ortsabhangigkeit betrachtet, und es wird definiert, was unter 
analytischen und halbanalytischen GréBen zu verstehen ist. Nach Erérte- 
rung der Realitatsverhaltnisse und der bei der zugrunde gelegten Gruppe 
invarianten Mannigfaltigkeiten wird gezeigt, daB sich aus der allgemeinsten 
linearen Ubertragung durch vier invariante Forderungen eine besonders 
wichtige, weil sehr einfache, Ubertragungsart gewinnen la8t. Durch Ad- 
junktion eines Hermiteschen Fundamentaltensors entsteht die unitire Geo- 
metrie. In dieser Geometrie wird dann die Kriimmungstheorie einer in 
einer U, (n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer unitaéren Geometrie) 
eingebetteten U,, betrachtet. Von dem allgemeineren Falle einer X,, (all- 
gemeine m-dimensionale Mannigfaltigkeit), die in der jeder U, zugeordneten 
X,,, eingebettet ist, wird nur der Fall behandelt, wo die X,, das Bild der 
reellen Punkte der U, ist. Diese Behandlung fiihrt dann unmittelbar zu 
dem schon oben erwahnten, mit der Ejinsteinschen Theorie zusammen- 
hangenden Spezialfall, wie zum Schlu8 kurz angedeutet wird. 


§ 1. 
Transformation der GréBen. 


Die n Koordinaten z, «, .. ., @=1,...,n*) einer X, sollen unabhingig 
von einander alle komplexen Werte durchlaufen. Die X, wird der Gruppe G 
aller solcher Koordinatentransformationen unterworfen, bei denen die neuen 


*) Ein Vektor (bzw. eine GréBe) wird als ein Begriff aufgefaBt, der nicht von 
einem Koordinatensystem abhingig ist, und der deswegen stets mit demselben Kern- 
buchstaben bezeichnet wird. Seine Bestimmungszahlen bez. verschiedener Koordi- 
natensystemen werden durch den Kernbuchstaben mit als Index angehingten Zeichen 
bezeichnet. Gleichungen zwischen GréBen sind, wo nicht ausdriicklich das Gegenteil 
angegeben ist (vgl. FuBnote %)), invariant bei Anderung des Koordinatensystems. 
Wir lassen dabei ausdriicklich die Méglichkeit offen, eine GréBe mit einem oder einigen 
der Indizes auf ein anderes Koordinatensystem oder gar auf ein beliebiges nicht zu 
einem Koordinatensystem gehériges System von MaBvektoren zu beziehen. 

Fiir jedes Koordinatensystem braucht man dazu eine Reihe von n Zeichen, fiir 
die wir die Ziffern 1, ...,  benutzen werden (n gilt hier als Ziffer). Weil aber z. B. 
die erste Bestimmungszahl eines Vektors in bezug auf z von der ersten Bestimmungs- 
zahl in bezug auf 2 unterscheidbar sein muB, ist es ndtig, die Indizes 1,..., » far 
jedes Koordinatensystem mit einem zugehérigen Erkennungsmerkmal zu versehen, 
also z. B. (wie es hier geschehen ist) fiir das eine System kursiv, fiir das andere 
vertikal zu drucken. Die Bestimmungszahlen eines Vektors v sind dann v’,..., v", 
bzw. v1,..., 0". Im R. K. (J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkil, Berlin: Julius Springer, 
1923, hier zitiert als R. K.) ist statt 1,..., n die Zeichenreihe a,,..., a, verwendet. 

(Fortsetzung der FuGnote *) auf na&chster Seite.) 
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Koordinaten Z, h,...,.m=1,..., n*) analytische, in einem zu betrachtenden 
Gebiet reguldre, Funktionen der r sind, und daselbst eine von 0 ver- 
schiedene Funktionaldeterminante besitzen. Es sind dann auch die Kon- 
jugierten z, H,..., M=1,.. ,n*) der z analytische, im betrachteten Ge- 
biet regulaire Funktionen der Konjugierten Pee) ae n*)*) der x, 
deren Funktionaldeterminante daselbst gleichfalls + 0 ist. Der Gruppe © 
ist also die Gruppe G@ der Transformationen der Konjugierten in einein- 
deutiger Weise zugeordnet. 

Ordnet man jetzt einem beliebigen Vektor v’ der X, bez. jedes 


Koordinatensystems x bzw. z die n Zahlen w® baw. v¥ zu, die zu den 
Bestimmungszahlen v” bzw. v* konjugiert sind, so bildet dieses System von 
Zahlen keinen Vektor im gewdhnlichen Sinne, weil es sich nicht der 
Gruppe G, sondern der Gruppe & entsprechend transformiert. Sobald man 
also, neben den Koordinaten einer X,, deren Konjugierten miteinbeziehen 
will, mu8 man neben den ,,gewohnlichen“ Vektoren oder Vektoren (allgemein 
GréBen) erster Art auch solche ,,zweiter Art“ einfiihren, deren Bestimmungs- 
zahlen sich gema8 @ transformieren. 

In jedem Punkte des obenerwahnten Gebietes betrachten wir folgende 
GréBen: 

I. Skalare Gréfen, das sind GréBen mit einer einzigen Bestimmungs- 


zahl, die sich bei Transformation der x nicht andert. Jedem Skalar ist 
in eineindeutiger Weise der Skalar mit konjugiert komplexer Bestimmungs- 
zahl zugeordnet. Skalare werden mit lateinischen oder kleinen griechischen 
Buchstaben bezeichnet. 


II. Gewohnliche kovariante und kontravariante Vektoren (oder Vek- 
toren erster Art), die kleine Buchstaben als Indizes bekommen und deren 


Transformationen sich in bekannter Weise aus der Transformation der x 
ableiten : 


(1) vi= Aly; w= Af w.®) 


Jeder Zeichenreihe ordnen wir auBerdem eine Buchstabenreihe zu, hier der 
Reihe 1, ..., n die kleinen griechischen Buchstaben «,..., m und der Reihe 1,..., n 
die kleinen lateinischen Buchstaben h,...,m; ein jeder Buchstabenindex ist als 
eine Variable anzusehen, die die sémétlichen Ziffern der ihr zugeordneten Reihe 
durchlauft. 

5) Um Verwechslung vorzubeugen, werden die grofen griechischen Buchstaben 
vertikal gedruckt, die groBen lateinischen dagegen kursiv. 

*) Der Kernbuchstabe A bezeichnet den Einheitsaffinor, dessen Bestimmungs- 
zahlen, wenn seine beiden Indizes auf dasselbe Koordinatensystem bezogen sind, 
gleich 1 oder 0 sind, je nachdem die Indizes gleich oder verschieden sind. Werden 
dagegen die beiden Indizes auf verschiedene Koordinatensysteme bezogen (vgl. Fub- 
(Fortsetzung der FuBnote *) auf nicheter Seite.) 
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Ill. Gewohnliche kovariante, kontravariante und gemischte Grofen 
(oder GréBen erster Art) héheren Grades, die kleine Buchstaben als Indizes 
bekommen und deren Bestimmungszahlen sich wie die Produkte der Be- 
stimmungszahlen gewohnlicher Vektoren transformieren. 

IV. Vektoren zweiter Art, die groBe Buchstaben als Indizes bekommen 
und deren Transformationen sich in derselben Weise aus der Transformation 


N ‘a 
der x ableiten: 
; N A 
(2) vk — AX yp’; wy = Ay Wy. 


V. GréBen zweiter Art, die sich in derselben Weise aus den Vek- 
toren zweiter Art ableiten wie die GréBen erster Art aus gewohnlichen 
Vektoren. 

Offenbar definiert der Ubergang zu konjugiert komplexen Bestimmungs- 
zahlen eine eineindeutige, bei den erlaubten Koordinatentransformationen 
invariante Abbildung der GréBen der einen Art auf die GréBen der anderen 
Art. Zwei einander in dieser Weise zugeordnete GréBen sollen konjugierte 
GréBen genannt und mit demselben Kernbuchstaben bezeichnet werden. 
Dementsprechend haben wir in (2) die Konjugierten der Bestimmungs- 
zahlen des Einheitsaffinors schon mit dem Kernbuchstaben A bezeichnet. 
Insbesondere sind einem jeden Linienelement, d. h. einem System zweier 
benachbarter Punkte zwei konjugierte Vektoren zugeordnet; wir schreiben 
dementsprechend dx” statt dz und dz’ statt dz. 

VI. Hermitesche Gréfen, deren Bestimmungszahlen sich wie die Pro- 
dukte der Bestimmungszahlen von Vektoren erster und zweiter Art trans- 
formieren und die dementsprechend kleine und groBe Buchstaben als Indizes 
bekommen, z. B. 


(3) gis = Ais 9,y-”) 


Jeder Hermiteschen GréBe ist eine ebenfalls Hermitesche GréBe mit kon- 
jugiert komplexen Bestimmungszahlen zugeordnet. Solche GréBen heiSen 
konjugtert und werden mit demselben Kernbuchstaben bezeichnet. Es be- 


note *)), dann sind die Besti hien den Koeffizienten der Transformations- 
matrix gleich. Nach dem in der FuBnote *) ausgesprochenen Prinzip bezeichnen wir 
diese Bestimmungszahlen gleichfalls mit dem Kernbuchstaben A, z. B.: 





4j= a, 2”, AF = a; a*, 


k k 
4; = 0, 2", {= 0,2". 


Mit @,, 0, usw. wird stets alaz, alaz usw. gemeint. 
") Um Schwerfilligkeit der Formeln zu vermeiden, werden die Buchstaben A, B 
usw. der Einheitsaffinoren nicht wiederholt: 4?" = 4? 4™, usw. 
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steht aber keine eineindeutige Zuordnung zwischen Hermiteschen und ge- 
wohnlichen GréBen und die Analysis der Hermiteschen GréBen 1aBt sich 
demzufolge nicht auf die Analysis gewéhnlicher GréBen zuriickfiihren. Hat 
man also einmal neben @ auch @ eingefiihrt, so ist es unerlaBlich, neben 
den gewohnlichen GréBen auch Hermitesche GréBen zu betrachten. 

Ist eine gewohnliche GréBe symmetrisch oder alternierend in einigen 
gleichstandigen Indizes, so ist dies bekanntlich eine invariante Eigenschaft. 
Dasselbe gilt selbstverstandlich fiir GréBen zweiter Art. Es gilt aber nicht 
fiir Hermitesche GréBen insofern ungleichartige Indizes in Betracht kommen, 
schon aus dem einzigen Grunde, weil z. B. durch P,;yx zwar die konjugierte 
GréBe Py,, festgelegt ist, aber nicht Py,x. Dagegen laBt sich leicht zeigen, 
daB z. B. die Gleichungen 


(4) Piwx = + Pan, 


wo der Strich iiber P Ubergang zum konjugiert komplexen Wert angibt, 
invariante Bedeutung haben, wenn man festlegt, daB in dieser Formel 
A, M usw. in der Reihe 7,...,% und A, w usw. in 1,..., korrespon- 
dierende Zeichen durchlaufen, z. B. 


(5) Prix = + Prix (N=1,...,#). 
Wir definieren demzufolge: 


Eine Hermitesche GréBe hetBt in zwet gleichstandigen ungleichartigen 
Indizes 4 und M symmetrisch bzw. alternierend, wenn jede Bestimmungs- 
zahl in den komplex konjugierten bzw. dessen entgegengesetzten Wert iiber- 
geht, wenn man i in der Rethe 1,...,n die Stelle zuweist, die mit der 
Stelle von M in der Rethe 1,...,% korrespondiert, und umgekehrt. 


Nur bei den kovarianten und kontravarianten GréBen zweiten Grades 

laBt sich die Definition einfacher fassen. Da namlich definitionsgema8 fiir 
alle Werte der Indizes P,y = P,, ist, ist hier .im. symmetrischen. bzw. 
alternierenden Falle 
(6) Py = + Pun = + Pur. 
Fiir kovariante und kontravariante symmetrische und alternierende Hermite- 
sche GréBen zweiten Grades gelten also die formalen Regeln, die auch fiir 
gewohnliche GréBen giiltig sind, nimlich Pi, = 0 fiir symmetrische und 
Paw = 0 fiir alternierende GréBen. 

Eine symmetrische Hermitesche GréBe soll Hermitescher Tensor heiBen. 
Jedem kovarianten Hermiteschen Tensor y,,, ist eine Hermitesche Diffe- 
rentialform 


(7) 9,ya2* da™ 
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zugeordnet. Ist der Rang von g,, gleich n, so kann man bekanntlich auf 


unendlichviele Weisen n Vektoren us so bestimmen, da8 
eS 
(8) Iq = 2 + uum *) 
i=1 


, a ‘aes ‘ i i 
ist. Sind dann u” und u% die reziproken Vektoren zu u,; bzw. ua: 
t t 


- a eee 

( ut = ° ua ud = 5 

| “Flo, tee MF lO, bmi 

so ist der kontravariante Hermitesche Tensor 

(10) gt = StuMy 

mit derselben Verteilung der -+-- und —-Zeichen wir in (8) der Reziproke 
VON 9, y: 

, My v Nu N 

(11) 9u9 =Ais G59 ° =A,- 


§ 2. 
Ortsabhingigkeit der GréB8en. 
Von allen vorkommenden Ortsfunktionen wollen wir voraussetzen, daB 
sie halbanalytisch sind, d. h. daB sie analytisch von den 2n Variablen x 
und 4 zusammen, oder, was dasselbe ist, von den reellen und imaginaren 


Teilen der z abhangen. Diese Eigenschaft ist bei Koordinatentransformation 
invariant. 


Ein Skalar soll analytisch heiBen, wenn er entweder in den a oder in 


den z analytisch ist. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB er ent- 
weder den Cauchy-Riemannschen Gleichungen 


(12) iup=0, %G¢=0, *) 
oder deren Konjugierten 

(13) a~=0, mpP=—O 
genigt. 


GréBen erster bzw. zweiter Art sollen analytisch genannt werden, wenn 
ihre Bestimmungszahlen analytische, im betrachteten Gebiet regulére Funk- 


*) Vgl. z. B. Pascal, Repertorium, zweite Auflage 1910, I. 1, 8. 128. 


o % .9 = @ ah ‘ : 
**) Setzt man z=2+ix2, x =2—ix, (vgl. $8), so sind @, und @, definiert 


we ioe a. sesell ons 
durch 28, = 6/0x —i @/ az, 26,= 0/0 +4 a/az. Entsprechende Definitionen gelten 
fir @, und @,. 





————— 
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tionen der x bzw. der z sind. Diese Eigenschaft ist bei den erlaubten 
Koordinatentransformationen invariant. Ist eine GréBe analytisch, so ist 
ihre Konjugierte es ebenfalls. Es hatte keinen Sinn, GréSen erster bzw. 
zweiter Art einzufiihren, deren Bestimmungszahlen analytische Funktionen 


N , ae ‘ : : 
der x bzw. der x waren, weil diese Eigenschaft bei den erlaubten Koordi- 
natentransformationen nicht invariant ware. 


Aus demselben Grunde hitte es keinen Sinn, Hermitesche GréBen 
einzufiihren, deren Bestimmungszahlen analytische Funktionen der x oder 
der z waren. 

Sind », n beliebige linear unabhangige analytische Vektoren und v” 
ihre Reziproken, so sind letztere ebenfalls analytisch und jede GréBe abt 
sich als Summe von Produkten der %, v~, v” und ys schreiben, mit 


Koeffizienten, die halbanalytisch, aber im allgemeinen nicht analytisch sind. 
Jede GréBe ist also eine Summe von Vielfachen von Produkten analytischer 
GréBen mit halbanalytischen skalaren Koeffizienten. 


Ein Skalar p ist dann und nur dann Produkt eines in z analytischen 
Skalars mit einem in x analytischen Skalar, wenn 


(14) p 090, p = (dap) Op 


ist, wie sich bei Substitution bzw. Integration unmittelbar ergibt. Dagegen 
kann jede GréBe als (im allgemeinen unendliche) Summe von Produkten 
analytischer GréBen geschrieben werden. 


Wir beweisen den Satz: 

Ein kovarianter Hermitescher Tensor vom Range n gestatiet dann 
und nur dann eine solche Zerlegung von der Form (8), daB die Vek- 
toren u, analytisch sind, wenn 
(15) 94” by 8, Int (Oy 94") 29,4 = 
tst. 

Beweis. Die Notwendigkeit zeigt sich sofort bei Einsetzen von (8) 
in (15) unter Beriicksichtigung der Analytizitatsbedingungen fiir die w,: 
(16) Ou=0, a %a=0. 

Zum Beweise, daB die Bedingung auch hinreichend ist, sind die Inte- 
gtabilitatsbedingungen des Gleichungssystems 


os i 
6,u,=u, 9809.4, au, = 0, 


(17) 


é ‘ ‘ 
Oy My = Up 9P* Oy gaa 0, U,=0 
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zu untersuchen. Von diesen Bedingungen 
(18) Ge%j%=0, God %a=0, Aodmu—0;, Foemua—O, 


(19) @g(U,9*#8,9,,4)=0, 0, (Up g?*2y9,,) = 0 
sind die (18) wegen (17) erfiillt, wahrend den (19) auf Grund von (15) 
und (17) geniigt wird. 

Es sei nebenbei bemerkt, daB die linke Seite von (15) stets eine 
Hermitesche GréBe vierten Grades ist und somit eine Differentialkomitante 
zweiter Ordnung von g,,, darstellt*). 


§ 3. 
Realitatsverhaltnisse und die X2,,. 
Setzen wir 
z2=z+iz [r,—1,,...,n,, ”) 
(20) “piped 
atx —iz yy, = 1;,.-., 0, 


so lassen sich die Punkte der X, anstatt durch die n komplexen Koordi- 
naten x (oder z) auch eindeutig durch die 2m reellen Parameter x, z be- 
schreiben, die wir als Koordinaten in einer reellen X,, auffassen kénnen. 
Ein besonderer Fall des Ubergangs von der komplexen X, sur reellen X,,, 
ist der Ubergang von einer algebraischen Kurve zur zugehérigen Riemann- 
schen Flache. 

_ In dieser X,,, definieren aber die Gleichungen (20) eine lineare Trans- 
formation, so daB wir auch die x und zx selbst wieder als Koordinaten in 


der X,,, auffassen kénnen. Dazu ist es aber wiinschenswert, den z und x 
auch alle komplexen Werte annehmen zu lassen, wodurch eine ,,vollstin- 


®) Es wird sich spiter aus unseren Gleichungen (44) und (49) zeigen, da8 
diese Komitante nichts anderes ist als die KriimmungsgréBe der zu g,y gehdrigen 
Ubertragung. 

1) Wir verwenden das Zeichen —*. in Gleichungen, die Gré8en enthalten, iiberall 
dort, wo ausdriicklich betont werden soll, da8 nur numerische Gleichheit in bezug 
auf das gerade gewahlte Bezugssystem steht, waihrend links und rechts Ausdriicke 
auftreten, die sich in verschiedener Weise transformieren. Eiue Gleichung mit * 
darf also nicht kovariant differenziert werden. Das einfachste Beispiel bilden die 
Gleichungen 


|* 


2%, * 9’; N N«#N «# QN 


wo die ¢” und e die zu den x gehérigen kontra- bzw. kovarianten MaBvektoren sind 
und das Kroneckersche Symbol 5? bzw. aN 1 oder 0 bedeutet, je nachdem fir die 
beiden Indizes gleiche oder enalelohe Zeichen eingesetzt werden. Im Gegensatz zu Ay 
ist 5” keine GréBe, sondern ein System von n* konstanten Skalaren. 
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dige* X,,, entsteht, die ein im topologischen Sinne 4n-dimensionales Ge- 
bilde ist. In dieser X,, sind die z und  2n unabhdngige Koordinaten; 
die urspriingliche X, wird auf diejenigen Punkte dieser X,, abgebildet, 
die durch die n Gleichungen : 
(21) z=Z 
charakterisiert sind und die wir zusammen die ,,Bild-X,“ nennen wollen. 
Den anderen Punkten der X,,, entsprechen dagegen keine Punkte der X, .**) 

In der X,,, sind die folgenden Gebilde wichtig: 

I. Die schon oben erwahnte Bild-X,, charakterisiert durch die Glei- 
chungen (21). : 

II. Zwei Scharen von je co” X,, die wir die isotropen X, erster bzw. 
zweiter Art nennen wollen und die durch die Gleichungen 


(22a) x = konst. 
bzw. 
(22b) a = konst. 


charakterisiert sind. (NB. die z und x sind jetzt unabhdngig vonein- 
ander.) _ 

Die isotropen X, der einen Art werden durch die isotropen X, der 
anderen Art eineindeutig aufeinander abgebildet. Analytisch wird diese 
Abbildung dadurch zum Ausdruck gebracht, und zwar unabhangig von der 
Wahl des Koordinatensystems, daB die x bzw. die z in den beiden korre- 
spondierenden isotropen X, dieselben Werte annehmen. Die Linienelemente 
in einem Punkte einer isotropen X, erster bzw. zweiter Art, die in der 
durch den Punkt gehenden isotropen X, zweiter bzw. erster Art enthalten 
sind, werden dabei in eineindeutiger Weise abgebildet auf die Linienele- 
mente, die sich in derselben Weise jedem anderen Punkte der erstgenannten 
isotropen X, zuordnen lassen. Diese Abbildung wollen wir die zu den 
isotropen X, gehdrige Pseudodquipollenz nennen. Analytisch wird die 
Pseudoaquipollenz dadurch zum Ausdruck gebracht, daB die dx” bzw. 
die dz" in den beiden korrespondierenden isotropen X,, dieselben Werte 
annehmen. 

III. Das (im zu betrachtenden Koordinatensystem z, z) »Reelle“ der X, , 
das den Gleichungen 


(23) x 


Il* 


N 
z, 








11) Der Ubergang von der X, zur vollstandigen X,, verdankt ihre Wichtigkeit 
der Tatsache, daB die Beziehung (21) nicht in den Gleichungen auftritt, sondern nur 
bei der Diskussion dcr Realititsverhiltnisse vorkommt. 
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gleichwertig mit 
(24) z +0, 
sowie den Gleichungen (21) geniigt, ist ein im topologischen Sinne n-di- 
mensionales Gebilde in der topologisch 2n-dimensionalen X, (fiir n =1 
z. B. die reelle Achse in der komplexen Ebene). Sieht man ab von (21) 
(vgl. FuBnote **)), so definieren die Gleichungen (23) oder (24) eine (topo- 
logisch 2n-dimensionale) X, in der (topologisch 4n-dimensionalen) X, ,. 
Es sei hervorgehoben, daB wohl die Gleichungen (21), nicht aber die 
Gleichungen (23) und (24) der Gruppe G bzw. G gegeniiber invariant 
sind, so daB das ,,Reelle“ der X, keine Bedeutung unabhingig vom Koor- 
dinatensystem hat, sondern ein mit dem Koordinatensystem wechselndes 
Gebilde ist. 
Einem beliebigen Vektorfelde v” der X, und seinem konjugierten Felde w 
entsprechen in eineindeutiger Weise folgende Felder der X, ,: 
A. Das Feld v‘, a,...,4 = 1,..., 0, 1,...,% mit den 2n Bestimmungs- 
zahlen 


(25) pone 3 c="y, 
vo’, c=N. 


Bekommt v” einen Faktor, dann bekommt wv’ den komplex konju- 
gierten Faktor, und proportionalen Feldern in der X, entsprechen also 
dann und nur dann proportionale Felder in der X,,, wenn der Proportio- 
nalitatsfaktor reell ist; 

B. Die Projektionen des Vektors v‘ auf die isotrope n-Richtung erster 
bzw. zweiter Art in der isotropen n-Richtung zweiter bzw. erster Art: 


a v’, c=*y?, 
v= 


26 >... an 
( ) 3. 0, c=>¥?7, 
wo’, c=N. 


Proportionalen Feldern der X, entsprechen hierbei stets proportionale Felder 
der X,,; 
und auBerdem in eindeutiger Weise 

C. Das Feld des von v¢ und 0° aufgespannten Bivektors 


0, b=Aj, c=, 


1 M oe ie 
si = gue", b=4, ¢ M, 
(27) f= vy! = 0; b=A,c=M,”) 


—foror, b=A, c=—un. 


y 
a 
a 
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Proportionale Felder entsprechen sich hier dann und nur dann, wenn der 
Proportionalitatsfaktor reell ist; bekommt wv” dagegen einen Faktor mit 
Modul 1, so andert sich f** nicht. 

Die Felder v° und v¢ erméglichen eine einfache geometrische Deutung 
der Analytizitatsbedingung fiir die Felder v” und wv. Letztere sind dann 
und nur dann analytisch, wenn das Feld v° in jeder isotropen X, zweiter Art 
(und somit auch v¢ in jeder isotropen X, erster Art) in sich pseudodqui- 
pollent ist. Entsprechendes gilt fiir GréBen erster oder zweiter Art héherer 
Ordnung. Ein Skalarfeld ist dann und nur dann analytisch in x baw. z, 
wenn es in jeder isotropen X, zweiter bzw. erster Art konstant ist und 
somit die isotropen X, zweiter bzw. erster Art auf die Punkte der kom- 
plexen Zahlenebene abbildet. 

Ist o (x, z) ein Skalarfeld der X, und y(z, z) = 5 (2, 2) =, 80 
werden bei Erweiterung von q und yw iiber die vollstindige X,, diese 
Funktionen in den Punkten auSerhalb der Bild-X, im allgemeinen nicht 
konjugiert bleiben; sie bilden daher die X,, auf die (topologisch 4-di- 
mensionale) mit komplexen Punkten erweiterte komplexe Ebene ab. Dafiir, 
da8 ~ analytisch in den z oder in den x ist, ist notwendig und hinreichend, 
daB die beiden Scharen isotroper X,, der X,,, durch das Funktionenpaar (—, y) 
auf die beiden korrespondierenden bzw. nicht korrespondierenden Scharen 
isotroper Geraden der komplexen Ebene abgebildet werden. 

Eine halbanalytische Transformation der X,, ist also dann und nur 
dann eine analytische Transformation der X,, wie wir sie im § 1 zu- 
grunde gelegt haben, wenn ste die beiden Scharen von isotropen X,, in- 
variant lat. 


§ 4. 
Lineare Ubertragungen in der X,,. 


Stellen wir die iibliche Forderung auf, daB die Differenz des zu einer 
linearen Ubertragung gehérigen kovarianten Differentials eines Vektors und 
des gewéhnlichen Differentials linear ist in den dz” und in den Bestimmungs- 
zahlen des Vektors, so ist die allgemeinste Form der linearen Ubertragung 
bekanntlich 
Ts dv’ =dv' +Ti, v' dx", 

(28) IF 
6w,=dw,—T,,w' dz". 

Die Gleichungen (28) behalten ihren Sinn, wenn v’ nicht analytisch ist. 
Statt dv’ = dx" d,v" kommt dann aber 

(29) dv’ =dx"d,v'+dzxaqv’. 


Mathematische Annalen. 103. 22 
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Eine solche Ubertragung bestimmt eine Ubertragung der GréBen zweiter 
Art und somit auch der Hermiteschen GréBen, sobald man fordert, daB 
das Differential zweier konjugierter GréBen konjugiert sein soll. Aus (28) 
folgt dann 


: ; N A M 
dbo% = dv + Tan” dx : 


Ow, = dwa _ Ivn WN dzx™, 


wo yy uu I he konjugiert ist. 

Wir wollen aber zunichst allgemeiner fordern, daB die oben erwahnte 
Differenz linear ist in den 2m Bestimmungszahlen daz‘ und ebenso in den 
2n Bestimmungszahlen des Vektors und seines Konjugierten. Die allge- 
meinste Form einer solchen Ubertragung ist dann 


(30) 


dv” = dv" + r, v' dx" +Time'da™+ Ty, 04dz"+ Tiuvrda™, 
(31) , ; 
dbv% = dv®+ rin v\daM+rh,vida* + D0 de™ + ri. v' dz", 
wo die I” 8n* beliebige Parameter sind, von denen wir nur voraussetzen, 
daB sie halbanalytisch sind. 


In der X,,, ist dies also eine gewdhnliche lineare Ubertragung. Wir 
stellen nun die folgenden von der Wahl der Koordinaten unabhingigen 
Forderungen auf: 


1. Jede isotrope X, erster oder zweiter Art soll geoditisch sein, d. h. 
in jedem Punkte soll ihre n-Richtung bei jeder von diesem Punkte aus- 
gehenden Verschiebung in einer in der X, enthaltenen Richtung in sich 
iibergehen. 

2. Eine isotrope X, erster bzw. zweiter Art soll bei Verschiebung 
ihrer Punkte iiber aquipollente Strecken (0,d2%) bzw. (dz”,0) in eine 
isotrope X, derselben Art iibergehen. Die isotropen X, erster bzw. zweiter 
Art sind also pseudoparallel, und die n-Richtung einer isotropen X, erster 
bzw. zweiter Art geht auch bei einer beliebigen Verschiebung in eine 
n-Richtung derselben Art iiber. 


3. Ein in einer isotropen X, gelegener Vektor soll bei pseudoparalleler 
Verschiebung in einer in einer isotropen X, der anderen Art enthaltenen 
Richtung nach einer benachbarten isotropen X, der erstgenannten Art in 
einen aquipollenten Vektor tibergehen. 


Die bei dieser Gelegenheit entstehende Abbildung zweier isotroper X,, 
derselben Art fallt also mit der im §3 unter II definierten Aquipollenz 
zusammen. AuBerdem folgt aus dieser dritten Forderung, unter Beriick- 
sichtigung der vorigen, die Existenz jnfinitesimaler Parallelogramme, von 


denen zwei Seiten in einer beliebigen isotropen Richtung erster Art und 
die beiden anderen in einer beliebigen isotropen Richtung zweiter Art liegen. 
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Dagegen gibt es im allgemeinen kein infinitesimales Parallelogramm, das 
ganz in einer isotropen X, erster oder zweiter Art lige. Es gibt solche 
dann und nur dann in jeder Richtung und Lage, wenn I, a und I}\y 
symmetrisch in 4 bzw. AM sind. 


4. Die kovarianten Differentiale zweier konjugierter GréBen sollen 
selbst konjugiert sein. 


Aus der ersten Forderung folgt: 


(32) liu =I. = 0. 
Aus der zweiten Forderung folgt: 

(33) rx,=Cin=0. 
Aus der dritten Forderung folgt: 

(34) liu =i. = 0. 


Aus der vierten Forderung folgt, da8 Ij, und I’;y konjugiert kom- 
plex sind: 


(35) Vin = Ti,- 
Die Ubertragung bekommt also die Form 
dv” = (2, 0") da” + (ayv") da™ + ry, v* da, 
dv = (dyv%) da™+ (a,0%) daw + Tino da™, 
die fiir den Fall, daB v” analytisch ist, itibergeht in 
(37) dv” =(2,v") dx" +I, v'dx"; konj. 1*) 


Fiir analytische GréBen gelten also infolge unserer Annahmen die ge- 


(36) 


wohnlichen Gleichungen und im Falle, da8 J, analytisch in & ist, ist sogar 
das kovariante Differential einer analytischen GréBe wiederum analytisch. 
In diesem speziellen Falle wollen wir die Ubertragung analytisch nennen. 
Die n. und h. Bedingung dafiir lautet also: 

(37a) do Ty, =; konj. 
Die Gleichungen 

Vv’ =, 0° +T%, 0", 

Vyv” =dyv’, 

0, 0% =a, 0, 

Vu v® = aot ri o4 


(38) 


2) Von jetzt an werden wir von zwei Gleichungen dieser Art meistens nur die 
eine ausschreiben und durch Zufiigung von ,konj.“ angeben, daB auch die zweite 
ausgeschrieben zu denken ist. 


22* 
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definieren vier paarweise konjugierte GréSen, die kovarianten Differential- 
quotienten von v” und w%, die sich als die Komponenten des kovarianten 
Differentialquotienten von v‘ 


(39) Pov = av + Tayo" 
in der X,, auffassen lassen. 
§ 5. 
Die durch einen Hermiteschen Fundamentaltensor festgelegten 
Ubertragungen. 


In der X, sei jetzt ein positiv definiter kovarianter Hermitescher 
Tensor (Hermiteisch-symmetrische GréBe) zweiten Grades n-ten Ranges 


(40) Im = Ia, = Imi 
eingefiihrt. Die X,, die in solcher Weise eine Hermitesche MaBbestimmung 
(41) ds*=g,,dxz*dx™ 


bekommen hat, soll U, heiBen. In einer U, verwenden wir g,,, und g™” 
zum Herauf- und Herunterziehen der Indizes in derselben Weise wie dies 
bei einem gewéhnlichen Fundamentaltensor iiblich ist. Es ist nur zu be- 
achten, daf dabei stets ein kleiner in einen grofen Index tibergeht und 
umgekehrt. Wird g,,, nach (8) zerlegt, so sind die u, gegenseitig unitar 
orthogonale Einheitsvektoren und es ist 


(42) wh = ghey, = ws. 
- v 


Alle Systeme von n Vektoren a, die der Gleichung (8) geniigen, ergeben 
sich bekanntlich aus einem solchen System vermége einer unitar ortho- 
gonalen Transformation, deren Parameter Ortsfunktionen sein kénnen. Wir 
wollen solche Systeme unttdrorthogonale n-Beine nennen und das Feld ein 
unttarorthogonales n- Beinfeld. 

Wir behaupten, da8 durch die zusitzliche Forderung, daB das kovariante 
Differential von g,,, verschwinden soll, eine Ubertragung vollstindig fest- 
gelegt ist. In der Tat ergibt die Gleichung 
(43) 0=49,,= (8, 9.y) 4a" + (a% 9,y)da" —T,.9,y 42" — Tyo9n dx® 
unmittelbar : 
rT’ ae My a : 

( 4 4) lw i] 7) Im 
Nu 2 g 
Q%uA’ 


N 
Vo= 9 


und diese Gleichungen sind wegen der in (40) vorausgesetzten Hermite- 
schen Symmetrie mit (35) vertriglich. 
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Die Ubertragung ist im allgemeinen nicht symmetrisch (vgl. 8. 331 oben). 
Setzt man 


(45) Si;.” = Miu; konj., 
so ist 
(46) 8,42 = 9s, 8), = 99,435 konj. 


Sind die u, analytisch, so verschwinden S;,,3 und S,y, dann und nur dann, 
wenn g,, sich in der Gestalt 
(47) Jim = % Oy P 
schreiben 1aBt. 
Man berechnet leicht, daB die KriimmungsgréBe der Ubertragung 


(48) Ryn’ = — 2p Tia — Zee T ao) 
nur die folgenden nicht verschwindenden Bestimmungaszahlen hat: 
(49) aed =— - — @g ie 

Romi = —Rwai = — oT am- 


Das Verschwinden dieser Ausdriicke ist also n. und h. fiir die Inte- 
grabilitat der Ubertragung, nach (37a) aber auch fiir die Analytizitaét der 
Ubertragung und infolge (15) und (44) ebenfalls fiir die Existenz eines 
Systems von n analytischen gegenseitig unitarorthogonalen Feldern von Ein- 
heitsvektoren. Es gilt also der Satz: 

In einer U,, sind Integrabilitat der Ubertragung, Analytizitat derselben 
und Ezxistenz eines analytischen unitdrorthogonalen n-Beinfeldes drei 
gleichwertige Forderungen, von denen die letzte unabhingig vom Uber- 
tragungsbegrif{ ist. 

Aus (38) folgt, im Falle wo diese Forderungen erfiillt sind, 


‘ ‘ 
(50) O=F,.Iu= 2 + (Vm) Um 
so daB 
(51) du,=d2x"V,u,+da"Pyu, = 0 


ist. Das n-Beinfeld ist also konstant. Man kann dies auch folgendermaBen 
einsehen. Ist v’ ein analytischer Vektor, so ist 

(52) 0%, =Vy,0"9g,,=9,,%,0 =9. 

konj. 

Ist also ein kovarianter bzw. kontravarianter Vektor einer Art analytisch 
so ist der zugehérige kontravariante bzw. kovariante Vektor der anderen 
Art auf jeder isotropen X, seiner eigenen Art konstant, und umgekehrt. 
Ist also ein unitaérorthogonales kontravariantes n-Bein u” analytisch, d. h. 
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konstant auf jeder isotropen X, zweiter Art, so ist es auch konstant auf 
jeder X, erster Art (und folglich tiberhaupt konstant), weil die u” sich 


als alternierende Produkte von je n—1 Vektoren u, auffassen lassen, und 
vu 


diese nach dem Obigen auf jeder isotropen X, ihrer eigenen Art konstant 
sind. Wird also ein n-Bein uy" in irgendeinem Punkte unitaérorthogonal 
transformiert, so transformieren sich, wenn die Forderung der Analytizitat 
aufrechterhalten wird, alle n-Beine in allen Punkten in derselben Weise 
»8ynchron* mit. 

AuBer der aus (49) unmittelbar folgenden ersten Identitat**), gilt auch 
die zweite*‘), die hier die Form 


Roni” — Roi.” = 2208.15" = 200 8,;", 
(53) konj. 
0 = 2% Spi)” +4 Sian Siye” 
konj. 


annimmt. Die zweite dieser Gleichungen stellt die Integrabilitatsbedingungen 
der Gleichungen (46) dar. Werden die Indizes » und N mit Hilfe von g, ,, 
heruntergezogen, so gilt auch die dritte Identitat**) 

(54) Rowan = — Roun: 


Aus (53) und (54) folgt schlieBlich die vierte Identitaét**), die hier 
die Form 


(55) Royix — Binoy = 2¥; Sony — 2V0Siun 
on). 

annimmt. Faltung von (49) nach ‘ ergibt: 
(56) Rona’ = — 201 eu = — 000, log g; g=|9'"| 
und nach ”: 

7 
(57) Riai* = 00 Ti = 89% log g + 200 Z;; Zi = Siz”. 

konj. 


Auch die Bianchische Identitat**) gilt und nimmt die Form 


Vi, Rijoi” = S,e" Rai”, konj., 
Vw Rijci\ = 8,8" Rigi’, konj. 


(58) 





— 





(59) 


s 
Vin = Tui: konj. 
Diese Ubertragung geniigt offenbar den vier im § 4 aufgestellten Forde- 


rungen; das zugehdrige kovariante Differential von g,,, ist aber ungleich Null. 
Zweitens die Riemannsche Ubertragung des symmetrischen Tensors g,, in 


der X,, mit dem Linienelement 


(60) 


und 


(61) 


Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB die zugehérige Ubertragung von 
den im § 4 aufgestellten Forderungen nur 1 und 4 geniigt. Die isotropen X,, 
sind also auch in bezug auf die Riemannsche Ubertragung geoditisch, sie 
sind aber nicht mehr geoditisch parallel. Sie sind iiberdies in der V,,, 
isotrop im engeren Sinne: sie liegen auf den co*" isotropen (2n —1)- 
dimensionalen Hyperkegeln der Nullrichtungen von g,,. Fiir die Bestim- 
mungszahlen der KriimmungsgréBe der Riemannschen Ubertragung findet man 


Kopi” = — Kjiai” = — 2a, +2850" Swi® -28.,° Sie"; konj. 
Kg,.i° = — Kigi” = Rogi” —Vo8,i" +9, 8" 01 

+ 8%9, 8,5" + 8's, 8*.0- S,:i° Soo; konj. 
Kai” = — Kick” = — 208", — 28a" 87re — 28" 2108 wih 


a eo . 
+ 28 Ato Suie ; konj. 


(62) 


(63) 


mit m komplexen Parametern y, wo a,...,g die Zeichen 1,...,m durch- 
laufen. Die konjugierten Werte seien durch y , A, 


ds*=dx'dzx'g ,=2dz'dzxg,,, 


den Parametern 


zg. y Ry 
”~ e ‘ 
Fie — Vay; Tip 


R 


K3,i*= = K,2i" =0; konj. 


i a N ee eg ; 
Koi =— Kisii =V.S ie — 8 pe 8ui° +8 428%10; konj. 


Kgyii’ = — Kuoi” =—2 V0 8’ mya —2 8" (oj0| S°mja — 28m" 821; kon). 


Die U,, in der U,. 
In der U,, sei eine X,, gegeben mittels der Parametergleichungen 


¥ ¥ 


t= 
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Der Fundamentaltensor g,,, bestimmt noch zwei andere Ubertragungen. 
Erstens die symmetrische Ubertragung mit den Parametern 


R 
al 
Tiu = Tvi= S’wi=g'" 9,7 Sin ; 


§ 6. 


(Y,-- 9) 


konj. 


..-» G=1,..., M an- 
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gedeutet. Die x seien im betrachteten Gebiet regulire analytische Funk- 
tionen der y und die Funktionalmatrix habe dort iiberall den Rang m. 
Dann ist jede isotrope X,, der X,,, in einer isotropen X, derselben Art 
der X,, enthalten. Wir bilden zunichst die gegenseitig konjugierten GréBen 


(64) By = 0,2"; BY =é,2": 
aus diesen GréSen und g,,, den Fundamentaltensor g’ , der X,, 
(65) 9, p= Beed.y 
und mittels g’“” die Ausdriicke 
(66) Bi=g’"*B3g.y; Bi=g"°Bg,, 
und die Ausdriicke 
(67) Bi= Bi ={ 4) oe Bim Bie; beni. 
0, a+c 


Die BZ, Bi, Bs und Bj fassen wir alle als verschiedene Arten von 
Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors B der X,, auf. Dies ict alles 
genau wie bei einer X,, in V,, mit dem einzigen Unterschiede, daB statt 
eines gewohnlichen ein Hermitescher Fundamentaltensor auftritt. 

Es ist zu beachten, daB zwar die B;, im allgemeinen aber nicht mehr 
die Bf analytische Funktionen der y sind, d. h. im allgemeinen ist a, Bf +0. 
Dagegen folgt aus (67), dab 


ist. Aus dieser Gleichung und aus (38) leiten wir noch die fiir das 
Folgende wichtigen Identitaten ab: 

(69) Bui Vy Bz = BR 2p (Bs?) = BUI 2p BE =0; kon. 

und 


( 70) BP’ 0, BI = BE gv 9..V~ Bi = 9" Or; Bes Ve BL = 0; kon}. 


Mittels B; la8t sich zu jedem in einem Punkte der X,, definierten 
Vektor v” bzw. w, der U, die unitirorthogonale Projektion B; v* bzw. Bj w, 
auf X,, bilden. Entsprechendes gilt fiir die konjugierten GréBen. Die in 
der X,, induzierte Ubertragung wird erhalten aus der Forderung, da® das 
kovariante Differential eines in der X,, liegenden Vektors v” die Projektion 
auf die X, des kovarianten Differentials in der U, sein soll 


(71) 6’v" = Bi du’ = Bidv' + Bry, v' dx"; konj. 
oder in bezug auf die Variablen y: 
(72) 6’ v° = Bidu' = Bidv' + Bi TY,v' dx" 


= dv’ — v*dy’ Bid, Bi + BEg Ty, v* dy’; konj., 





ae 


OE 





ee Soe 
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woraus fiir die Parameter I, der induzierten Ubertragung folgt: 
(73) Ves = Beat Ti, + Bia, Be; konj. 


Wir stellen zuniachst fest, daB die induzierte Ubertragung zum Funda- 
mentaltensor g’, gehdort. In der Tat ist 


(74) 8'9) » = Bas 99,4 =9, 


und die X,, darf also mit U,, bezeichnet werden. 

Ferner folgt aus (73), daB die fiir die Asymmetrie der induzierten 
Ubertragung charakteristische GréBe 
(75) 8's6° = Tad) = Brat Sin”; keonj. 
die U,,-..omponente von §j;,” ist. Ist also die Ubertragung in der U, 
symmetrisch, so ist sie es auch in der U,,. 

Aus der Definition der induzierten Ubertragung (71) ergibt sich fiir 
ein Feld wv”, das in der U,, liegt: 


Bu Veo" = Bravo" + v° Hai’; 
(76) B is R ont a “a konj., 
ByVav" = ByVgv" + v*° Ay’; 
wo 
H;,” = BES, Bz; 
(77) | ike konj. 
Ayii” = ByiV_ Bz; 


ist. Die GréBe H,;” verschwindet aber wegen (69): 

(78) Hai” =0; Bugv” = BuVgv’; konj. 

Aus (70) ergibt sich eine merkwiirdige, in der Riemannschen Geometrie 
nicht giiltige Identitat: 

(79) - Ai” = BEV, BZ = BEV, Bi; konj. 

die besagt, daB B/V,By einerseits mit dem Index » unitarorthogonal zur U,, 
ist, anderseits aber mit dem Index 4 in der U,, liegt. 


In derselben Weise ergibt sich fiir ein kovariantes in der U,, liegendes 
Vektorfeld w,: 


ip. — Rlo'e ne 
(80) “ Vz Ww; = Ms wy+ wW, L,. Ad konj., 
By Va w, = By Vaw, + w, Disa; 
wo 
Lj", = Bla Vp, Bi; 
(81) gr “ appre kon}. 
Ly”, = By Ve Bz; 


ist. Die GréBe L,;’, verschwindet wieder wegen (70): 


(82) L,",=0; BEV, w, = BEV; w;; kon}. 
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Man iiberzeugt sich leicht, dab 

(83) Li”, = His = Hi’ gvig’’; konj. 

ist, so daB sich hier, wie in der Riemannschen Geometrie, der zweite 
Kriimmungsaffinor auf den ersten zuriickfiihren la8t. Deuten wir dies alles 
in der X,,,, die durch die Ubertragung (44) zu einer L,, geworden ist'”), 
so sind By; und BR Komponenten des Einheitsaffinors Bj; der Xo», 


Bx und Bx sind Null, die Gleichungen (71) sind die Komponenten der 
Gleichung 


(84) d'v° = Bidu" = Bidv" + ByTeyv'dz’, 

und die X,,, wird durch die induzierte Ubertragung zu einer L,,,. 
Hi” und Hy sind cie Komponenten des ersten Kriimmungsaffinors 
(85) Hii = Bs. By 

der L,,, in L,,. Die anderen 6n* Bestimmungszahlen dieser GréBe ver- 
schwinden. Im Zusammenhang mit (79) ist noch zu beachten, daB zwar 


Ay” = Ini” =0 und Hii” = L,3" +0, aber Ay,” + Ly",, und infolge- 
dessen auch 


(86) Hy + ByV. Bs 

ist. Fiir die Bestimmungszahlen H;,” gilt 

(87) Hie” =% BS — 5B: + Tz, Bat ; konj., 
und die GauBsche Gleichung nimmt die folgende Gestalt an: 
(88) Boetx Raper = Roywin + Hyia Hong 9"; konj. 


Es sei hervorgehoben, daB Hj,” im allgemeinen nicht symmetrisch in a 
und 6b ist, da 


(89) Hay = Bs 8.3’ C, ; Ci = Aj — Bj; konj. 


ist. 
§ 7. 
Die U; in der U,,. 


Bei Anwendung der erhaltenen Formeln auf den Fall m—=1 ergibt 


sich, wenn wir einfachheitshalber y und 7 statt y bzw. y schreiben und 
das unitére ds* nach (41) einfiihren: ~ 


*) Unter L, verstehen wir eine X, mit einer allgemeinen linearen Ubertragung. 


a a 


nee ee 


ss 


aves 


ere 
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v dz ° 
«) BF = = konj., 
dx* dx™ ds® dy|~". ri dy|* 
B) 944 =9iy dy dy  dyd de ; wad Y i 
1 dx’ dy|* dN dy ; 
(90) ”) BE =ox Ge A Mn go ge konj., 
6) Ty ~~ tar eelatl konj., 
oo” y dz* dx . 
e) Hii = 77 >3S = ~ 2 log ; konj. 
Hierbei ist zu beachten, daB zwar ds einen Sinn hat, aber s fiir sich 
nicht, da wegen der Nichtanalytizitéat von # das Integral fds vom 


Integrationsweg abhaingt (die X, ist ja topologisch zweidimensional!). 
Zweitens ist hervorzuheben, daB zwar # in jedem Punkt fiir jede Wahl 


von dy vollkommen festliegt, daB aber 2 keine von der Wahl von dy 


unabhangige Ortsfunktion auf der U, ist, wie das bei einer reellen Kurve 
da 


in V, der Fall ist. (Dasselbe gilt von den - und den G, > Wahrend 


, N 
Pale die yy und die ay wieder reine Ortsfunktionen sind.) Da sich 


aber bei Anderung von dy nur um einen unimodularen Faktor andern 


ze 
kann, ist Fe s2| eine halbanalytiache Ortafuntion auf der U,, und dasselbe 
gilt also call von den a ao und den a = 2 . 








In der Riemannschen Geometrie ist ¢ ° = der tangierende Einheits- 


vektor einer Kurve. Da die Bestimmungszahlen dieses Vektors hier aber 
im Gegensatz zur Riemannschen Geometrie keine Ortsfunktionen sind, 
fiihren wir den Einheitsvektor 


da" | dy), ,N__ dz | dy 
~ dy |ds 


(91) é” == i 























ein, dessen Bestimmungszahlen halbanalytische Ortsfunktionen auf der U, 
sind. Allerdings ist dieser Vektor nicht unabhdngig von der Wahl des 
Parameters y, er eer aber beim Ubergang von y zu ‘y nur den 


unimodularen. Faktor , den wir mit e** bezeichnen wollen’). Bei 








at 


18) Streng genommen ist das auch in der Riemannschen Geometrie der Fall: 
bei Anderung des Parameters kann i” das Vorzeichen wechseln. 





(92) 
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Einfiihrung des Vektors «” folgt aus (90): 











By = Sea's Bi-|% i; Bi =4,8"; konj., 
i’ = ge| errs + ors") + |S “a(Z- =) log | $Y ; konj. 
Man findet also fiir den Vektor 
(93) wm tae Hi” =| SY) Hi" konj., 


der dem in der Riemannschen Geometrie auftretenden Kriimmungsvektor 
nachgebildet ist, 





_—_: +y -M “¥ rs oO @ \ dy| 
(94) ui = (0°, 4° + 4°Vyt") +4 (55-35) as|° 
Wegen der leicht zu verifizierenden Identitat 
(95) MTs =i" = lz |; konj 
kann man u” auch in der Gestalt 
> , . “ -» 0 |dy|. ‘ 
(96) u’= 8°06" +3 $y |de\? kon}. 


schreiben, die sich auch direkt aus (77) und (92) ergibt. Aus (94) und 
(96) geht hervor, daB u«” die zur U, unitarorthogonale Komponente des 
Vektors #°%,¢" oder auch des Vektors i“V,i" ist. Im Gegensatz zur 
Riemannschen Geometrie hat i*V,i” aber auch eine Komponente én der U,. 
Es sei hervorgehoben, daB u” nicht genau mit dem Kriimmungsvektor der 
Riemannschen Geometrie korrespondiert, weil er bei Anderung des Para- 
meters y nicht invariant ist, sondern den Faktor e*’* bekommt”*). 

*” und w” sind also von der Wahl des Parameters abhangig. Dagegen 
sind die beiden einfachen Bivektoren 7°‘ baw. U"‘ der X,,, die sich aus 
t’ bzw. u” in der im § 3 unter C angegebenen Weise bilden lassen, unabhangig 
von dieser Wahl. J°° ist der Einheitsbivektor der U,, U°‘ kénnte man 
den Bivektor der ersten Kriimmung nennen. Die aus ¢’ bzw. uw” in der 


1 2 2 
im § 3 unter B angegebenen Weise hervorgehenden Vektoren i‘, i° bzw. us, us 
drehen sich bei Anderung des Parameters in der Ebene von J°* bzw. U" 
uber die Winkel 9, —p bzw. 29, —2 9. 


Aus (90) folgt unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB H,;;” 
mit dem Index » unitarorthogonal zur U, ist, als n. und h. Bedingung fiir 





*) Weil in der Riemannschen Geometrie g = 0 (mod z) ist, ist dort e*‘*=1, 
so daB u” dort von der Wahl des Parameters unabhingig ist. 


‘ 
i 
f 
» 
7 








— 


| 
| 
| 
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eine geodatische U,, daB eine Gleichung besteht von der Form 


d* x” » dz* dx* dx” 


(97) dy dy dy ay 


konj. 


Die Form dieser Gleichung ist unabhingig von der Wahl des Parameters 
und dieselbe wie in der Riemannschen Geometrie. Zwischen « und y be- 
steht wegen (902) die Beziehung 


(98 ) a = — 2 log | SY 





Man kann nun die Frage stellen, ob es méglich ist, wie in der 
Riemannschen Geometrie, statt y einen natiirlichen Parameter 1 einzufiihren, 
d. i. ein Parameter, fiir welchen das zugehérige « verschwindet, und der 
selbstverstandlich eine analytische Funktion von y sein muB***). Aus (97) 
und (98) folgt 

dt @ 


(99) wtee log | 44|"— 0; konj. 
mit dem ersten ioaed 
dr _,\| dy Tl ° 
(100) Fe +o(9)|-ge| + konj. 
Da + analytisch in y sein soll, gibt es dann und nur dann eine Lésung, 


-2 
wenn 9(9 4y\"" analytisch in y ist. Dies ist dann und nur dann der 
ds yt y 


Fall, wenn — lo, Fal analytisch in 7 ist, also wenn Fal das Produkt 
? ay g ds | yt i] ° ds 
einer analytischen Funktion von y mit einer analytischen Funktion von 7 


ist, und es ist dann 








(101) +; 89 (9) = J og| $2)"; kon}. 


Ist die Existenz von o(¥) gesichert, so existiert also auch der natiirliche 
Parameter t. Setzt man in diesem Falle 














(102) z=JSGly)dy; 2=JSo(y)ay 
so ist 

; dx dz|dy|-*. dt _ dz\|dy|~* 
(103) dy dy ‘ae ; dy = dy de ’ 
woraus folgt 
(104) dt dz dt dz ag 


dy dy dy dy 
wo c® eine reelle Konstante ist, weil das linke Glied nicht von ¥ und das 


193) Zusatz bei der letzten Korrektur 25. 3. 1930: Die hier folgende Rechnung 
kann erheblich gekiirzt werden. 
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rechte nicht von y abhingen kann und die Glieder iiberdies konjugiert 
komplex sind. Aus (100) folgt 





dt. dy | dy |~*. , 
(105) foal i de | ; konj. 
oder 
(106) dtdt =c* ds’. 


Ersetzt man t durch cr, so kann man erreichen, daB (das neue) c 
gleich 1 und somit 


(107) bt 


| ds| 
wird. Aus (107) folgt, daB, sofern natiirliche Parameter iiberhaupt vor- 
handen sind, ein solcher stets normiert, d. h. der Gleichung (107) geniigend, 
angenommen werden kann, und daf je zwei natiirliche Parameter, wie in 
der Riemannschen Geometrie, durch eine Gleichung der Form 


(108) ‘c=at+b; konj. 


=] 


verkniipft sind, wo a und b konstant sind und |a|=1 wird, wenn es 
sich um zwei normierte Parameter handelt. Der zu einem normierten 
Parameter gehérige Einheitsvektor bekommt die einfache Form 


(109) "= | 





qr konj. 
Dieser Vektor ist also analytisch und bis auf einen auf der U, konstanten 
unimodularen Faktor bestimmt, und dasselbe gilt fiir den zugehdrigen 
Kriimmungsvektor, der ebenfalls, wie aus (94) hervorgeht, eine sehr ein- 
fache Gestalt bekommt: 
(110) tu” = i057 + iM Dyas =" 5 kon). 
Weil dann aber gjy aus einem analytischen 1-Bein hergestellt werden 
kann, ist die Ubertragung in der U, nach dem im § 5 bewiesenen Satz 
analytisch und integrabel, die U, also (unitar-) ewklidisch. 

Ist umgekehrt die in der U, induzierte Ubertragung analytisch und 
folglich auch integrabel, so gibt es nach dem oben erwahnten Satz einen 
solchen analytischen Einheitsvektor j,, dab 


(111) gim = jam 
und folglich auch 
(112) 911 = is (y) 41(9) 


ist. Setzt man somit 
(113) t(y)=Jis(y)dy; ‘konj. 











OT 














Unitaére Geometrie. 343 





so ist 

,.__|dy|"*__ de dz 
(114) 911 =| = dy ay’ 
und demzufolge 
(115) ds* = drdt, 


so daB rt in der Tat ein normierter natiirlicher Parameter ist. Es besteht 
also folgender Satz: 

Auf einer U, in U,, gibt es dann und nur dann einen natiirlichen 
Parameter, wenn die U, euklidisch ist. 

Da in der Riemannschen Geometrie die auf einer Kurve induzierte 
Ubertragung immer integrabel, die Geometrie auf der Kurve selbst somit 
stets euklidisch ist, ist die Analogie zwischen der V, in V,, und der eukli- 
dischen U, in U,, eine vollkommene. 


Betrachten wir jetzt den Fall einer topologisch eindimensionalen 
Kurve in der U,. Ist s die mittels (60) auf der Kurve definierte uni- 
tire Bogenlinge, so ist «*=dz"/ds der unitére Einheitsvektor in der 
Tangente und 


(116) w= 2 rey ye HO ry ee, pony, 
der zu ¢” unitérorthogonale Kriiramungsvektor der Kurve. Zu diesem 
Falle gelangt man auch von der allgemeinen U, aus, indem man nur die 
Punkte derselben betrachtet, wo y reell ist. In (94) verschwindet dann 
namlich das Korrektionsglied und es wird dt = ds. 

Ist auf einer U,, in U, entweder eine Kurve oder eine euklidische U, 
gegeben, so gibt es zwei Kriimmungsvektoren, der absolute, u’, in bezug 
auf U, und der relative, u’”, in bezug auf U,: 


(117) ul!” = 6*0. 8" + ous", 

und aus (76) folgt die auch in der Riemannschen Geometrie giiltige Gleichung 
(118) w= ul? i" eH ;”, 

woraus wir die Siatze ablesen: 


Der absolute Kriimmungsvektor einer Kurve bzw. einer euklidischen 
U, in U,, ist dann und nur dann unitdrorthogonal zur U,,, wenn die 
Kurve bzw. die U, geoddtisch in U,, tst. 

Der absolute Kriimmungsvektor einer Kurve bzw. einer euklidischen 
U, in U,, liegt dann und nur dann in der U,,, wenn ii" Hy” tiberall 
verschwindet. 
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Verschwindet w” fiir alle ( topologisch eindimensionale ) Kurven einer U,,, 
so ist die U,, geoditisch. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn H,; ;)’ 


verschwindet. H,,” selbst braucht aber nicht zu verschwinden, da H,; ;)”, 
wie (89) lehrt, von S;," abhiangt. 


§ 8. 
Die X,, der reellen Punkte der U,, in X2,,. 
Allgemeiner kann man in der X,,, eine durch 2 Parametergleichungen 
mit m reellen Parametern gegebene X,, untersuchen und die Kriimmungs- 


theorie dieser topologisch m-dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickeln. 
Wir wollen hier nur den Fall der X, betrachten, die den in den Koordi- 
naten x reellen Punkten der U, entspricht, und in der X,, festgelegt ist 
durch die 2n Gleichungen 


(119) xa Soe 


mit den n reellen Parametern z. Natiirlich legen wir von jetzt an reelle 
Transformationen der z zugrunde, da sonst die X, nicht invariant wire. 


Beim Ubergang von den Koordinaten x, z zu Z, x transformieren sich 
die Bestimmungszahlen der GréBen der X,, mit Hilfe der folgenden Be- 
stimmungszahlen von A: 

(120) Ay, — ¢ Aj, 2 Ay’ * 2 Ay! * Ali * + 6 Aly * 2 AN * — 2 Af! #9. 
Infolgedessen ist 
a at ee & Iau i 9im>? 
92, i Gundy & *(9,,, ry 9im)> 
und es gilt also der Satz: 
Die Parameterlinien von x sind dann und nur dann senkrecht zur xX, 


die das Reelle der U,, abbildet, wenn der Fundamentaltensor g,,, im Reellen 
der U,, reell ist. 


Wir spannen jetzt die X, der reellen Punkte der U, ein mit Hilfe 
der Parameterlinien von z. Dann ergibt sich 


(121) 


(122) Bi * BY * By * BY * 5 0; 


”) Die = in (119) bis (125) geben an, wie es in FuBnote ™) festgesetzt wurde, 
da8 diese Formeln nicht invariant sind bei beliebigen analytischen Transformationen 
der x. Alle diese Gleichungen sind aber invariant bei reellen Transformationen der z. 





_— _ a a 
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und 
A,i" * Hai’ * H,i" = Mai” = 
(133) 2 _ ai" 2 — mi" 2 —H" 2 — mai N22 (M.— Ti). 
Ist nun g,, im Reellen der U, reell, so ist 
(124) lp = 98,9 n=O AN n+ 9” AL ep Giy> 
Dim= 9°" Oy Ine 9" AW 8s, Ing +9" Au Ire 


Da aber das erste Glied rechts im Reellen reell ist, folgt bei Subtraktion 
unter Beriicksichtigung von (120) im Reellen: 


r N A» 1 aN 
(125) ri, — Tam “tig 0, Mat 59 04, 9ra° 


Nun verschwindet nach Voraussetzung @, (9,4 —9,,)- Sind also die 
9,4 nicht nur im Reellen reell, sondern euSerdem analytische Funktionen 


der x, so verschwindet infolge der Gleichungen von Cauchy-Riemann 
auch @, (9,4 +9,,) und damit die rechte Seite von (125). Es gilt also 
der Satz: 


Ist der Hermitesche Fundamentaltensor g,,, im Reellen reell und sind 


auferdem seine Bestimmungszahlen analytische Funktionen der x, 80 ist 
die X,, die das Reelle der U,, in der X,,, abbildet, in dieser X,,, geoddtisch 


in bezug auf die Ubertragung mit den Parametern I’) = g”*2, Pra 


Die Analytizitat der g,, bringt, wie wir sahen, mit sich, daB die zu- 
gehérige Ubertragung integrabel ist. Da aber das Reelle der U, sich in 
einer geodiatischen X, abbildet, wird in dieser X, ebenfalls eine integrable 
Ubertragung induziert. Der zu dieser integrablen Ubertragung gehdrige 
Hermitesche Fundamentaltensor ist reell und somit gleichbedeutend mit 
einem gewoéhnlichen Fundamentaltensor, sofern nur reelle Koordinaten- 
transformationen zugelassen werden. Wir sind also zu einer Mannigfaltig- 
keit mit einer reellen metrischen Ubertragung gelangt, d. h. eine (nicht 
notwendig symmetrische) Ubertragung mit reellen Parametern, die einen 
gewohnlichen reellen Fundamentaltensor konstant la8t. Ist umgekehrt eine 
Riemannsche Geometrie mit Ferniibertragung gegeben mit der Eigenschaft, 


daB die n Einheitsvektoren u, eines durch die Ferniibertragung zustande 
kommenden und somit bei dieser Ubertragung konstenten n- Beinfeldes 


analytisch sind, so ist auch der nach (8) aus den w, und den ua gebildete 
Hermitesche Tensor g,,, konstant und unabhingig von der Wahl der 
Einheitsvektoren und infolge des im § 2 bewiesenen Satzes gilt die Glei- 
chung (15). 


Mathematische Annalen. 103. 23 
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Zusammenfassend kénnen wir also den Satz aufstellen: 


Ist in einer X, ein Hermitescher Fundamentaltensor gegeben, der den 
Gleichungen (15) gentigt und dessen Bestimmungszahlen im Reellen reell 
sind, so ist hierdurch im Reellen eine Riemannsche Geometrie mit Fern- 
tibertragung eindeutig festgelegt, und die n Hinheitsvektoren eines durch 
die Ferniibertragung zustande kommenden n-Beinfeldes sind analytisch. 
Ist umgekehrt eine solche Riemannsche Geometrie mit Ferniibertragung 
gegeben, daB die n Hinheitsvektoren eines durch die Ferniiberiragung zu- 
stande kommenden und somit bei dieser Ubertragung konstanten n-Bein- 
feldes analytisch sind, so ist hierdurch ein Hermitescher Fundamental- 
tensor, der den Gleichungen (15) geniigt, eindeutig festgelegt. 


(Eingegangen am 12. 9. 1929.) 

















Die kleinste Bedeckungszahl! innerhalb einer Klasse 
von Flichenabbildungen. 


Von 


Hellmuth Kneser in Greifswald. 


Bedeckungszahl einer stetigen Abbildung einer zusammenhaingenden 
geschlossenen Flache F auf eine andere @ heife die kleinste Zahl n derart, 
daB auf ein Teilgebiet von G genau n Teilgebiete von F, und zwar jedes 
eineindeutig, abgebildet sind, sonst aber kein Punkt von F. Sind F und G 
orientierbar, so hat man im Betrage des Abbildungsgrades eine untere 
Schranke fiir die Bedeckungszahl, die nur von der Abbildungsklasse') ab- 
hangt, also eine untere Schranke fiir die kleinste bei irgendeiner Abbildung 
der Klasse vorkommende Bedeckungszahl. In meiner Arbeit ,,Glattung von 
Flachenabbildungen“*) konnte ich feststellen, daB bei orientierbaren Flachen *) 
diese Schranke die wahre ist: in jeder Klasse gibt es eine Abbildung, 
die auf ein Teilgebiet von G genau so viele Teilgebiete von F — und 
zwar jedes einzelne topologisch — abbildet, wie der Betrag des Abbildungs- 
grades angibt, sonst aber keinen Punkt. 

Ganz ahnlich liegt die Sache, wenn man auf die Orientierbarkeit ver- 
zichtet. Verfeinerte Begrifisbildung fiihrte Herrn H. Hopf — wie er mir 
brieflich mitteilte — dazu, auch hier jeder Abbildungsklasse eine Zahl, den 
Absolutgrad, zuzuordnen, die eine untere Schranke fiir die Bedeckungszahl 
darstellt. Herr Hopf konnte auch beweisen, daS bei Mannigfaltigkeiten 
einer von Zwei verschiedenen Dimension in jeder Klasse eine Abbildung 
vorhanden ist, deren Bedeckungszahl gleich dem Absolutgrad der Klasse ist. 
Die vorliegende Arbeit zeigt, daB der eben ausgesprochene Satz auch fiir 
die Dimension Zwei, auch bei Flachen gilt. Mit Methoden, die nichts 





1) Zwei Abbildungen gehéren zu derselben Klasse, wenn sie verbunden werden 
durch eine von einer Veranderlichen stetig abhingende Schar stetiger Abbildungen. 

*) Math. Annalen 100 (1928), S. 609—617; im folgenden immer mit ,,GI.“ zitiert. 

*) Auch der Fall, daB @ nicht orientierbar ist, hatte nur eine geringe Abinde- 
rung des Ergebnisses und Beweises mit sich gebracht. 


23* 
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sind als eine Weiterbildung der in Gl. angewandten, gelingt es, eine 
gegebene Abbildung stetig abzuandern und schlieBlich in eine Gestalt 
zu bringen, an der der Absolutgrad leicht abgelesen und seine Uberein- 
stimmung mit der Bedeckungszahl festgestellt werden kann, eine Gestalt, 
die vielleicht auch sonst von Nutzen sein kann. 

Nebenbei ergibt sich eine Ungleichung zwischen der kleinsten Be- 
deckungszahl und den Eulerschen Charakteristiken der beiden Flichen, die 
als eine Erweiterung einer bekannten Formel von Hurwitz aus der Theorie 
der algebraischen Gebilde angesehen werden kann. 


§ 1. 
Vorbereitung. 


Die vorbereitende Behandlung einer gegebenen Flachenabbildung in 
GI. §§ 1 bis 3 fiihrte zu dem folgenden Ergebnis‘): 

Gegeben ist eine stetige Abbildung einer zusammenhangenden ge- 
schlossenen Fliche F auf eine andere G. Auf den Flachen F und @ wird 
eine euklidische oder nichteuklidische MaSbestimmung eingefiihrt und die 
Flachen in (im Sinne dieser MaSbestimmung geradlinige) Dreiecke zerlegt. 
Ist das Dreiecksnetz fein genug, so gibt es in der Klasse der gegebenen 
Abbildung eine andere, die jede Ecke des Dreiecksnetzes von F auf eine 
Ecke von G abbildet, jede Seite entweder (Vollsette) auf eine Seite oder 
(Eckenseite) auf eine Ecke von G, jedes Dreieck entweder (Volldreieck) 
auf ein Dreieck oder (Settendreieck) auf eine Seite oder (Eckendreieck) 
auf eine Ecke von G. Die Abbildungen der Dreiecke sind ausgeartete oder 
nicht ausgeartete Kollineationen; die Mitte jeder Vollseite ist auf die Mitte 
der Bildseite abgebildet. Eine solche Abbildung heiSt normal; sie ist durch 
die Bilder der Ecken von F vollkommen bestimmt. 

Wie in Gl., so wird auch hier die Abbildung schrittweise abgeindert. 
Ist A, die Abbildung vor, A, die nach der Anderung, so werden immer 
A, und A, so wenig voneinander verschieden sein, daB die Bildpunkte 
eines Punktes p von F bei A, und A, durch eine eindeutig und stetig 
von p abhangende gerade Strecke in G@ verbunden sind. Lat man jeden 
Bildpunkt mit fester Geschwindigkeit seine Strecke durchlaufen, so wird 
damit A, durch eine stetige Schar stetiger Abbildungen mit A, verbunden: 
beide Abbildungen gehéren zur selben Klasse. 

In Gl. §3 wurden ferner die Ketien eingefiihrt. Eine auf eine be- 
stimmte Seite s von G@ abgebildete Kette ist eine einzige Vollseite oder 


*) In Gl. waren zwar die Flichen F und G als orientierbar vorausgesetzt; beim 
Beweis der hier aufgefiihrten Saitze wurde aber davon kein Gebrauch gemacht. Im 
Falle der projektiven Ebene sollen die Durchmesser der Dreiecke kleiner als 2:6 sein. 
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eine in sich zuriicklaufende oder mit Anfang und Ende versehene Folge 
von Seitendreiecken, von denen jedes mit dem folgenden eine Vollseite 
gemeinsam hat. Es zeigte sich (Gl. §3), daB in jeder Klasse eine Ab- 
bildung ohne ,,Ketten zweiter Art“ (,,Falten“) vorhanden ist, bei der also 
jede Kette entweder von erster Art ist, d.h. mit den beiden duSersten 
Vollseiten an zwei Volldreiecke grenzt, die verschiedene Bilder haben (und 
zwar sind dies natiirlich die beiden an die Bildseite s anstoBenden Drei- 
ecke von G@), oder von der dritten Art ist, d.h. in sich zuriicklauft. 

Biindel hieB in Gl. ein gréBter zusammenhingender Teil der Urbild- 
menge einer Ecke von @. Dort wurde (8.615, letzter Absatz) die Ab- 
bildung in der Umgebung eines Biindels in bestimmter Weise abgeindert. 
Dies geschehe nun der Reihe nach bei allen Biindeln. (Neue Biindel ent- 
stehen dabei nicht.) Dadurch wird zweierlei bewirkt. Erstens ist nunmehr 
jedes Biindel eine im allgemeinen berandete Flaiche; denn wie Fig. 5 aus 
Gl. lehrt, hangt an jeder nicht inneren Ecke eines Biindels genau eine 
Folge von (zwei, drei oder vier) Biindeldreiecken, die der Reihe nach mit 
Seiten aneinandergrenzen. Zweitens bilden die Eckenseiten einer Kette 
zwei, je auf einen Endpunkt der Bildseite abgebildete, Ziige (mit Anfang 
und Ende bei der ersten Art, geschlossen bei der dritten), mit denen sie 
an je ein Biindel angrenzt. 


§ 2. 
Beseitigung der Ketten dritter Art. 


Es sei 6 ein Biindel, p sein Bildpunkt. Das Biindel b grenzt mit 
einer seiner Randkurven entweder an eine Kette dritter Art oder an eine 
in sich zuriickkehrende Folge von Ketten erster Art. Jede von ihnen 
grenzt mit ihren beiden dufersten Vollseiten an je ein Volldreieck und 
dieses wieder mit seiner anderen von b ausgehenden Seite an die im 
Sinne des Umlaufs um die Randkurve von b nichste Kette erster Art. 
So entsteht an der Randkurve ein Kranz aus einander abwechselnden 
Volldreiecken und Ketten erster Art. Zwei aufeinander folgende Volldrei- 
ecke sind abgebildet auf zwei bei p gelegene, im Sinne der Umkreisung 
von p aufeinander folgende Dreiecke. Wird der Punkt p von dieser 
Dreiecksfolge k-mal umkreist, so heiBt der Kranz ein k-facher. 

Sind keine Volldreiecke vorhanden, so hat die Abbildung die denkbar 
kleinste Oberdeckungszah! Null. 

Sind Volldreiecke und Ketten dritter Art vorhanden, so soll jetzt die 
Zahl der letzteren um Eins vermindert werden. In diesem Falle gibt es, 
da F zusammenhiangend ist, mindestens ein Biindel — es heiBe 6 —, an 
das ein Kranz / und eine Kette dritter Art k angrenzt. Die Kette k 
fiihre von 6 nach dem Biindel 6’ mit dem Bildpunkt p’. Im Kranz / 
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gibt es mindestens eine Kette erster Art k,, deren Bild die Seite pp’ ist. 
Durch Ubergang zu einer feineren Dreiecksteilung von F — Fig. 1 zeigt 
sie im ungiinstigsten Falle — und Abanderung der Abbildung — die neuen 
Ecken v und wu’ werden auf p bzw. p’ abgebildet — bewirkt man zunichst, 
daB in k, an den beiden Langseiten tt’ und ww’ zwei aus je zwei 
Dreiecken bestehende Streifen tt’ u’u und 
ww'v'v ohne gemeinsamen Punkt liegen. 
Dann trenne man durch einen, bis auf die 
Endpunkte ganz im Inneren von 6b ver- 
laufenden, Seitenzug s von ¢ nach w einen 
die Miindung der Kette k, aber die keiner 
anderen Kette dritter Art enthaltenden und 
lings tuvw an k, grenzenden Teil von 6 ab®). Ferner sorge man, wenn 
nétig, durch weitere Dreiecksteilung innerhalb des Biindels 6 dafiir, daB 
die an s anstoBenden ‘Dreiecke von c¢ einen Streifen bilden, der gegen 
den Rest von ¢ durch einen einfachen Seitenzug abgegrenzt wird. SchlieB- 
lich andere man die Abbildung dahin ab, daB alle Ecken vonec auBer den zu 
8 gehérigen auf p’ abgebildet werden, statt wie bisher auf p. 

Die so gewonnene neue Abbildung gehért zur selben Klasse w wie die 
alte und unterscheidet sich von ihr im folgenden. Vom Biindel db ist der 
Teil ¢ abgetrennt; der Rest ist immer noch eine berandete Fliche. Zum 
Biindel b’ ist k, ein Teil von k, und ein Teil von c hinzugekommen, wo- 
durch es méglicherweise mit einem anderen auf p’ abgebildeten Biindel 
verschmilzt; jedenfalls ist das neue Biindel wieder eine berandete Flache. 
An die Stelle von &, tritt eine neue Kette erster Art, bestehend aus den 
Resten von c und k. Die Kette dritter Art k ist als solche verschwunden. 
Es ist also wirklich eine Abbildung erreicht mit denselben allgemeinen 
Eigenschaften, aber mit einer Kette dritter Art weniger. Wiederholt man 
das Verfahren, so ergibt sich schlieBlich eine Abbildung derselben Klasse 
ohne jede Kette dritter Art. 


w tu wtue uw 






































t’ nm’ t vn’ tu’ v'n’ 
Fig. 1. 


§ 3. 
Wesentliche und unwesentliche Biindel. 


Ein Biindel heiBe unwesentlich, wenn es eine Elementarflaiche ist und 
sein (da diese nur eine Randkurve hat, einziger) Kranz einfach ist. Jedes 
andere Biindel heiBe wesentlich. 


®) DaB dies méglich ist, zeigt sich folgendermaBen: Man verbindet etwa v mit 
einer Ecke g an der Miindung von & durch einen einfachen Seitenzug z im Inneren 
von b und fiihre s dicht bei dem folgenden Seitenzug: von ¢ nach v; z; Umlauf um &;z; 
von v nach w. 
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Es sol! gezeigt werden, daB in jeder Klasse, deren kleinste Bedeckungs- 
zahl nicht Null ist, eine Abbildung mit allen bisher erreichten Eigen- 
schaften, aber mit héchstens einem wesentlichen Biindel vorhanden ist. 

Sind mehrere wesentliche Biindel vorhanden, so suche man einen 
Seitenzug auf F, der zwei von ihnen, }, und b,, verbindet und méglichst 
wenig Vollseiten enthalt®). Dieser beriihrt kein anderes wesentliches Biindel 
und iiberhaupt kein Biindel zweimal; sonst lieBe er sich durch einen 
anderen mit weniger Vollseiten ersetzen (vgl. Gl. S. 614). Nun sei }’ das 
auf diesem Zuge auf b folgende Biindel; p, und p’ seien die Bildpunkte 
von b, und 0’; sie sind die Endpunkte einer Seite von G. Eine Vollseite 
verbindet b, und 6’; sie gehért einer Kette erster Art k, an, die auf die 
Seite p, p’ abgebildet ist. Von p, mégen / Seiten ausgehen; sie seien um- 
laufend von 1 bis / numeriert. Die erste sei p, p’; die Nummer wird im 
folgenden als oberer Zeiger angehingt. In einem m-fachen Kranz von 6, 
folgen dann Im Ketten erster Art ki (4 modl; «mod m) aufeinander in 
der Reihenfolge ki, ..., ki; k2,..., ks; ...; kA, ..., ky. Die Kette ki ist auf 
die 4-te von p, ausgehende Seite abgebildet. Jede Kette k) wird ebenso 
vorbereitet wie die Kette k, in §2. Dann stéBt sie mit einem Strecken- 
mg t,u,v,w, an b,. Die vier Punkte sollen im Sinne des Umlaufs 
um den Kranz in der angegebenen 
Reihenfolge liegen; zwischen u, und v, 
kénnen noch weitere Ecken liegen. An 
der anderen, auf p’ abgebildeten Schmal- 
seite von ky liegen entsprechend die 
Ecken t/,, u/,, vj, und w), und an beiden 
Langseiten ¢, t) und w, w;, von ki. legen 
die beiden, aus je zwei Dreiecken 
bestehenden Sfreifen ¢, t’ ui u, und 


w,W,v,v,- Jetat trenne man. durch 
m einfache Seitenziige s, von w, nach 
toy, (“=1,...,m) m Elementarflachen 
E,, von b, ab, sorge, wenn ndtig, durch 
verfeinerte Teilung dafiir, daB die an 
die Ziige s, anstoBenden Dreiecke m einander nicht beriihrende Streifen E; 
(vgl. Fig. 2) bilden, d. h. Elementarflichen, begrenzt von s,, den Seiten v, w, 
und ¢, ,,%,,,, und einem Seitenzug s/, derart, daB jedes Dreieck von E, eine 


Seite auf s, und die gegeniiberliegende Ecke auf s/ hat oder umgekehrt. 





Fig. 2. 


®) Das laBt sich mit endlich vielen Schritten ausfiihren, obwohl hier aus einer 
unendlichen Gesamtheit nach einer Kleinstforderung auszuwahlen ist; man kann ném- 
lich an Hand der vorliegenden Gestalt aller Biindel leicht von vornherein die gesamte 
Seitenzahl des Zuges nach oben beschrianken. 
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Hat man diese Vorbereitungen bei jedem Kranze des Biindels }b, 
getrofien, so bleibt von b, nach Abtrennung aller Elementarflachen EZ und FE’ 
ein Rest ¢ iibrig, der iibrigers wieder eine berandete Flache und mit b, 
homéomorph ist. Jetzt kann man die Abbildung dahin abandern, dab 
nunmehr alle Ecken von c auf p’ abgebildet werden statt wie bisher auf p,. 
Die so entstehende neue Abbildung ist wieder normal und hat dieselben 
allgemeinen Eigenschaften wie die alte, unterscheidet sich aber von dieser 
in den folgenden Punkten. An die Stelle der Ketten k) treten m neue 
Ketten erster Art, k’. Die Kette k* besteht aus je einem, an v, w, 
bzw. t,,,u,,, anstoBenden Teil von k; und es und aus £’. Auf p, 
abgebildet ist nicht mehr die ganze Fliche b,, sondern nur noch die m 
Elementarflachen E,. Von E, gehen die Ketten es ie ..., ki, aus; das 
von E, gebildete neue Biindel hat also einen einfachen Kranz, ist also 


unwesentlich. Der Rest c und die mittleren Teile von ki,..., k,, sind auf 
p’ abgebildet und daher mit all den Biindeln, mit denen b, durch a 


verbunden ist, mindestens also mit 6’, zu einem einzigen Biindel bj ver- 
schmolzen. Sonst hat sich nichts geiindert. Wire nun das Biindel b{ un- 
wesentlich (tatsichlich ist es immer wesentlich), so ware die Zahl der 
wesentlichen Biindel um mindestens Eins verringert. Dasselbe gilt, wenn b’ 
ein wesentliches Biindel war, d. h. wenn es mit b, zusammenfiel und daher 
der anfangs aufgesuchte Seitenzug von b, nach b, nur eine Vollseite ent- 
hielt. Sonst aber wird jetzt das wesentliche Biindel 6; mit 6, durch einen 
Seitenzug mit weniger Vollseiten als anfangs verbunden. Durch Wieder- 
holung des Verfahrens kann also die Zahl der wesentlichen Biindel ver- 
mindert werden, solange sie gréBer als Eins ist. Jn jeder Klasse gibt es 
eine Abbildung mit der Bedeckungszahl Null oder eine Abbildung ohne 
Ketten zweiter und dritter Art und mit héchstens einem wesentlichen 
Biindel. 

§ 4. 


oS 


Orientierung am Biindel. 


Ist das nunmehr einzig vorhandene wesentliche Biindel b orientierbar, 
so werde eine Orientierung in ihm festgesetzt und auf die an é anstoBen- 
den Dreiecke Ap von F iibertragen. Ebenso werde auch in den an den 
Bildpunkt p anstoBenden Dreiecken 4g von G eine Orientierung fest- 
gesetzt. Ein Volldreieck 4p, dessen Orientierung durch die Abbildung in 
die des Bilddreiecks iibergeht, heiBe positiv; geht sie in die entgegen- 
gesetzte iiber, so heiBe es negativ. Kehrt man eine der beiden Orientie- 
rungen um, so wird jedes positive Dreieck negativ, jedes negative positiv. 
Sind alle an b anstoBenden Volldreiecke positiv oder alle negativ, so heiBt 











Bedeckungszahl bei Flachenabbildungen. 3538 


das Biindel b einsinnig, sonst doppelsinnig. Ein- und Doppelsinnigkeit 
eines Biindels sind unabhingig von der Auswahl der Orientierungen. Zwei 
Volldreiecke 4p, die nur durch eine an 6b anstoBende Kette erster Art 
getrennt werden, sind beide positiv oder beide negativ (vgl. Gl. Fig. 2); 
dasselbe gilt demnach fiir irgend zwei Volldreiecke desselben Kranzes. 
Insbesondere ist ein orientierbares Biindel mit nur einem Kranz immer 
einsinnig. 

Hat eine Abbildung ohne Ketten zweiter Art ein orientierbares doppel- 
sinniges Biindel, so wahle man aus einem Kranze positiver und einem 
Kranze negativer Volldreiecke je eines, dessen Bild beide Male dasselbe 
Dreieck von G ist. Auf diese beiden Dreiecke ist die Reduktion von Gl. 
8.615 bis 616 anwendbar; sie fiihrt zu einer Abbildung mit kleinerer 
Bedeckungszahl, und der ganze ReduktionsprozeB von Gl. §§ 2 bis 3 und 
§§ 1 bis 3 der gegenwartigen Arbeit beginnt von neuem. 

Ist ein nicht orientierbares Biindel 6 mit einem mehrfachen Kranz 
oder mit mehreren Kranzen vorhanden, so gilt dasselbe. Dann gibt es 
nimlich zwei an 6 anstoBende, auf dasselbe Dreieck von G abgebildete 
Volldreiecke. Verbindet man sie durch zwei Dreiecksketten iiber b, die 
zusammen einen die Orientierung umkehrenden Weg auf b ergeben, so 
ist eine von ihnen von der Art, wie es in GI. 8.616 benétigt wird, und 
wieder erhilt man eine Abbildung derselben Klasse mit kleinerer Be- 
deckungszahl. 

Da die Verkleinerung der Bedeckungszahl nur endlich viele Male statt- 
finden kann, findet das Verfahren sein Ende, und es folgt: 


In jeder Abbildungsklasse gibt es entweder eine Abbildung mit der 
Bedeckungszahl Null oder eine Abbildung ohne Kette zweiter und dritter 
Art und mit héchstens einem wesenilichen Biindel, das entweder orientierbar 
und einsinnig ist oder nicht orientierbar ist und nur einen, und zwar 
einen einfachen Kranz hat. 


§ 5. 
Weitere Glaittung. 


Es ist fiir das Folgende niitzlich und lohnt sich wohl auch sonst, die 
bisher gewonnene Abbildung noch weiter abzuandern, so daB sie in weitem 
Umfange im Kleinen eineindeutig wird. Bezeichnet man nimlich einen 
Punkt von F als reguldr, wenn eine Umgebung eineindeutig abgebildet 
wird, und sonst als singuldr, so sind bei der jetzt erreichten Gestalt der 
Abbildung nur die inneren Punkte der Volldreiecke regular. In allen Punkten, 
die nicht zu dem einzigen etwa noch vorhandenen wesentlichen Biindel 
gehéren, laBt sich aber leicht Regularitat herstellen. Zu diesem Zwecke 
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beschreibt man um jede Ecke p von G ein kleines konvexes Vieleck, das 
in jedem an p anstoBenden Dreieck genau eine Ecke hat. Dann liegt in 
jedem Dreieck von @ bei jeder Ecke eine neue Ecke; das von ihnen ge- 
bildete Dreieck heiBe das verkleinerte Dreieck. An jeder Seite von @ liegt 
an jedem Ende beiderseits je ein Punkt; diese vier Punkte bilden ein 
konvexes Viereck mit zwei langen und zwei kurzen Seiten. 

Nun bilde man jedes Volldreieck von F eineindeutig statt auf ein 
ganzes Dreieck von G auf das zugehérige verkleinerte Dreieck sinngemaB 
ab, jede Kette erster Art das zu seiner Bildseite gehérige Viereck und 
jedes unwesentliche Biindel auf das um seine Bildecke beschriebene Vieleck, 
achte aber darauf, daB die Abbildung des Randes, soweit sie durch die 
vorhergegangenen Schritte schon festgesetzt ist, beibehalten wird. Von 
dem wesentlichen Biindel schlieBlich trenne man lings der Randkurve jedes 
k-fachen Kranzes einen Ringstreifen ab und bilde ihn eineindeutig ab auf 
eine im Bildpunkt p des Biindels k-fach verzweigte Windungsflaiche iiber 
dem konvexen Vielflach um p, wieder mit Beibehaltung der Randabbildung 
und so, daB die innere Randkurve auf p abgebildet wird. Am Rest des 
Biindels wird nichts geindert. Damit hat man eine Abbildung von einer 
der vier folgenden Arten: 


1. Bedeckungszahl Null; und zwar sind die inneren Punkte der Drei- 
ecke von @ iiberhaupt unbedeckt. 

2. Die Flache F ist eineindeutig auf eine unverzweigte Uberlagerungs- 
fliche von G@ abgebildet. 

3. Die Flache F ist durch eine Anzahl einfacher Kurven zerlegt in 
einen orientierbaren Teil b und eine Anzahl Restflachen. Der Teil b ist 
abgebildet auf einen Punkt p von G; ersetzt man ihn durch so viel Punkte, 
wie er Randkurven hat, so erfihrt die entstehende (nicht notwendig zu- 
sammenhangende) Flache eine Abbildung auf G, deren Umkehrung héchstens 
in den neu eingefiihrten Punkten nach Art einer Riemannschen Fliche 
verzweigt ist. Ubertrigt man eine Orientierung von b auf eine Umgebung 
von 6, so werden alle Teile der Umgebung mit derselben Orientierung in 
eine Umgebung von p abgebildet. 

4. Die Flaiche F wird durch eine einfache Kurve zerlegt in einen 
nicht orientierbaren Teil 6 und einen Rest. Der Teil 6 wird auf einen 
Punkt p von G@ abgebildet, der Rest auf eine unverzweigte Uberlagerungs- 
fliche von @ eineindeutig mit der einzigen Ausnahme, daB die ganze 
Trennungslinie auf einen Uberlagerungspunkt von p abgebildet wird’). 


*) Der Gedanke liegt nahe, von hier aus zu einer Ubersicht iiber alle méglichen 
Abbildungsklassen einer gegebenen Flaiche a auf eine andere zu gelangen; doch bietet 
dabei der Fall 3 gewisse Schwierigkeiten. Ich gehe darauf nicht ein. 








sae 
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§ 6. 
Die kleinste Bedeckungszahl. 


Der Fall 1 des letzten Ergebnisses ist fiir das Folgende trivial und 
bleibe auBer Betracht. In den iibrigen Fallen bildet die soeben hergestellte 
Abbildung auf jeden Punkt von G mit héchstens einer Ausnahme dieselbe 
Anzahl n von Punkten von F ab. Auf Grund gewisser Begriffsbildungen 
und Satze von H. Hopf zeigt sich, daB diese Zahl, die Bedeckungszahl der 
besonderen Abbildung, zugleich die kleinste Bedeckungszahl ist, die iiber- 
haupt bei allen Abbildungen derselben Klasse vorkommt. 

Einem Briefe von Herrn Hopf entnehme ich mit seiner freundlichen 
Erlaubnis die folgenden Stellen. Sie fassen Ergebnisse seiner Arbeit ,,Zur 
Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten II“ (Math. Annalen 102, 
8. 562—623) kurz zusammen. 


F und G seien geschlossene Mannigfaltigkeiten derselben Dimension; F ist durch 
eine Abbildung f auf G abgebildet. 


Definition L Zwei auf einen Punkt y von G abgebildete Punkte x,, x, heiBen 
zu einer Schicht gehérig, wenn es einen Weg w von x nach = gibt, dessen Bild f(w) 
(geschlossener Weg in G) auf einen Punkt zusammenziehbar ist. 

Zu jedem Punkt von @ gibt es nur endlich viele Schichten. 


Definition I. f heiBt nicht orientierbar, wenn es in F einen geschlossenen 
Weg gibt, bei dessen Durchlaufung sich die Orientierung umkehrt und dessen Bild 
zusammenziehbar ist; andernfalls heiBt f orientierbar. 


Ist f orientierbar, sind z,, x, wieder zwei Punkte einer Schicht, und ist w ein 
Weg von z, nach x, mit zusammenziehbarem Bild f(w), so ist bei Zugrundelegung 
einer Orientierung der Umgebung von x die durch Fortsetzung lings w in der Um- 
gebung von 2, eingefiihrte Orientierung unabhingig von dem speziellen ‘w. Diese 
Tatsache gestattet die folgende 


Definition III. Bei einer orientierbaren Abbildung f verstehen wir unter einer 
Orientierung der Umgebung einer Schicht Y, solche Orientierungen von Umgebungen 
der Punkte von Y;, die auseinander durch Fortsetzung lings Wegen mit zusammen- 
ziehbaren Bildern hervorgehen. 


Die Umgebung einer Schicht Y, besteht aus einer Anzahl offener Mannigfaltig- 
keiten; fiir jede von ihnen gibt es, falls sie orientiert ist, einen Grad im Punkte y 
(etwa im Sinne meiner Annalenarbeit im Band 100), und falls sie nicht orientierbar. 
ist, eine Paritét. Ist f orientierbar, so lassen sich die Orientierungen der Umgebungen 
der verschiedenen Komponenten einer Schicht nach Definition [III miteinander ver 
binden, und die Summe der Grade der Umgebungen der Komponenten von Y; ist bis 
auf das Vorzeichen bestimmt; wir nennen die Summe kurz den Grad _ ,,der“ Um- 
gebung von Y;; ist f nicht orientierbar, so nennen wir die Paritét der analog ge- 
bildeten Paritétensumme kurz die Paritét der Umgebung von Y;. Dann setzen wir 
noch fest: 


Definition IV. Unter dem Beitrag der Schicht Y, verstehen wir, falls / 
orientierbar ist, den absoluten Betrag des Grades der Umgebung von Y,, und falls / 
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nicht orientierbar ist, die Zahl 0 oder 1, je nachdem die Paritat der Umgebung 
von Y, gerade oder ungerade ist. 


Definition V. Die Summe der Beitrage der zu dem Punkt y von G gehérigen 
Schichten hei®t der Absolutgrad von f in y; wir bezeichnen ihn mit a,. 


Es gelten folgende Sitze: 
1. a, ist von y unabhingig und darf daher mit a bezeichnet werden. 
2. a ist eine Konstante der durch f bestimmten Abbildungsklasse. 


3. Sind F und @ nicht zweidimensional, so ist a die Mindestzahl von ein- 
eindeutigen Bedeckungen eines Gebietes, die durch eine Abbildung der durch f be- 
stimmten Abbildungsklasse erreicht wird. 


DaB die hier erwahnte Mindestzahl nicht kleiner als a sein kann, hat 
Herr Hopf als selbstverstandlich nicht erwaihnt*). Der von ihm aufgestellte 
Satz 3 prizisiert also eine aus der Definition von a unmittelbar folgende 
Ungleichheit zur Gleichheit. Der von ihm ausdriicklich ausgenommene, seiner 
Methode sich nicht fiigende Fall der Dimensionszahl Zwei ist auf Grund 
des Ergebnisses von § 5 leicht zu bewiltigen. 

Im Falle 1 ist die Bedeckungszahl Null, also auch a = 0. 

Im Falle 2 fihrt jeder Weg in F, dessen Bild in G zusammenziehbar 
ist, zum Ausgangspunkt zuriick; jede Schicht besteht also aus einem Punkt. 
Wegen der Eineindeutigkeit im Kleinen liefert jede Schicht bei der Be- 
rechnung den Beitrag Eins; es ist a=. Dasselbe gilt im Falle 4. 

Der Fall 3 mu8 etwas ausfiihrlicher erértert werden. Ist p der Bild- 
punkt des Biindels 6b und sind g, und g, zwei Punkte von F mit dem- 
selben, von p verschiedenen Bilde g, so heiBe ein Weg w von q, nach q, 
ein Umkehrweg, wenn eine Orientierung 0, einer Umgebung von g, und 
die aus ihr durch Fortsetzung lings w entstehende Orientierung 0, einer 
Umgebung von q, vermége der, in der Umgebung von gq, bzw. q, ein- 
eindeutigen Abbildung in entgegengesetzte Orientierungen der Umgebung 
von q tibergehen. Diese Definition kann auch auf Punktpaare mit dem 
gemeinsamen Bilde p erstreckt werden, sofern keiner der Punkte im Innern 
von 6 liegt, da bei einem Randpunkt von 6 eine geniigend enge Umgebung 
zum Teil auf p, zum Teil eineindeutig auf eine Teilumgebung von p ab- 
gebildet wird. Es wird sich gleich zeigen, daB ein Weg w mit zusammen- 
ziehbarem Bilde niemals ein Umkehrweg ist. Das bedeutet aber, dab q, 
und qg,, wenn sie zur selben Schicht gehéren, beide als Komponenten dieser 
Schicht zu ihrem ,,Beitrag* Summanden desselben Vorzeichens liefern, und 
zwar 1, da in ihrer Umgebung die Abbildung eineindeutig ist. Also ist 





*) Ist namlich ein Gebiet y in G genay m-fach bedeckt, sind auf y genau 
m Teilgebiete von F eineindeutig abgebildet und sonst keine Punkte, so liefert bei 
der Berechnung von a jedes dieser Gebiete einen Summanden + 1; ihre Anzahl m 
ist mindestens a. 
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der Beitrag jeder Schicht gleich der Komponentenzahl und der Absolut- 
grad a gleich der Bedeckungszahl n. 

Zum Beweise der soeben aufgestellten Behauptung werde der Weg w 
stetig so verschoben, daB er am Anfang und am Ende je einen Teil g, p, 
bzw. p,q, hat, die beide auf denselben Weg pq abgebildet sind, und daB 
der Restweg v =p, p,...p, in Teile p,p,,, zerfallt, deren Endpunkte 
auf p abgebildet sind und die entweder ganz auf p abgebildet sind oder 
bis auf héchstens ihre Endpunkte auSerhalb von b verlaufen. Ein Teilweg 
der ersten Art ist wegen der Einsinnigkeit von 6 niemals ein Umkehrweg; 
einer der zweiten Art ist es dann und nur dann, wenn sein Bild in G die 
Orientierung umkehrt. Der Weg w ist dann und nur dann ein Umkehr- 
weg, wenn v es ist; sein Bild ist dann und nur dann zusammenziehbar, 
wenn das von v es ist. Ist dies der Fall, kehrt also das Bild von wv die 
Orientierung in G@ nicht um, so ist unter den Teilwegen p, p,,, eine gerade 
Anzahl, deren Bilder die Orientierung in G umkehren, d. h. eine gerade 
Anzahl von Umkehrwegen. Also ist v und damit auch w kein Umkehrweg, 
wie es behauptet wurde. 

Die Abbildung ist orientierbar in den Fillen 2 und 3, im Falle 1 
braucht sie es nicht zu sein, im Falle 4 ist sie es niemals. 


§ 7. 
Eine Ungleichung zwischen den Charakteristiken. 


Ist die kleinste Bedeckungszahl n einer Abbildungsklasse positiv, so 
besteht zwischen ihr und den Eulerschen Charakteristiken Ky und Kg 
von F und G eine Ungleichung, die an der in § 4 erreichten Abbildung 
leicht festzustellen ist”). 

Die Fliche @ habe «, Ecken, a, Seiten und «, Dreiecke. Ihre 
Charakteristik ist also 

Kg = «, — «&, + &,. 


Das wesentliche Biindel b habe r Kranze mit den Vielfachheiten m,,..., m,; 
dann gilt von seiner Charakteristik 
K,s2-—ragl. 


Auf jedes an den Bildpunkt p von 6 anstoBende Dreieck sind s = m, +... -+-m, 
Volldreiecke aus den Krinzen von b abgebildet. Die iibrigen n — s Urbilder 





®) Will man nur auf diese Ungleichung hinaus, so braucht man d.. Reduktion 
nicht so weit durchzufiithren. Man braucht sich nur davon zu iiberzeugen, daB die 
kleinste Bedeckungszahl der Klasse von einer normalen Abbildung verwirklicht wird 
und bei dieser die Ketten zweiter Art zu beseitigen (Gl. §3); dann fiihrt eine etwas 
umstiandlichere Abzihlung zum Ziel. 
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gehéren den Kranzen unwesentlicher, auf p abgebildeter Biindel an. Also 
sind auBer 6 noch n —s unwesentliche Biindel auf p abgebildet und die 
Gesamtzahl der unwesentlichen Biindel ist 


n—s-+n(a,—1)=—na,—s8. 
Der Beitrag der Ecken, Eckenseiten und Eckendreiecke zur Charakteristik 
von F ist also 
K, + na, —s. 
Die Vollseiten und Seitendreiecke von F sind in den ne, Ketten erster 
Art angeordnet. Jede enthalt eine Seite mehr als die Anzahl ihrer Dreiecke 


betragt. Also liefern sie zu Kp den Beitrag (—nea,). Die na, Volldreiecke 
schlieBlich liefern den Beitrag na,. Insgesamt ist 


Kp = Ky, + na — 8 — nay + nay 
<2-—r—8s+nKg, 
(*) Ky — n Kg. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn r = s = 1 ist, d. bh. wenn 6 nur 
einen, und zwar einen einfachen Kranz hat und wenn iiberdies K, = 1 ist, 
d. h. wenn 6 eine Elementarflache ist. Das bedeutet aber, da auch das 
Biindel b unwesentlich ist und daher nach § 5 eine Abbildung mit im 
Kleinen eineindeutiger, d. h. unverzweigter Umkehrung zur Klasse gehdért. 
Ist insbesondere Ky = Kg < 0, so ist n= 0 oder n —1; zur Klasse gehért 
also eine eineindeutige Abbildung oder eine solche, die ein Gebiet in G 
unbedeckt laBt. 

Auf Riemannsche Flachen angewandt, ergibt die Ungleichung (*), da 
Kp =2—2pp, Kg =2—2peg m setzen ist, 

Pr —_ 1< n(pe— 1), 
die Aussage der Hurwitzschen Formel 
2pp — 2 = n(2pg — 2) — 2w, 
wenn die Verzweigungszahl w unbekannt ist. 
Bemerkenswert an der Ungleichung (*) ist, dab sie im Falle Kg < 0 


von vornherein eine Schranke angibt, unter die die Bedeckungszahl jeder 
Abbildung durch Deformation herabgedriickt werden kann. 


(Eingegangen am 9. 10. 1929.) 























Uber maximale nilpotente Unterringe und Nilringe. 
Von 


Gottfried Kéthe in Bonn. 


In seiner Arbeit Ober die Einheitengruppe eines endlichen Ringes“*) 
leitet Herr Shoda u. a. folgende zwei Sitze ab: 

Der Durchschnitt aller maximalen nilpotenten Unterringe eines Ringes 
ist das maximale nilpotente Ideal des Ringes, wenn man die Existenz des 
Einheitselementes und das Bestehen des Doppelkettensatzes fiir Rechtsideale 
voraussetzt. 

Alle maximalen nilpotenten Unterringe eines endlichen Ringes mit 
Einheitselement sind miteinander konjugiert. 

Die Resultate meiner Arbeit ,Die Struktur der Ringe, deren Rest- 
klassenring nach dem Radikal vollstandig reduzibel ist“*), legen es nahe, 
allgemeiner Unterringe eines Ringes zu betrachten, die nur aus nilpotenten 
Elementen bestehen. Es taucht die Frage nach dem vollen Uberblick iiber 
die simtlichen solchen Unterringe auf. Dieses Problem werden wir nicht 
voilstiindig lésen, aber doch fiir die nilpotenten Unterringe eines Ringes 
mit Einheitselement, der den Doppelkettensatz erfiillt. Inbesondere gilt dort 
allgemein der oben nur fiir endliche Ringe angefiihrte zweite Satz. 


1. 


In K. werden statt nilpotenter Ideale allgemeiner Nilideale betrachtet, 
d. h. Ideale, die nur aus nilpotenten Elementen bestehen, ohne selbst nil- 
potent sein zu miissen. Analog betrachten wir jetzt Nilringe, d.h. Ringe, 
die nur aus nilpotenten Elementen bestehen. 





*) Math. Annalen 102, S. 273, zitiert als S. — Entsprechend der dortigen Ter- 
minologie soll auch im folgenden unter Ideal ohne weiteren Zusatz ein zweiseitiges 
verstanden werden. 


®) Zitiert als K. Erscheint demnichst in der Math. Zeitschrift. 
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Man iiberlegt sich ohne Mithe, indem man in den Beweisen von 
Herrn Shoda statt der Nilpotenz der Ideale die ihrer Elemente verwendet, 
daB die folgenden Hilfssitze erhalten bleiben: 

Es sei o ein Ring, n ein zweiseitiges Nilideal in 9 und m’ ein maxi- 
maler Nilring von o/n. Bezeichnen wir die Gesamtheit der in den Rest- 
klassen von m’ enthaltenen Elemente von o mit nim’, so gilt 

Hilfssatz 1. m =n m’ bildet einen mazximalen Nilring von 0. Um- 
gekehrt umfaBt ein mazximaler Nilring von o jedes Nilideal n, ist also 
von der Form nm’, wo m’ einen maximalen Nilring in o/n bedeutet. 

Hilfssatz 2. Hs sei o die direkte Summe 0, + 0,+...+ 0, von 
Idealen 0,. Ist m ein maximaler Nilring von 0, so ist m direkte Summe 
von solchen m,; von 0;. Ist umgekehrt m; ein maximaler Nilring von 0,, 
so ist die direkte Summe m, + m, + ...-+m, ein solcher von 0. 

Beim Beweise dieses Hilfssatzes ist die Voraussetzung der Existenz 
eines Einheitselementes nicht notwendig, es geniigt statt der Ringe m £Z,, 
die Herr Shoda verwendet; die aus den Komponenten der Elemente von o 
in o,; gebildeten Ringe m, zu beniitzen. 

Hilfssatz 3. Ist C ein nilpotentes Element, F eine mit C vertausch- 
bare Hinheit aus einem Ring, so ist F+-C eine Hinheit. 

Hilfssatz 4. Der Durchschniti aller maximalen Nilringe eines halb- 
einfachen Ringes ist Null. 

Der Beweis verlaiuft genau so wie der von Hilfssatz 5 in 8., wenn 
man noch iiberlegt, daB die beiden maximalen nilpotenten Unterringe 
SO,,8 und SC,,R, — SK ein (nichtkommutativer) Kérper und C;,, 


| EO — eines vollstindigen Matrizenringes 0 auch maximale 
Nilringe in o sind. 

Satz 1. Der Durchschnitt aller maximalen Nilringe eines Ringes 0, 
dessen Restklassenring nach dem Radikal vollstandig reduzibel ist, ist das 
Radikal des Ringes*). 

Nach Voraussetzung besitzt o ein Radikal ¢ (vgl. K. § 3) und o/c ist 
halbeinfach. o/c ist nach dem Satz von Wedderburn, verallgemeinert von 
Artin, direkte Summe von vollstandigen Matrizenringen in (nichtkommu- 
tativen) Kérpern. Nach Hilfssatz 2 und 4 ist der Durchschnitt aller maxi- 
malen Nilringe von o Null, also folgt Satz 1 unmittelbar aus Hilfssatz 1. 

Nach K. § 4 gilt Satz 1 also fiir alle Ringe, die der Bedingung ge- 
niigen: Jedes regulire Rechtsideal in 9 umfaSt ein minimal regulaires und 
jede Kette Z,oC £,0+ E,oc..., E,E,=0 firi << k, EH? = E;, B,o mini- 
mal regular, bricht nach endlich vielen Gliedern ab. 


®) Die Voraussetzung der Existenz des Einheitselementes, die Herr Shoda macht, 
ist unndtig. 
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2. 

Es sei o ein vollstaindiger Matrizenring vom Grad n in einem (nicht- 
kommutativen) Kérper &. Dann gilt 

Satz 2. Alle maximalen nilpotenten Unterringe von 0 sind mitein- 
ander konjugtert. 

Hilfssatz 5. Jede Matrix A=(a,,)+0 aus 0, von der eine Potenz 
verschwindet, laBt sich so transformieren, daB in der zweiten Spalie nur 
in der ersten Zeile eine Zahl +0 aus & steht, in den iibrigen Null. 

Wir betrachten einen o-Links-, %-Rechtsmodul*) IM = x, + ...+2,R 
von der Beschaffenheit, da8 fiir eine beliebige Matrix B aus o 


(Bz,,...,Ba,) =(z,,...,%,)B, 
wobei die rechte Seite als Produkt der Zeile (z,,..., z,) mit der Matrix B 


aufzufassen ist. 

Sind y,,..-,¥Y,, ™ im bezug auf §& linear unabhingige Groen aus M, 
(Y,>-++> Yn) = (2 +++» %,)Z, so bilden sie eine R-Basis von M, da die 
Basiszahl n eine Invariante ist (das folgt z.B. aus dem Satz von Jordan- 
Hélder fiir Gruppen mit Operatoren’), Yt ist ja eine additive Gruppe mit 
dem Operatorenbereich &). Es besteht also auch eine Relation 


(24, +++ Bq) = (Yas +++ Yq) Ds 

die Matrix Z besitzt also die Inverse D. 
Es sei nun (Az,,...,Az,)=(2,,...,2,)4=(yi,.-., yn). Wegen 
A +0 wird wenigstens ein y’, etwa y{, +0; es kann yi+2,k, k aus®, 
vorausgesetzt werden, denn andernfalls wire A" z, = z,k" + 0 fiir jedes n 
gegen die Voraussetzung. Wir ergianzen nun die beiden Elemente z, = yj, 
z,= 2, zu einer linear unabhangigen Basis (z,,2,,...,z,) =(2,,...,2,)P 
von I, was, wie wir eben gesehen haben, méglich ist. Es wird nun 
(Az,,...,42,)=(Aa,,...,42,)P=(2,,...,%,) A4P=(2,,...,2,) PAP: 
1 
0 


Da Az, =z, ist, sieht die zweite Spalte von P~* AP so aus: q. e. d. 


0 
Beweis von Satz 2. Es sei m ein maximaler nilpotenter Ring in 
o= 5 C,,8. Es sei m der Exponent von m, dh. m”™=0 und fiir 


k=l 
keine kleinere Zahl. Dann gilt fiir ein Element C aus m™~* die Gleichung 
mC=0. Daher miissen, wenn wir C durch Transformation mit einer 


*) Vgl. E. Noether, Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie, Math. Zeit- 
schrift 30, S. 647 und 669, zitiert als N. 
5) Vgl. N. S. 649 und 8. 654. 
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Matrix P auf die Form des Hilfssatzes bringen, alle Elemente von P~*mP 
die Gestalt 


haben. 

Die Matrizen A sind nur dann nilpotent, wenn die A’ es sind, denn das 
0 a,, .-- a, OG, «0 @ 
: 4’ und B= : RB’ 
0 6 


n in 


Produkt zweier Matrizen A = 


(ee 
0 


in 


wird zu AB= . Die Matrizen A’ aller Elemente A aus 


: A’ B’ 
0 
P~*mP bilden also einen nilpotenten Unterring m’ des Matrizenringes 0’ 
vom Grad n—1 in &. 
m’ ist maximal in 0’: Es sei m’ nicht maximal, es gebe also einen nil- 
0a, ...4 


0 


in 
potenten Unterring m”>m’. Dann ist jede Matrix A = A’ ; 
0 

A’ aus m”, nilpotent; da Summe und Produkt zweier solcher Matrizen 
wieder eine solche Matrix ist, wire der Ring aller dieser Matrizen ein 
echter nilpotenter Oberring von m, was unmédglich ist. 

Fiir m’ sei Satz 2 als bewiesen vorausgesetzt, fiir einreihige Matrizen 
ist er ja trivial. Es gibt also eine n — 1-reihige Matrix Q’, so dab 
Q’-*m’Q’ = > Ci; k ist, die (Cj; die Matrizeneinheiten von 0’. Die 


i<j 
.8...8 
0 


Matrix Q = leistet dann die Transformation von P~*m P 


. = 
0 / 
in einen Unterring von 2, C,;%, also ist wegen der Maximaleigenschaft 
Q°°P-*mPQ= 2% 0,58, ‘in Satz 2 bewiesen. 


Satz 3. pee elietente Unterring un des Matrisenringes | 2 Ci RK liegt 
in einem maximalen nilpotenten. 


Der Beweis verliuft analog dem von Satz 2. Man sieht genau so ein, 
da8 n durch eine Matrix P so transformiert werden kann, daB die Ele- 











er emt me 


emer ers 





A en a ne 





Nilpotente Unterringe und Nilringe. 363 


0 a, ... a, 
0 


mente von P~*nP die Form haben. Fiir den von den 


; A’ 
0 
A’ in o’ gebildeten nilpotenten Unterring n’ setzen wir den Satz als bewiesen 
voraus, nach Satz 2 kann durch Transformation mit einer Matrix Q’ erreicht 
Sey) 
werden, daB Q’~*n’Q’C PRE daraus folgt, wenn Q = ° , 
>. % 
0 
gesetzt wird, daB Q-*P™*nPQC 2 O15 &, woraus sich Satz 3 unmittel- 
bar ergibt. 
3. 


Die beiden Sitze des vorigen Paragraphen geben einen vollen Uber- 
blick iiber die nilpotenten Unterringe eines vollstandigen Matrizenringes in 
einem beliebigen Kérper. Die Frage, wie es mit den Nilringen steht, ist 
noch offen, ich vermute, daB jeder Nilring in einem Matrizenring nilpotent 
ist. DaB8 jeder maximale nilpotente Unterring von o auch maximaler Nil- 
ring ist, folgt nach Satz 2 daraus, da PA RK es ist. 


Wir beweisen Satz 4. Zwei mazimale Nilringe eines Ringes 0 mit 
Hinheitselement, dessen Restklassenring nach dem Radikal ¢ vollstandig 
reduzibel ist, sind miteinander konjugiert, wenn thr Restklassenring in 
o/c maximal nilpotent ist. 

Es sei m der Nilring und m*= m/c. Nach Hilfssatz 2 ist Satz 4 fiir 
o/c richtig. Es sei P-+c, P ein Element aus 0, die Restklasse, die m* in 
m= S CLR iiberfiihrt (vgl. Hilfssatz 2). Jedes Element aus P+ c 


i<k,l 


besitzt ein Inverses: Wenn P’+c die inverse Restklasse ist, so wird 
(P+0C)P'=E+C’. E+’ ist nach Hilfssatz 3 eine Einheit, daher gibt 
es ein Q, so daB (P+ C)P'Q=E ist, P+ C besitzt also ein Inverses. 

Transformieren wir m mit P, so geht m* dabei in m iiber. Es ist 
P~*cP=c, da jedes Element C aus ¢ die Form P-P~*CP-P~* hat, 
also in P~*¢ P liegt. P~*mP ist daher identisch mit dem Nilring cm, 
der nach Hilfssatz 1 maximal ist, also unser Satz bewiesen. 

Fiir Ringe, die den Doppelkettensatz fiir Rechtsideale erfiillen, folgt 
aus Satz 4 und 3 

Satz 5. Alle maximalen nilpotenten Unterringe eines Ringes mit Einhetts- 
element, der den Doppelkettensatz fiir Rechtsideale erfillt, sind miteinander 
konjugtert. Jeder nilpotente Unterring liegt in einem maximalen nilpotenten. 


(Eingegangen am 26. 11. 1929.) 








Sur la notion de convergence des séries doubles. 
Von 
F. Leja in Warschau. 


Une série double 


(1) Sa, 


a, v=0 
est dite convergente vers la somme s si, 4 tout « >0, on peut faire cor- 
respondre un indice p tel qu’on ait 
|s,,—8|<e, pour uw et »>p, 
ot 


(2) -5 Sa,;. 


i=0 j=0 
Cette notion est due a M. Pringsheim’). 
On distingue encore d’autres sortes de convergence des séries doubles: 


1° La convergence par diagonales, qui se réduit 4 la convergence de 
la série simple 


(3) 3( J 4,,); 


n=0 n+r=n 


2° La convergence par lignes, c’est-a-dire la convergence de la série 
réitérée 


(4) > (4,,); 
3° La convergence par colonnes, c’est-a-dire celle de la série réitérée*) 
(5) »( > 4,,) . 


1) Math. Annalen 53 Gene, p. 289. 
*) Les séries simples > a,,, »=0, 1, cae Zaye w= 0,1,..., sont dites 


respectivement lignes et aie de la série double a). 
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On sait que ces trois derniéres convergences n’entrainent nullement la 
convergence proprement dite de la série (1); par exemple la série (1) oa 
2, pour w=r>l, 
a,,=4—1, pour |u—»|=2, 
0, dans tous les autres cas, 


converge en méme temps par diagonales, par lignes et par colonnes, chaque fois 
vers la méme limite égale a zéro, sans converger au sens de M. Pringsheim. 
On peut généraliser les notions de convergence 1°, 2° et 3° comme il 
suit: Soient « et § deux nombres réels satisfaisant aux relations que voici: 
a@>0, B00, a*+f*=1. 
Désignons par 


a 
aut+frveds 


Me 
la somme de tous les a,, dont les indices satisfont 4 ’équation au + By =A 
et considérons la série simple 
(6) SCF a): 

A=0 au+fr=i 
ou 4 parcourt tous les nombres réels de la forme au + fy. 

Si la série (6) converge nous dirons que la série double (1) converge 
dans la direction («, B). 

On obtient ainsi un ensemble de notions de convergence ayant la 
puissance du continu et contenant comme cas particuliers les notions 1°, 
2° et 3°; si a= on obtiendra la convergence par diagonales et si « = 0, 
8=1 (ou a=1, B =0) on obtiendra la convergence par lignes (ou par 
colonnes ). 

Tl est naturel de se demander si la convergence d’une série double 
dans toutes les directions («, 8) entraine celle au sens de M. Pringsheim. 
Or, la réponse est négative. Je vais donner un 

Exemple @une série double divergente qui converge vers la méme 
somme dans toutes les directions (a, 8), of «>0, B>0. 

Soit 

inc Mins + 4) hs => 


une suite croissante de nombres naturels pairs tels que, pour k—+ oo, on ait 


(7) m, — M1 OO. 
Posons n, = 0 et 
“att Mm, (k=1,2,...), 


et considérons la série double 


(9) Sa,, 


u,v=d 
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comme il suit: 
1 





"7. pour w=m,—1,n,,+1s»sm,—1, 
et pur w=—m,+1,m+1sarcn,—1, 
(10) ‘= ——— pour w=m,+1,,,+1<*<m,—1, 
~ et pour w=m,—1,m+1sorsgn,—1, 
a,,=0, dans tous les autres cas. 





“uP 
Je dis que la série (6), dont les termes ont les valeurs (10), converge vers 
zéro, quels que soient « et £. 
En effet, désignons par 1, et i; les segments situés dans le plan des 
variables x et y et définis comme il suit: 
(l,.) z=m-—1, m,+1SySn,-1, 
(kh) c=m+1, n_,+1SySn,—-1. 
Nous dirons qu’un terme a,, est situé sur le segment /, ou l, si le point 
(u,¥) y est situé. On voit de (10) que les termes a,,, qui ne sont situés 
sur aucun des segments J, ou l;,k = 1,2,..., s’annulent et que la somme 
de tous les termes a,, situés sur un de ces segments est toujours égale 
a zéro. 
Cela posé, considérons la famille des droites paralléles 


(11) ax+By=4 
ou « et # sont nonnégatifs et fixes et 4 parcourt tous les nombres réels 
> 0. Une droite quelconque de cette famille ne peut couper que deux, 
au ‘plus, des segments (i,,);), k= 1,2,..., et, si elle en coupe deux, ces 
segments ont toujours le méme indice k. 

Supposons d’abord que les droites (11) soient paralléles 4 axe x ou 
& Paxe y. Dans ce cas la somme 


, 
aut+fr=d 


est égale & zéro quel que soit 4 et, par suite, la série (6) converge vers 
zéro et la série (9) converge par lignes et par colonnes vers zéro. 
Supposons maintenant que « >0 et 8 >0 et posons 
Pp 
(12) &=2( » 4,,). 


A=0 au+Preai 


La somme 
ay 
= > ( Py Guy ? 
Awd, autBr=i 
ot lon a posé 


A, = a(m, — 1)+B(m,_,+ 1), 
Xi = a(m,+1)+8(m, —1), 








q' 
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contient tous les termes a,, situés sur les segments i, et 1,, donc o, = 0, 
quel que soit k= 1,2,.... Pareillement on a 


a,,)=9, 


A=e aut+fr=i 
quels que soient 9 et g’ satisfaisant aux inégalités 
hr <e@<o’<A, 


car, pour un A appartenant 4 l’intervalle (4j_,, 4,), la droite (11) ne coupe 
aucun des segments J, ou J;. Il en résulte que la somme (12) s’annule 
chaque fois si l’indice p est extérieur aux intervalles (4,,4;), kK =0,1,... 
et que, si 
4p <ikh, 
on a 
‘ (k) i 
(13) &=% = >( SF a,,)- 
Asdy @u+fv=is 

Cette derniére somme croit d’abord lorsque p croit a partir de 4,, 

car la droite az + By =p ne coupe d’abord que la partie 


(14) z=m—1, n_,+lsysm,-—l1 


du segment 1, sur laquelle sont situés les termes positifs a,,—= : 


Vm —™%—1 
de la série (9). Désignons par A le point ot la droite ex+ fPy=—p 
coupe le segment (14). Lorsque ce point aura parcouru sur ce segment 


2a 

EF) 
termes de la série- (9), la droite ax + $y = p rencontre pour la premiére 
fois la partie du segment J; sur laquelle sont situés les termes négatifs. 


Il en resulte que la valeur maximum de la somme (13) ne surpasse ja- 
mais le nombre 


la longueur =. qui contient*) 


1 2a 
. ym, — Mas G ) 
D’autre part, la somme s\” n’est jamais plus petite que —M,, ce qu'il 
est facile de vérifier, donc, en vertu de (7), on a 


) 


8,9, pour p—oo, 


et, par suite, la série (9) converge vers zéro dans la direction («, £), 
quels que soient «>0 et B>0. 


*) E(x) =le plus grand entier qui ne surpasse pas x. 
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Néanmoins la série (9) est divergente (au sens de M. Pringsheim). En 
effet, la suite des sommes partielles (2) n’est pas bornée, car on a évi- 
demment, quel que soit k= 1, 2,..., 


Sng, ny = 0 
et 
Sing, me = Sny_y, me—, 1 Ths 


oi r, est la somme des termes a,, situés sur le segment (14), donc, le 
nombre de ces termes étant égal a 


1 — ™%—™%-1—2 


™, — ® 3 — 2 , 
on & 
o,  Satie 
2m, —™ -; 
et, par suite, 
8m,,m,—- CO, pour k—-oco, 
ce. q. £. d. 


(Eingegangen am 18. 12. 1929.) 


Preisaufgabe der Kénigsberger Gelehrten Geselischaft. 


»lm Anschlu8 an ein von H. Poincaré im Jahre 1907 gestelltes Pro- 
blem haben sich in den letzten Jahren mehrere Forscher mit der topo- 
logischen Natur derjenigen Abbildungen beschaftigt, welche durch n ana- 
lytische Funktionen von n komplexen Verianderlichen vermittelt werden. 
Zu dieser Frage sollen neue Beitriige geliefert werden, bei denen die 
Wechselbeziehung von funktionentheoretischen und geometrischen, ins- 
besondere topologischen Methoden in Erscheinung tritt.“ 


Die Arbeiten sind bis zum 15. Oktober 1931 mit Motto versehen ein- 
zureichen. In einem mit gleichem Motto versehenen, verschlossenen Brief- 
umschlage ist der Name des Verfassers beizufiigen. Die Verleihung des 
Preises in Héhe von 1000 RM. erfolgt im Januar 1932 am Griindungstage 
unserer Gesellschaft. 

Mit der Zuerteilung des Preises erwirbt sich die Kénigsberger Gelehrte 
Gesellschaft das Recht, die preisgekrénte Arbeit drucken zu lassen. 














Theorie der automorphen Formen beliebiger reeller 
Dimension und ihre Darstellung durch eine neue Art 
Poincaréscher Reihen. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


Man kennt in den #-Reihen der Kongruenzgruppen schon seit langem 
automorphe Formen gebrochener Dimension. Es handelt sich hier um ein- 
deutige Funktionen #(1) einer komplexen Variablen 1, welche durch die 


Substitution t = ot und Multiplikation mit einer Potenz von w, zu homo- 
2 


genen Funktionen 9(w,,@,) der beiden komplexen Variablen w, und , 
werden. In dieser Gestalt sind die Funktionen O(@,,,) notwendig mehr- 
deutig, sobald die Dimension keine ganze Zahl ist, zeigen aber ein sehr 
einfaches Verhalten bei Anwendung einer gewissen Gruppe linearer homo- 
gener Substitutionen in @,, @,. 

Diese Tatsache legt es nun nahe, von vornherein die inhomogene 
Darstellung zu bevorzugen; freilich erkauft man die Eindeutigkeit der so 
entstehenden Funktionen dadurch, da8 sich die Invarianzeigenschaft gegen- 
iiber den Substitutionen der betrefienden Gruppe in einer komplizierteren 
Form kundgibt, als bei der homogenen Darstellung der Modulformen. Die 
Invarianzeigenschaft der Funktion #(1) driickt sich namlich in der Gleichung 


8(Lt) = (yr +8), 0(z) 
aus, wo L=(“ B eine beliebige Substitution der Kleinschen Haupt- 
y 6 . 


kongruenzgruppe N-ter Stufe I"(N) fiir ein gewisses natiirliches N ist; r ist 

eine rationale Zahl mit dem Nenner 1 oder 2 und unter (yr+ 4), ist ein 

bestimmter Zweig der analytischen Funktion (yz -+ 6)” zu verstehen. 
Nun haben, von diesem Sachverhalt ausgehend, die Herren Hardy’) 


1) G. H. Hardy, On the representation of a number as a sum of any number 
of squares and in particular of five, Trans. Am. Math. Soc. 21 (1920). 
Mathematische Annalen. 103, 25 
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und Mordell*) bei ihren Untersuchungen iiber die Anzahl der Darstellungen 
natiirlicher Zahlen durch eine ungerade Anzahl von Quadraten zum 
erstenmal Reihen aufgestellt, welche als Verallgemeinerungen der gewohn- 
lichen Eisensteinschen Reihen auf den Fall halbzahliger Dimensionen auf- 
zufassen sind. Der Hardy-Mordellsche Ansatz benutzt den Umstand, da8 
die Umsetzung des Zweiges der Funktion (yrt+ 4)” bei Ausiibung von 
Modulsubstitutionen N-ter Stufe aus der Gleichung 
(yt +6) = eae 
abgelesen werden kann. Die Reihen 
1 yr) 
P mere = 2505 
in denen iiber ein volles System von Substitutionen L von I'(N) mit ver- 
schiedenen zweiten Zeilen summiert wird, sind fiir r>2 absolut konver- 
gent und besitzen tatsichlich die Invarianzeigenschaft der Modulformen 
N-ter Stufe. 

Es stellt sich hierbei die merkwiirdige Tatsache heraus, daB die Fille 
gebrochener Dimension in vielen Hinsichten erheblich komplizierter sind 
als die ganzzahliger Dimension. Besonders gilt dies fiir die arithmetischen 
Konsequenzen, und daher ist das Problem der Darstellung natiirlicher 
Zahlen durch g=2r Quadrate im Falle eines ungeraden g wesentlich 
schwieriger als im Falle eines geraden g. Andererseits ist natiirlich der 
Fall g = 1 besonders einfach, und die zugehérige Funktion ¥ entre ist 


m= — 0 


auch das einfachste Element in der Theorie der #-Funktionen. 

Dieser Sachverhalt hat mich veranlaBt, das Problem der Konstruktion 
von automorphen Formen nicht-ganzer Dimension unter méglichst all- 
gemeinen Gesichtspunkten anzugreifen. Es sei I” eine sogenannte Grenz- 
kreisgruppe mit reellen Substitutionskoeffizienten, r eine zunachst beliebige 
reelle oder komplexe Zahl. Wir betrachten die eindeutigen Funktionen / (rt) 








einer komplexen Variablen t, welche sich bei den Substitutionen L = ™ *) 
von I" nach der Gleichung , 


f (Lt) = v(L)(yt + 4)" f(t) (Sm > 0) 
umsetzen; hier ist v(Z) nur von L abhangig und der Zweig der Funktion 
(yt + 6)” wird fiir beliebige reelle y, 5 ein fiir allemal festgelegt, 

In § 1 beschaftige ich mich zunichst mit der strengen Fixierung des 
Begrifis einer automorphen Form im herkémmlichen Sinne, d. h. in homo- 


*) L. J. Mordell, On the representations of a number as a sum of an odd num- 
ber of squares, Trans. Cambr. Phil. Soc. 22 (1919). 


' 
} 
' 
' 
' 
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gener Darstellung, und stelle den Zusammenhang dieser Formen mit jenen 
Funktionen f(t) her; iiber die letzteren werden dabei die traditionellen 
Regularitétsannahmen gemacht. Dann behandele ich in diesem Para- 
graphen ausfiihrlich die Beziehungen, die zwischen einer solchen auto- 
morphen Form ,in inhomogener Darstellung“ f(t) und dem System der 
»Multiplikatoren* v(L), LCI’, bestehen. Es wird gezeigt, daB simtliche 
Eigenschaften dieser Multiplikatoren v(Z), die sich mit Hilfe der Funktion f(r) 
herausstellen lassen, aus einer von ihnen auf rein algebraischem Wege 
deduziert werden kénnen; diese eine ist die ,Kompositionsrelation“, welche 
man erhalt, wenn man aui f(r) nacheinander zwei Substitutionen L, und L, 
der Gruppe I” anwendet. 

In § 2 werden unter gewissen Voraussetzungen automorphe Formen 
in Gestalt von Reihen G_, konstruiert, welche ein Mittelding zwischen 
Eisensteinschen und Poincaréschen Reihen darstellen*). Diese Voraus- 
setzungen sind folgende: Uber die Gruppe, daB sie mindestens eine para- 
bolische Substitution enthalt; iiber die Dimension —r, daB r > 2; iiber 
das Multiplikatorsystem das Bestehen der Kompositionsrelation und der 
Gleichung |v(Z)| —1 fiir alle L aus I’. Was die Voraussetzung iiber die 
Gruppe I betrifft, so ist zu sagen, da8 die dadurch ausgeschlossenen Fille 
zwar mit etwas anderen Methoden behandelt werden miissen; doch kommt 
man dort mit wesentlich geringerer Miihe ans Ziel als in den vorliegenden 
Fallen. 

§ 3 ist der Aufstellung der Multiplikatorsysteme gewidmet. Es wird 
gezeigt, daB man zu jeder Dimension —r und zu jeder Gruppe I’, auch 
wenn sie kein endliches Erzeugendensystem besitzt, Multiplikatorsysteme, 
d. h. Systeme von GréBen v(L) finden kann, die der Kompositionsrelation 
geniigen. Insbesondere gelingt es, die Parameterzahl des Systems aller Lé- 
sungen v (LZ) oder der Lésungen v (L) mit bestimmten Eigenschaften, z. B. der 
mit |v(L)|= 1, anzugeben. Im zweiten Teil dieses Paragraphen zeige ich 
noch, daB es méglich ist, das Multiplikatorsystem, zu dem die #-Reihen 
halbzahliger Dimension (also auch Seri) gehoren, zu charakterisieren. 


Allerdings wird die Tatsache, daB die Dimension halbzahlig ist, nicht auf- 
geklart. 

In den folgenden beiden Paragraphen handelt es sich um den Nach- 
weis, daS man aus den oben erwahnten Reihen G_, jede automorphe 
Form, die den einschrinkenden Voraussetzungen von § 2 unterliegt, zu- 
sammensetzen kann. Dabei muB aber iiberdies noch vorausgesetzt werden, 
daB I" ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Zunichst wird auf Grund 


%) Ein Ansatz dieser Art fiir einen speziellen Fall bei der vollen Modulgruppe 
und geradzahliger Dimension findet sich bereits bei Poincaré, Euvres 2, 8. 592. 
25* 
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von § 2 in einfachster Weise gezeigt, daB man jede automorphe Form 
bis auf einen Rest, der ganz ist und in allen parabolischen Spitzen ver- 
schwindet, durch die Reihen @G_, darstellen kann. Die gréBere Schwierig- 
keit besteht im Beweis der Aussage, daB man auch die ganzen, in allen 
parabolischen Spitzen verschwindenden automorphen Formen durch die 
Reihen G_, darstellen kann. 

Das entscheidende Hilfsmittel ist hier die Rittersche Theorie der 
multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden‘). § 4 enthalt ein 
Referat iiber diese Theorie; es werden in § 4 die wichtigsten Begriffe der 
Theorie neu begriindet, und es wird ein fiir unsere Anwendung fundamen- 
taler Satz richtig formuliert und (zum erstenmal) bewiesen. 

Der in §5 wiedergegebene Beweis fiir den noch ausstehenden Teil 
unseres Darstellungssatzes verliuft in der Idee parallel zu dem Ritterschen 
Beweis®) fiir die Darstellbarkeit der automorphen Formen ganzzahliger 
Dimension <—3 durch die bekannten Poincaréschen Reihen. Die Idee 
dieses Beweises findet sich schon in der Riemannschen Theorie der alge- 
braischen Funktionen, namlich bei der Darstellung der algebraischen Funk- 
tionen durch Integrale zweiter Gattung. Freilich ist in unserem Falle die 
Durchfiihrung einer Reihe von Hilfsbetrachtungen notwendig, die, obgleich 
sie den Kern der ganzen Beweisfiihrung bilden, bei Ritter véllig fehlen 
und auch in dem bekannten Lehrbuch von Fricke und Klein*) nicht ge- 
niigend Beachtung finden. 

Unter den Konsequenzen dieses Satzes ist die Tatsache hervorzuheben, 
da8 bei geeigneter Fixierung der Multiplikatoren als stetiger Funktionen 
von r jede automorphe Form als Wert einer stetigen Funktion ¥(r) der 
reellen Variablen r aufgefaBt werden kann, wo Y(r) auch umgekehrt fiir 
jeden Wert r>2 wirklich eine automorphe Form der Dimension —r 
darstellt. 

In § 6 wird zunachst ein neues Erzeugungsprinzip fiir automorphe 
Formen aufgestellt, das ich am Beispiel der I’(N) auseinandersetze. Im 
zweiten Abschnitt dieses Paragraphen beschiftige ich mich mit einer 
Kleinschen Methode zur Konstruktion von Untergruppen der Modulgruppe 
und zeige durch Anwendung gruppentheoretischer Hilfsmittel, daB sich die 


so gewonnenen Untergruppen gruppentheoretisch in einfachster Weise 
charakterisieren lassen. 


*) E. Ritter, Die multiplikativen Formen auf algebraischem Gebilde beiiebigen 
Geschlechts usw., Math. Annalen 44, im folgenden zitiert mit Ritter IL. 

5) E. Ritter, Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlecht Null, Math. 
Annalen 41, im folgenden zitiert mit Ritter I” 

*) Fricke und Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen IT 
(Teubner 1912), im folgenden zitiert mit Fricke I. 
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§ 1. 


In den folgenden Untersuchungen iiber automorphe Formen legen wir 
eine sogenannte Grenzkreisgruppe mit reellen Substitutionskoeffizienten zu- 
grunde. Dabei ist es zweckmaBig, nicht die Gruppe der linearen Substi- 
tutionen einer komplexen Variablen 1t, sondern diejenige Gruppe zum Aus- 
gang zu nehmen, welche von den Koeffizientenschemata der Substitutionen 
gebildet wird. Ist 

ab 
a-(7,) 


eine Matrix mit der Determinante ad —bc=1, so ordnen wir dieser 
Matrix diejenige Substitution zu, welche die komplexe Variable rt in 


atr+b 


P ieee — 
’ oho 





iiberfiihrt. Ist I" eine Gruppe von solchen Matrizen 8, so bezeichnen wir 
die Gruppe I der Substitutionen, welche den S von I” zugeordnet sind, 
als die durch I" induzierte Substitutionsgruppe der komplexen Variablen t. 
Als Grenzkreisgruppe wollen wir im folgenden kurz eine solche Gruppe I" 
bezeichnen, welche folgende Eigenschaften hat: 

Die Elemente der Matrizen von I" sind samtlich reell; I ist im Innern 
der oberen r-Halbebene © eigentlich diskontinuierlich und das Netz % der 
Fundamentalbereiche von I" innerhalb © verdichtet sich gegen die ganze 
reelle t-Achse. 

Unter den Fundamentalbereichen von I innerhalb § werden wir uns 
ein Exemplar D ausgewahlt denken. Als den ,,in abstracto geschlossenen“ 
Fundamentalbereich D bezeichnen wir dann die aus D durch Zuordnung 
der aquivalenten Rander entstehende Mannigfaltigkeit. 

Uber die Gruppe I" werden wir spiter noch die weiteren eingangs 
angekiindigten Voraussetzungen machen. 


Definition und Grundeigenschaften der automorphen Formen. 


Wir geben zunichst die Definition einer zur Gruppe I” gehérigen auto- 
morphen Form von der Dimension —r, wo r eine beliebige komplexe Zahl 
sein kann. Es sei zu diesem Zwecke mit %, die Riemannsche Flache des 


Logarithmus bezeichnet, falls r nicht rational; falls r= + rational, wo 
k>0, (7, %)=1, sei §, irgendeine nur bei 0 und oo verzweigte Riemann- 
sche Flache, auf der die Funktion h(z) = Vz eindeutig ist; %; entstehe 


aus %, durch Herausstanzen des 0-Punktes. Jetzt seien w,, w, zwei 
komplexe Variable, welche auf der Mannigfaltigkeit I@ variieren sollen, die 
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durch folgende Vorschriften definiert ist: 
2 me =t habe positiven Imaginirteil. 
2 
2. wm, liege auf %;. 


Wir nennen eine Funktion g(,, @,) eine automorphe Form (—r). 
Dimension fiir die Gruppe I’ und das Multiplikatorsystem 7(L), wo L 
aus I’, falls m(m,,,) folgende Eigenschaften hat: 

I. p(@,,@,) ist eine auf IM eindeutige analytische Funktion von 
@,, @; fiir jedes w, ist p(m,,@,) in jedem abgeschlossenen Teil von 
bis auf endlich viele Pole regular. 


II. Fiir beliebiges komplexes ¢ + 0 gilt 
(1) P(to,, ba) = GE, p(w, 4), 


wenn {@,,@,} und {tw,,tm,} Punkte von YW bezeichnen. (Dabei sind 
wm; und (t@,)” als die Werte der Funktion z’ = e’'** fiir z=, bzw. 
z=tw, auf %; aufzufassen. ) 


Ist S = (* >) eine unimodulare reelle Matrix, so setzen wir allgemein 


So,=—aw,+ ba,, Sw, =cw,+da,. 
Ill. Sei LD = ‘* 4 eine Matrix aus I, und {@,, w,} und {Lw,, Lw,} 
Punkte von YW. Dann gilt 


(2) y(Lo,, Lw,) = 74(L) ¢(o,, o,), 
wo (ZL) nur von L und der Auswahl der Blatter von %; abhiangt, in 
denen w, und La, liegen. 

Bevor wir die Forderung IV formulieren, bilden wir nach II mit 
tw, =1 (argtw, = 0 auf %;) die Funktion 


(3) f(r) = (1, 1) = 0 (0, a). 


Mit I und II sind die folgenden Aussagen iiber f(r) ersichtlich gleich- 
bedeutend : 


I’. f(t) ist eine in § eindeutige analytische Funktion von 1, welche 
in jedem abgeschiossenen Teil von $ bis auf endlich viele Pole regular ist. 

Um auszudriicken, was die Eigenschaft III fiir f¢r) bedeutet, definieren 
wir fiir reelles c, d +0, 0 und rt in 


(er+d)’ =e" #""t" 


> 


wo der Zweig des Logarithmus zu nehmen ist, fiir welchen lg(cr+ d) 
reell, wenn cr-+d>0, c+0; falls c=0, sei 


sgnd-—1 


(er+d)’=d’=|d|"e * 
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Wenn nun Sq, und a, auf %; fixiert sind, so gilt offenbar 
(4) (Sa,)’ = w3(er+d)'u(8), 


wo «(8) eine Zahl von der Form e**‘*’ mit ganzem rationalem » ist und 
nur von S und der Auswahi der Blatter von %; abhingt, in denen w, 
und Sq, liegen. Aus III folgt 


f (Lt) =(La,)’ wy" x(L) f(t) = 4(L) mu (L)(er+ 4)" f(t), 
also gilt 
It’. f(Lr) = o(L) (yt + 8)’ f(r) 
mit v(L)=xz(L)u(L), wo ersichtlich v(Z) nur von der Matrix L ab- 
hingt. Die Aussagen III’ und III sind wieder gleichbedeutend. 
Sei jetzt M = (™ me) eine unimodulare reelle Matrix; wir schreiben 
1 2 
M= ({m,, m,} und setzen MS= MS. Nun ist offenbar 
(mi r+ my)" 
(cr+d)”" ’ 
wo {mi, m;}= MS und o(M, S)=o(M, 8) eine nur von M und S 
abhangige Zahl von der Form e®***’ mit ganzem » bezeichnet. 

Ist s eine parabolische Spitze von T, H Erzeugende der zyklischen 
Untergruppe derjenigen Substitutionen L von I’, welche s festlassen, so 
hat die Matrix von H die Gestalt + H, wo 

H=S~*U°S, 
S eine Matrix mit der Eigenschaft S = {c,d}, s= -* und vu? =(¢ ’) 
ist (@ reell). Falls H nicht in I" liegt, so nehmen wir die Matrix 
-—-I=— he .) = is ual zu I’ hinzu. Daher kénnen wir annehmen, 
H liege in I’. Die Funktion g(t) (ct +d)’ f(r) hat nun die Eigenschaft 
g (Ht) =(cHt+d)f(Ht) =0(S8, H)v(A)(cr+d)’ f(r), 
g (Hr) = e®***9(r), 


(5) (m, St + m,)’ = 6(M, 8) 


wo wir 


o(S, H)v(H)=e®***, x=—x(s), OS Rex<1 


setzen. Hieraus folgt, daB y(t) = e 8" 9(8-*r) die Periode # hat. 
Wir verlangen nun 
[Va. Im Innern von © sei f(t) bis auf Pole regulir. In einem 
Fundamentalbereich D von I innerhalb © sollen sich diese Pole héchstens 
gegen die nichtparabolischen Randpunkte auf der reellen Achse hiaufen. 
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Dann gibt es also eine Laurent-Entwicklung von g(t) nach Potenzen 


2xi 


von e °®, woraus eine Darstellung 
sateen anc 5s 
(6) a(t) (era) r() me" Ble"; f) 


resultiert, in welcher $,(t; f) eine fiir alle hinreichend kleinen |#| +0 
konvergente Potenzreihe bedeutet. 


SchlieBlich soll gelten: 
IVb. In jeder parabolischen Spitze s von % enthalte die Entwicklung 


St 
der Funktion e  ® * (ct +d)’ f(t) in eine Reihe nach Potenzen der Orts- 


Sr 
uniformisierenden te ® fur endlich viele Glieder mit negativen Expo- 
nenten. 
IVa und IVb besagen zusammen: 


IV. f(z) ist in dem in abstracto geschlossenen Fundamentalbereich D 
bis auf Pole in der Ortsuniformisierenden regular; diese Pole diirfen sich 
héchstens gegen die nichtparabolischen reellen Randpunkte von D hiufen. 

Wenn I ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so wird durch die 
Forderungen I, II, III, IV bzw. I’, Ill’, IV der Begriff einer auto- 
morphen Form in der iiblichen Weise’) fixiert. Falls dagegen I" nicht 
durch endlich viele Elemente erzeugt werden kann, so sieht man am Bei- 
spiel der Untergruppen der Modulgruppe von unendlichem Index, daB es 
nicht geniigt, zu verlangen, daS f(t) in D bis auf endlich viele Pole 
regular ist. Dann mu8 an die Stelle dieser Forderung die Eigenschaft IV 
treten. 

Es sei noch bemerkt, daB aus den geforderten Eigenschaften bereits 
folgt, daB f(t) auch in einer elliptischen Ecke « eine Entwicklung nach 
Potenzen der Ortsuniformisierenden im Punkte t = « besitzt. Sei namlich 


e=8, 9, (t)=(t—-e')'f(2), 
wo 
(x —- e’)’ oie eree- 


und lg(t—e’) den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet. Ist Le=e, 
LCT, so folgt 


9,(Lt) = (ap) 0(L) (78 +8) f(t) = (Lye) a, (2), 





wo 


w(L,e)=e'*”", »’ ganz. 


*) Vgl. Fricke II, Abschn. 1, Kap. II, § 3. 
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Hier ist zunachst eine Entwicklung von g,(t) nach Potenzen von 


t 





— vorhanden, in der nur endlich viele negative Exponenten auftreten. 
Und nun folgt auf dem iiblichen ~ 


g(t) =(2=5)" ‘B(t), += (25), 





v-sg 


wo m die ,inhomogene“ Ordnung von «, 0 < m’<m, und §(t) eine in 
der Umgebung von t= 0 bis auf héchstens einen Pol im Punkte t= 0 
selbst regulaire Potenzreihe ist. 

Wir bezeichnen im folgenden f(t) als eine automorphe Form in in- 
homogener Darstellung von der Dimension —r fiir die Gruppe I’ und das 
Multiplikatorsystem v(L). 

Die Multiplikatoren y{(Z) der homogenen Formen sind bekanntlich*) 
multiplikative Funktionen ihres Arguments, falls man die Blatter der %,, 
in denen die Variable w, und ihre Transformierten liegen, geeignet aus- 
wahit. Sind L,, L, Elemente von I’, 80 gilt 


(7) x (DL, L,) = z%(L,)x(L,), 


falls namlich der Weg auf %;, der von w, nach L,L,@, fihrt, durch 
Aneinanderhingen der Wege von mw, nach L,w, und von L,@, nach 
L,L,@, gewonnen werden kann. Unter den gleichen Bedingungen gilt 


(8) u(L,L,) =o(L,, L,) wi L,) u(L,) 
und daher 
(9) v(L,L,) = 0(L,, L,)v(L,)v(L,). 


Das Symbol o(M,8) und verwandte Symbole. 


Wir betrachten jetzt etwas ausfiihrlicher die automorphen Formen in 
inhomogener Darstellung. Zunichst handelt es sich um das Symbol 
o”(M,8). Es gilt 

o”(M,S)=o"(M,8), wenn r,=71, (mod 1). 

o” (M,,S)=0o"(M,, 8), wenn M,=M,, dh. M,= U' M, mit 
einem reellen &. Entsprechend ist o(M, U U*) = 1 fiir jedes reelle . Ferner 
sind die Werte fiir die Fille r=3(1) leicht zu berechnen. Wir setzen 


Zz 
 ctedaant be zz20 


sgna—1 sgnb-—1 


O.9=(—1) ? 8 fiir reelle a+0, b+ 0. 





*) Fricke II, Abschn. I, Kap. II, § 8. 
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Dann ergibt sich folgendes: 


l.c+0 
«) m, +0, mi +0 o(M, S) = 6_¢m,, mm,’ 
B) m,=0, m +0 o(M, 8S) =0_<¢m, 
(10) - y)m, +0, m=O o(M, 8) = 6, nm, 
2.c=0 
a) m,+0, mi +0 o(M, 8) = 64, m,; 
B) my =0, m=O o(M, S) = o4, m,- 





Man entnimmt hieraus insbesondere, daB o(S,S~*)=1, falls 
c+0, r=3(1). Diese Regel gilt aber allgemein: es ist fiir alle r 
o” (S, S~*)=1, falls ¢ +0, wie man leicht bestatigt. 

Am wichtigsten ist die Regel, die sich ergibt, wenn man in (m,t + m, 
auf t nacheinander die Substitutionen S, und S, ausiibt. Es kommt 


“i 
1 
‘ o(M, S,) o(MS,, Ss) 
(11) o(M, 8, S,) =— 3 (5. 5.) * 


und daraus folgt 
(12) o(MM’, S) — 2. 8) o(, M 8) 
o(M, M’) 








Wir fiihren jetzt ein neues Symbol ein, welches folgenden Zweck hat: 
Wenn den unimodularen Matrizen M,S und M’= MS Multiplikatoren v 
zugeordnet sind, so soll dies neue Symbol gestatten, die Funktionen 

v(M)(m,St+m,)", v(MS)(m{[r+m)" und v(S8)(er+d)’ 
miteinander in Verbindung zu bringen. Es gilt namlich 


v(MS) (m{r+m)” 


v(M)(m,St + m,)" = 0(M, 8) v(S)(er+d)" ’ 











wo 
¢(M, 8) = 9 (M, 8; v) =o (M, 8) “Fe 

Die Formeln 

‘ , _ @(M, S8,) o(MS,, 85) 
(13) o (M, 8, S,) = ae BS 2 
und 
(14) o(MM’ 8) — 2 5) e(M, MS) 

o(M, M’) 


sind unmittelbare Konsequenzen von (11) bzw. (12) und gelten identisch 
in den in ihnen auftretenden Werten des Multiplikators v. Es mu8 aber 
vorausgesetzt werden, daB diese Werte simtlich +0 sind. Die aus der 
Invarianzeigenschaft von f(t) friiher abgeleitete Relation 


(9) v(L, L,) = o(L,, L,) o(L,) o(Z,), Lc cr, cr 














ee 
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bedeutet jetzt einfach, daB 
(15) o(L,,L,;v)=1 fiir allie L,, L, aus I. 


Diese Beziehung folgt direkt aus der Invarianzeigenschaft von f(t) durch 
Nacheinanderausiiben von L, und L,. 


Transformation. : 
Wir bilden nun mit der unimodularen reellen Matrix S, = ( %o a 
die Funktion Cy dy 
8 
(16) s,(t) = 9s, (1; f) = Led. 


Man iiberzeugt sich, daB qs,(t) eine automorphe Form (— r)-ter Dimension 
fiir die Gruppe I’ = S, * I'S, und das Multiplikatorsystem vf (L’) (L’ aus I”’) 
ist, wo 
’ a tg -1, (8S, L’S, "4, 8,) 

(17) vs,(L ) = v(S,L So a 
Die Entwicklung von gs,(t) in den Spitzen ergibt sich dabei direkt aus 
der Formel (16); es wird 

(cSt +d)’ f(Syt) = 0(8, Sy) (c’t + d’)” ps,(t), 
also 
8 


oainet ant 22 8 xin’ St ont £2 
* Bole” *; 7) =0(8,8,)e * Bele *, 9s,), 


wo 
S'=S8,, e****'=o(8’, 8’-*U* 8’) v5, (8’'-*U" 8S’), 0< Rex’<1. 
Hier ist x’ =x, denn nach (11) und (12) wird 


o(H, Sy) 


aceite — o(SS,, 8S, HS,) (4) a s-1H&) 
‘or o ° 


o(H, 8,) «(S, H8,) 





= 0(H) 








o(8S, 8.) 
o (SH, S, 
= v(H) o(S, H) a = eae 
So kommt 
(18) Bs (t; f) = 0 (8, So) Bss, (t; gs,)- 


Weitere Regeln iiber das Rechnen mit den Potenzreihen sind 


ani Ex anit 
(19) $s(t; f) =e . - _iye-aur} Basle *: 7), 


» re 0 
(20) Bs (t; f) =A "Ps (t; f), wo s*= (1, ld ), A>0, 


H=8*-*U* 8*, #=1°8"; sn" =e-re4, Ig reel. 
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Aus (18) folgt durch Spezialisierung ferner 
(21) Ps (t; f) = 0(S, L) v(L) Psi (t; f), Lcr, 


(22) Bs (t; f) = 0 (8, S~*) Px (t; ys-s), 
und schlieBlich gilt 
Sli on -377 g) = 9 SOE) — ot 0" 
(283) e®*i« — »(H) o(S, S-*U°S) 0h) a ang," 6: (U*). 
Wir bemerken an dieser Stelle noch besonders, daB aus der Definition 
von e®*** tatsichlich folgt, daB e**** ungeandert bleibt, wenn man S 
durch + U* §* ersetzt, wo & eine reelle Zahl bezeichnet. Denn 


o(+ U'S8*, H) =0(+8*, H) =0(+S, H) 
und 
—1,U*s o(—U*,8 
o(— 8, H) = o(8, B) Sera = (8, H) “5-5” = (8, H). 
Ferner zeigen wir, da8 sich die Invarianzeigenschaft von g(t) = (ct + d)” f(r) 
nicht andert, wenn man, falls —JZ in I’ liegt, —H statt H anwendet. 
Es ist 


sas «ayia 





= 0(S8, —H)(—ct—d)’v(—4) f(r); 
g((—H)t) _6(S8S,—I)o(—8S,H) (-—1)’ 
git) o(—I, B) sh 4 H) v(— JI) vo (A) 
= o(— 8, H) o(H)-(—1)’ o(—Z) 
= ain, f((—1)t) i) nix 
er 


Wir haben nun in gs, ‘~) eine automorphe Form der Dimension — r 
fiir die Gruppe I’ und das Multiplikatorsystem vj(L’) vor uns. Danach 
ist z. B. o( Li, Lg; vs,) =1 fiir alle Lj, Ly in I’. Eine einfache Rechnung 
zeigt ferner, daB gzs,(t) = 0(L) o(L, 8) gs, (t), 80 daB vf.s,(L’) = vg, (L’) 
fiir alle ZL aus ©, L’ aus I’. Ebenso mu8 5,5 (L”) =(vg,)s,(L”), 
L” <(8,8,)~* 8,8, sein. Es erhebt sich nun die Frage, ob die beim 
Beweise dieser Formeln benutzte Tatsache, da8 zum Multiplikatorsystem v (L) 
eine automorphe Form (— r)-ter Dimension fiir die Gruppe I" existiert, wirk- 
lich unentbehrlich ist, oder ob es méglich ist, diese Formeln auf rein alge- 
braischem Wege herzuleiten. ‘Letzteres ist in der Tat der Fall. Wir setzen 
zunachst fiir irgend zwei reelle unimodulare Matrizen S, Q 


05 (Q) =0(SQs-?) “Ee 


Me o(SQS-!, 8) 
= @) “ao 
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und definieren das Symbol Ps(Q; v) = Ps(Q) durch die Gleichung 
vs (Q) = »(Q) Ps(Q; »). 
Hier und im folgenden Abschnitt nehmen wir an, daB allen bei Be- 
rechnung dieser Symbole auftretenden Matrizen ein Multiplikatorwert v 


zugeordnet sei, tiber den wir vorlaufig nichts weiter voraussetzen, als daB 
er stets +0 ist. Die nun folgenden 





Hilfssdtze tiber den Gebrauch der Symbole o und P 


beweisen wir unter ausschlieBlicher Verwendung der Identititen (13) und 
(14). Alle groBen lateinischen Buchstaben stehen in diesem Abschnitt fiir 
reelle unmodulare Matrizen. Wir lassen manchmal das dritte Argument 
in @ und das zweite in P fort, wenn es sich um den Multiplikator v 
handelt. 

Hilfssatz a): 

0 (A, B; vs) = e(SAS~*, SBS~*;v). 
Beweis. Es ist 


P Ps(A) Ps(B 
0 (A, B; vs) = 0(A, B; v) SO Ps@) 











Ps(AB) ’ 
wo 

_ 9(SAS-* SBS-', 8) 

Ps(AB) = ~~ 0G, 4B) 
Lie (A, B) _ e(SBS~, 8) e (SAS, SB) 
~ @(SA, B) 0(S, A) o(SAS—', SBS) 
____0(A,B) _ @(SBS-', 8) 9(SAS-*, 8) 
~ @(SAS~*,SBS*)  0(8, B) e(8,4) ’ 


o(A, B; vs) = o(SAS™*, SBS"; v), ged 
Hilfssatz b): 
Ps, (Q; v) Ps, (Q; v5,) = Ps,s,(Q; v). 
Beweis. Zunichst ist 


_ e(Q@S8-*,8) =e (8*, 8) v(1) 
(24) Ps(@) = (8, 08") = o(8Q, 5") 0(S, 0)” 
so daB nach Hilfssatz a) 








Ps, (Q: 0%.) = 0(Qs,", 545 %,) * 0(8, QS," 8;", 8,8, 8;") 
oe (S,, QS, 3 Ug) oe (S, 8,8, ,8,Q8, 8, ) 
0 (QS, 8, ', 8,8, 8;") e(S,, QS, ) e( 8,5, 8; ') 
e(S,, QS; S;') e(S,', 8, QS, Sy") o( 8,8, QS, ' Sy") 
_ 2 QS." Sy", 8, 8,) o(S,, Q) (5,9, 8: ') 
@(8,8,, QS,’ S,*) @(8,', S,) v(Z) 
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und das ist nach (24) 
, Ps, 2 
Ps, (Qi v5,) = pe, qed. 
Hilfssatz c): 


Ps, s,(Q; v) = Ps,(8,QS,"; ) Ps,(Q; »). 
Beweis. Nach (24) kommt 


Ps, (Q; vj.) = 2G Se» Sei 83) 

s,(Q; 8,) o(S,, QS, ; vs,) 
_pP Ps,(S2QS;') 
QO: 





andererseits ist nach Hilfssatz b) 


Ps, (Q) Ps,(Q; vs,) = Ps,s,(Q;v), qed. 
Hilfssatz a) hat zur Folge, daB 
o (Li, L3; vs.) =e(L,, L,;v), wenn Li=S8,'L,8, (¢ =1, 2) 
und die Aussagen 
o(L,,L,;v)=1 und oe(L;, Ls; vg,) =1 
sind gleichbedeutend. Nach Hilfssatz c) ist 


Pr s,(Q; v) = Ps,(Q; v) Pr (SoQS8'; »). 
Wenn nun Q in I” liegt und o0(L,, L,;v) =1 fiir alle L,, L, in I er- 
fiillt ist, so folgt tatsachlich Pi (S,Q8,'; v)=1, dh. vis,(Q) = vs, (Q). 
Hieraus geht insbesondere noch hervor, daB e?*** sich beim Ubergang zu 
einer aquivalenten Spitze s’— L~*s nicht andert. Denn nach (23) ist®) 
e8 (0) — vfgy)—1(U*) = vf-1 5-1 (U*) = vg-1(U*) = e8im 

Hilfssatz b) besagt, daB (v§,)s, = vs,s, ohne die geringsten Voraussetzungen 
iiber den Multiplikator v erfiillt ist. 

Damit ist gezeigt, daB alle jene zu Anfang dieses Abschnittes erwahnten 
Formeln auf rein algebraischem Wege aus der Beziehung o(L,,L,;v) =1 
fir alle L,, LZ, aus I folgen. Wir werden so darauf gefiihrt, zu ver- 


suchen, allein mit Hilfe dieser Beziehung automorphe Formen der ge- 
wiinschten Art zu konstruieren. 


§ 2. 


Wir machen jetzt die eingangs angekiindigte Voraussetzung, daB der 
Fundamentalbereich D von I" mindestens eine parabolische Spitze besitzt. 


*) Man bestitigt leicht, da8 die GréBe @ sich beim Ubergang von s zu der 
aquivalenten Spitze s’ nicht andert. 





RE 
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Sei s eine solche Spitze, H=A~*U°A Erzeugende der zyklischen Unter- 

gruppe §(H) derjenigen L von I, welche s fest lassen. Wir setzen 

a-(® ~ dann ist s = — =. 
a, a, * 

Wir betrachten nun ein solches Teilsystem ©G(A)=—G(A;I°) der 
Nebengruppe AI’, welches die Eigenschaft hat, da8 niemals fiir zwei Ele- 
mente M und M’ aus G(A) gilt: M=M’. Ferner soll G(A) ein maxi- 
males System dieser Art sein. M’ = M bedeutet, wenn M=AL, M’= AL’, 


” 

daB M’=U"M oder L'= A~*U"AL = H® L, wo x ein Vielfaches von # 
ist. Man erhalt also jedes solche System ©(A) in den Matrizen M= AL, 
wo M ein volles Repriasentantensystem von nach der Gruppe §(U%) nicht 
linksaéquivalenten Matrizen von AI’, d.h. wo L ein volles Reprisentanten- 
system von nach §(H) nicht linksiquivalenten Elementen von J’ durch- 
lauft. Die Matrizensysteme ©(A; I") haben einige einfache Eigenschaften; 
da es nachher nicht darauf ankommen wird, weiches Repriisentantensystem 
man gewahlt hat, so bezeichnen wir in den folgenden symbolischen Glei- 
chungen alle solche Systeme ©(A;I°) mit demselben Symbol, wenn sie 
in ihren Argumenten iibereinstimmen. Es gilt in leicht verstandlicher 
Bezeichnung 


(25) 1. 6(+0*°C,A;%)=+0'C,6(A;I), wenn a=(5 i) 
A>O0O, & reell, 
(26) 2 G(A;I)S=G6(AS;S8~*IS), wenn S unimodular und reell, 
(27) 3. 6(A;)L,=—6(A;I), wenn L, aus I. 
Wir betrachten nun die folgenden Ausdriicke 


f (Mr) 
H,(t;4; 4,0; f)= » - 
use ™® (m, t+ m,) 





Hier wird iiber irgendein System ©(A) summiert. Das Summenzeichen 
ist zunéchst nur im mengentheoretischen Sinne zu verstehen, d. h. es dient 
nur zur Zusammenfassung der Summenglieder. Von Konvergenz soll erst 
spiter die Rede sein. Unter f(t) verstehen wir vorliufig eine im Innern 
der oberen Halbebene bis auf isolierte Singularititen regulare analytische 
Funktion. Wir wollen nun f(r) und das Koeffizientensystem 14(M) so 
bestimmen, daB 

A) das einzelne Glied der Reihe sich nicht andert, wenn M durch ein 
zu M nach der Gruppe 8(U%) linksiquivalentes Element M’ ersetzt wird; 


B) eine Transformationsformel 
H, (Lot; 4; A, T; f) 
v(Le) (vot +4)” 





= H,(t;4; A, T; f) 
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fiir alle L, = & a} aus I” erfiillt ist, wo v(Z,) ein gegebenes Multipli- 
0 0 
katorsystem bezeichnet*®). 

Danach wollen wir hinreichende Bedingungen fiir absolute Konvergenz 
dieser Reihen angeben. 

Was zunichst die erste Forderung angeht, so ist zu verlangen, da8 
fiir jedes ganze h, alle t in 9 bis auf eine diskrete Ausnahmemenge und 
alle M in 6(A) 

f(x+0h) a(U**M) 
fe) Ta) 


gelte. Offenbar geniigt es, dies fiir h 1 und alle M in AT zu verlangen. 
Das heiBt, daB 





A(U°M) _ f(t+#) _ e2tine 
4(M) f(r) : 


wo 7, von M und + unabhiangig ist und die Ungleichung 0 < Re yn, < 1 
erfiillt. Es ist also 





f(z) = ae o™ FP Fg: *), 
wo F(t) eine im Einheitskreise |t}<1 bis auf isolierte Singularitaten 
regulare analytische Funktion von ¢ ist. Fiir die 4(M) resultiert aus A) 
mithin die Gleichung 
(28) 4(U0** M)=e****"1(M), MCAT. 
Das allgemeine Glied der Reihe ist nun 


2xin hs anc Mt 
% 4d td 
e ° Fle o ) 





A(M) (m, r+ m,)" * 


Hieraus wird, wenn wir t durch [,t ersetzen und mit 


1 
é r 
multiplizieren, v (Lo) (vo + %) 


22ine 





M’r Mr 

° F(e *) 

o (M, Ly) 4(M) v (Lo) (mye + mz)”” 
wo M’= ML, M'={mj, m}}. 

Der Formel (29) entnehmen wir nun folgenden Sachverhalt. Damit 
ein Koeffizientensystem 1(M) die Gleichung (28) befriedige und zugleich 
so beschaffen sei, daB die Forderung B) erfiillt wird, geniigt es, zu ver- 
langen, da8 fiir alle M aus AI und alle LZ, aus I neben (28) die Glei- 


- 


(29) 





%”) Diese Transformationsformel ist in rein formalem Sinne zu verstehen; sie 


bedeutet, daB in den ,Summen“ auf beiden Seiten der Gleichung dieselben Glieder 
auftreten. 
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chung 4(ML,) = o(M, L,) 4(M) v(L,) besteht. Offenbar erhalt man simt- 
liche Lésungen 4(M) dieser Gleichung, wenn man mit beliebig gegebenem 
A(A) fir M=AL 

A(M) = (A, L) 4(A) (ZL) 
setzt. Tatsichlich ergibt sich unter Benutzung von (11): 


A(ML,) = A(ALL,) = 0(A, LL,) 4(A) o (L, L,) v(L) v(L,) 
= 0(M, L,) 4(M) v(L,). 
Die so erreichte Fixierung von 4(M) gestattet nun auch, (28) zu beweisen 
und die GréBen », zu bestimmen. Es ist 
4(U** M) =1(AH" L) =0(AH", L) i(AH") v(L) 
= 0(A, L) o(A, H*) 4(A) v(H") v(L) 
= 4(M) o(A, H") v(H") =4(M) p,, 


wo 
?,= o(AH, | aa o(A, H) v(H) v(H*~*) = er tix) ?,.= ” ne? 
so daB n, = x(s) folgt. 
Wir ordnen jetzt jeder unimodularen Matrix Q = (* i) einen Mul- 


% 
tiplikatorwert v(Q) zu, und zwar auf folgende Weise: Wir wahlen aus der 


b 
Nebengruppe QI" ein beliebiges, aber festes Element B -( . 


*) aus; 
b, , 
es sei Q= BL, L aus I’. Wir fixieren zunichst v(B) als eine beliebige, 
von 0 verschiedene Zahl und setzen 


v(Q) =0(B, L) o(B) v(L). 


Dann erkennt man, da8 fiir alle unimodularen reellen Matrizen Q und 
alle L, aus I’ die Gleichung 


(30) 0(Q, Lg;) =1 
zutrifft. Man erkennt ees wenn ein (und damit jedes) Q von BI 
die Eigenschaft hat, daB — = 7. parabolische Spitze von § ist, so unter- 


scheidet sich jedes wie oben “pebildete Koeffizientensystem 4(Q) nur um 
eine multiplikative Konstante von v(Q). 
Wir setzen jetzt 





@ .Mr Mr 
: ate! yee 6 
31 — . —_ y 
(31) G_,(t; 0; 4, T; P) a v(M) (mt +m,)” 


Es bestehen nun (im selben Sinne wie unter *°)) noch einige weitere Be- 


ziehungen zwischen diesen Reihen. Zunichst ist nach (25) oe beliebiges 
Mathematische Annalen. 103. 
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RE 


2ai—x 
a di py, vAye * (+1, 4). oh. -— 
G_,(t; 0; £U°0,4, I; F) = v(4U® C,A) 4"(41)" G_, (5 Ass FD, 





wo 


ont 5) 


F*(t)=Fl(t-e” *). 


Denn es ist 


M*r=(+U'O,M)t —5M +6, 


v(M*) (mf «+ mf)” = v(+U'C, AL) 2" (+m,t+m,)’ 


é 
- to (+4, L) »(A) v(L) (+m,t + m,)’ 


v(+U* C, A) a" (+1)" , 
7 v(A)o (+I, A) v(M) (m,t + m,) ° 





b 
Wir bilden ferner fir cin reelles unimodulares 5 = (° 





cd 
M'r M'r 
2x * 2at — 
G_,(S8t;0;A,I;F) _ e 4 Fle 7) 








v(8) (cr+d)" 


M’c6(45:s—~rs) @(M, 8) v(M’) (mir + m3)” 
wo M’= MS. Hier ist nach (24) 

v(M’) o(M, 8S) = 0(M’) o(M’S~*, S) =v3(M’) 0(S, M’ S~*) 
und 
Daher kommt 


G_,(8:;0;4,0%;F) _ 1 Bae aa 7 
(32) Sele ATF) 0-15 05; 48, 8" T'S; FP). 





Wir gehen jetzt auf die Frage der Konvergenz dieser Reihen ein. 
Um Konvergenz zu erzielen, wird es, wie wir sehen werden, geniigen, 
folgende Festsetzungen zu treffen: Es sei r > 2, 


|v(L)|=1 fir alle Z aus I, 


F(t) im Innern des ¢t-Einheitskreises bis auf endlich viele Pole und auf 
dem Rande durchweg regulir in t. 

Der Poincarésche Konvergenzbeweis fiir die Poincaréschen Reihen im 
Hauptkreisfalle liefert hier das Resultat: 

G_,(t;v;A,I; F) ist eine in der oberen t-Halbebene 9 mit még- 
licher Ausnahme einer diskreten Menge von Polen regulire analytische 
Funktion von t. Die Ausnahmemenge besteht ersichtlich héchstens aus der 
Vereinigungsmenge der Pole der einzelnen Glieder von G_,(t; v; A, I’; F). 





— 
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Zur Untersuchung des Verhaltens von G_,(t;v; A,I°; F) im Innern 

von § geniigt es offenbar, den Fall 
™ 
F(t)=R(t)=G—p : 

durchzudiskutieren, wo g>0 und m ganze rationale und g = e'® eine 
komplexe Zahl mit |g| +1 bezeichnen. Die Pole von G_,(t; v; A, I; R) 
liegen ersichtlich, falls sie in 9 tiberhaupt vorhanden sind, bei den Punkten 
LA~*w, wo L die Gruppe I durchliuft. Es ist indessen zu bemerken, 
daB, wenn —IJ in I liegt oder wenn w, = A~*w elliptischer Fixpunkt der 
Gruppe ist, stets mehrere Glieder in der Reihe G_,(1;v;A,I°; F) den- 
selben Pol haben. Der Koeffizient des niedrigsten nicht verschwindenden 
Gliedes in der Entwicklung von 


2x6 (m+n) At 


Wu = : ; 
azi— 2xi\9 
v(M) (mr+m,)r(e ® -e *) 





~ ° 
nach Potenzen von t —w, =1t— Ma ist 
4 o 
22t (m+x—g) 


(ata) — 25 5 
Bat) vy (BM) (m, a +m)" 80” 





Wenn nun zuniachst —J in I liegt und a, nicht elliptischer Fixpunkt 
der Gruppe ist, so ist 


Wy = v(—I) (—1)" We 


und das ist = W_y, wenn es iiberhaupt eine Form der Dimension —r 
fiir das Multiplikatorsystem v(Z) und die Gruppe I" gibt. Es geniigt offen- 
bar, von dem Multiplikator zu verlangen, daB v(—J)(—1)’=1. Hier 
hebt sich der Pol also nicht heraus. Wenn aber «, elliptischer Fixpunkt 
der Gruppe ist, dann sei Z das erzeugende Element in der zyklischen 
Gruppe der Matrizen von I’, welche w, festlassen, n die kleinste natiirliche 
Zahl, fiir die 2” = J. Es ist nun 


v(M) (m,, + m,)"~*9 = v(M) (m, Eo, -+m,)"~*9 
v (M’) (m{ @, + mj)"~*? 


v (EB) (e,@, + ¢)"~*" 


wo M'= ME und E= {e,, e,}, also 


1 1 1 
v(M’) (m{o, +ms)"-** — o(M) (m,@, +m,)"~*" v(B) (e, , + €)"~*9 | 





> 





Hieraus folgt 
{v(E) (¢,@, + ¢,)"~**}"=1. 
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Man sieht also, der Pol hebt sich dann und nur dann heraus, wenn 
v(E) (¢,0, + 4)? +1 


ist. Wenn es nun iiberhaupt eine automorphe Form gibt, welche im Punkte 
t=, einen Pol der Ordnung g besitzt, dann muB 


v(B) (¢,0, + ¢)""*=1 


sein; denn aus 
f(t) = Gy t {le — 8} 
folgt : 
(Bs) = apap + (EBay) EE 4 et) 
(c +0). 
Andererseits ist 
f(Bx) = v(B) (e,t + &)" f(t) = POG Fa” + f(g — #4} 


(t—a@,)* 





> 


woraus die Richtigkeit der Behauptung erhellt. 

Insgesamt erkennt man nun: 

G_,(t;v;A,I; R) besitzt nur dann Pole in 9, wenn |qg|<1 und 
g> 0 ist. Sobald das zutrifft, hat G_,(t;v;A,I°; R) in den Punkten 
LA~*w, wo L die Gruppe I durchlauft, und nur in diesen Punkten je 
einen Pol von der Ordnung g, wenn nicht gerade A~*w elliptischer Fix- 
punkt ist. In diesem Falle gilt aber das gleiche, wenn es iiberhaupt eine 
automorphe Form der Dimension —r und des Multiplikatorsystems v(L) 
gibt, die in den Punkten LA~*w einen Pol von der Ordnung g hat. 

Zum Nachweise, daB G_,(t;v;A,I°; F) wirklich eine automorphe 
Form ist, bedarf es noch einer Untersuchung iiber das Verhalten der 
Funktion in den parabolischen Spitzen der Gruppe. Wegen (32) geniigt 
es, dies fiir die Spitze co durchzufiihren. Der Beweis lat sich am ein- 
fachsten so anordnen: 


1 os 
Nach Poincaré konvergiert die ro. 2 A in jedem ab- 


geschlossenen Teil 8 der oberen 1t-Halbebene gleichmaBig. Es gilt nun 
fiir alle tc mit Qmzt>1, welche in irgendeinem Vertikalstreifen von be- 
schrankter Breite liegen, eine Abschatzung 


1 “ 1 





| mt +m, |" ~ — mF + mz 
wo C eine feste Konstante ist, welche von 1 nicht mehr abhangt. Daher 
gibt es zu jedem ¢>0 eine a ain der 


fartar =D, +2, 


et sy 
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in zwei Teile 5, und 5, wo 5) nur endlich viele Glieder enthalt, und 
aa<é, 


fiir alle tr mit Jmzt>1, welche im Streifen liegen. Da nun 5, <e fiir 

alle t mit hinreichend groBem Imaginarteil, so strebt 

Fall thee! 

mceca) ttm!” 
m,+0 

wenn t im Streifen gegen co geht. 

Unter den Elementen M von ©(A) findet sich dann und nur dann 
eines mit m,=0, d.h. M=+U*C,, wenn es ein L in I gibt, so da8 
AL=+U'C,. 

Nach Definition des Systems ©(A) kann es héchstens ein solches M in 
G(A) geben. Sind namlich 

M=AL=+U'C,, M’'=AL'=+0U*O, 
zwei solche Elemente aus AI’, so ist offenbar 

Q=M'M"*=+U*O,C;'U §=+U"C, 
mit gewissem positivem wu und reellem 7. Falls « +1, ergibt sich fiir 
alle ganzen rationalen n 

Q"*r=0 + —* ed 


ne” ’ p*—1 . 

Andererseits ist co parabolische Spitze fiir die Gruppe AIA™*, in der 
die simtlichen Q", m ganz rational, enthalten sind. Die Betrachtung der 
Fundamentalbereiche der beiden Gruppen AI’A~* und 8(Q) lehrt, daB 
hier ein Widerspruch vorliegt. Also mu8 u« =1 sein. Damit ist auch die 
Behauptung iiber die Systeme ©(A) ersichtlich bewiesen. 

Wenn nun ein Element +U‘C, in ©@(A) enthalten ist, so ist 
AI =+0U*O,I, und wir kénnen A= +U*C, annehmen. Um das Ver- 
halten von G_,(t) in der Spitze co zu untersuchen, betrachten wir 


g(t) = (+ 4)'G_,(r). 
Das der Matrix A= +U*C, zugeordnete H ist 
0;'0°O,=vU"*. 
Daher hat man das Verhalten von G_,(t) bei Ausiibung der Substitution 
vU** zu priifen. 
Nun ist das Glied der Reihe G_,(r;v; A, I"; F), dessen M= +U'C,, 
-(_t é {2 
oats)" p(2*4(a5* 5) 


v(+ UF C,)(+4)" 





E(t) = 
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Wir setzen &(r)—0, wenn es kein Element +U‘O, in G(A) gibt; 
offenbar gilt 

€(U** r) = e****E(r) 
und daher 


t 


(+ i)" (2) oe . (eo **) 


wo §,(¢) eine bei ¢=0, eventuell mit einziger Ausnahme des Punktes 
t=0 selbst konvergente Potenzreikhe bezeichnet. Wenn 


F(t)=R(t) =, 


so ist die niedrigste nicht verschwindende ¢-Potenz in §8,(t) gleich ¢”. 
Nach dem Obigen verschwindet 
G_,(t;v; A, ; F) — E(x), 


wenn t unter Vermeidung der Pole von G_, im Streifen —+ oo geht. 
Daraus folgt nun, daB die Potenzreihe 


PB" (t) = Pa (t; G_-(t; v; A, P; F)) — Po(t) 
im Punkte = 0 regular sein und verschwinden mu8. Denn 
2aixn— 2xi 
e vO g*(e A 3) 
verschwindet, wenn +t im Streifen —-co geht. Da aber 0<x<1, 80 
kann ersichtlich §8*(#) zunachst keinen Pol endlicher Ordnung bei ¢t = 0 


besitzen. Enthielte 8*(t) unendlich viele Glieder mit negativen Exponenten, 
so galte das gleiche fiir die Potenzreihe 


g(t) = Peet 3 ( 2"*#s) sateen Pe 
die jedoch, wie man sieht, auch —- 0 geht, wenn + im Streifen —- co. 
Das steht im Widerspruch mit der Aussage, daB ¢$*(t) bei t=0 
wesentlich singular ist. 
So erkennen wir zusammenfassend : 
Satz 1. Die saimtlichen Funktionen 


G_,(t;v;A,T; F) 


sind automorphe Formen (—r)-ter Dimension fiir die Gruppe I" und das 
Multiplikatorsystem v(Z). Uber das Verhalten der einzelnen Funktion 


G_,(t;0; A, I; F) 
gelten folgende Aussagen: - . 

1. Wenn F(t) im Innern und auf dem Rande des t-Einheitskreises 
regular ist, so ist G_,(t;v;A,I°; F) in 9 regular. G_,(t;v;A,T'; F) 











op er rem re er eee = 


cas oS 
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hat, wenn |g|<1 und g>0O, und wenn nicht gerade A~* elliptischer 
Fixpunkt von I ist, in den zu A~*@ nach der Gruppe I" aquivalenten 
Punkten je einen Pol der Ordnung g und ist sonst in 9 regular. Wenn 
A~*q elliptischer Fixpunkt von I ist, so gilt das gleiche dann und nur 
dann, wenn es fiir das Multiplikatorsystem v(Z) iiberhaupt eine automorphe 
Form der Dimension — r gibt, die in A~*@ einen Pol der Ordnung g hat. 

2. Die Potenzreihe $5(t;G_,(t;v;A,I°; F)) ist bei t=O regular 
und verschwindet dort fiir alle Spitzen s, fiir welche nicht 


AL=+0U'O,8 
fiir ein ZL aus I, ein reelles € und ein positives 4 erfiillt ist. Dabei ist 
S eine unimodulare reelle Matrix mit S(s) = oo. 
In denjenigen Spitzen s, fiir welche 
AL=+0U'C,8 
fir ein ZL aus I, ein reelles und ein positives 4 erfiillt ist, ist die 
niedrigste nicht verschwindende ¢-Potenz in 
Ps (t; G_,(t; 0; A, T; R)) 
gleich ¢”, wenn m< 0, oder wenn m=0 und mugleich die der Spitze s 
zugeordnete reelle Zahl x(s)=—0 ist. 
In den anderen Fallen kann man, falls auch noch g = 0 oder |q| >1 
ist, tiberhaupt nicht unmittelbar sehen, dab 
G_,(t;v;A,T; R) 
nicht identisch verschwindet. Jedenfalls ist dann 
Bs (t; G_,(t; 0; A, T'; R)) 


bei ¢= 0 regular und verschwindet fiir t= 0. 


§ 3. 

Wir haben im § 2 gesehen, daS es zur Konstruktion von automorphen 
Formen ausreicht, ein Multiplikatorsystem v(L) anzugeben, welches die 
Eigenschaft hat, daB 

o(L, L,) = o"(L,, L,) v(L,)v(L,) 
fiir alle L,, L, aus I, und daB8 |v(ZL)|=—1 fiir alle LZ aus I erfillt ist. 

Man kann nun, um solche Multiplikatoren aufzustellen, zwei Wege 
einschlagen. Der erste, den wir nur ganz kurz skizzieren wollen, benutzt 
die Eigenschaften der in §1 eingefiihrten Funktion u(Z). Wir nehmen 
an, es sei méglich, einem jeden Element L von I eindeutig einen Weg 
auf %, zuzuordnen, welcher w, mit Lw, = yw, + dm, verbindet (wobei 
Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt als nicht verschieden an- 
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gesehen werden), derart, daB der dem Produkt L, L, zugeordnete Weg durch 
Anhingen des L,-Weges an den L,-Weg entsteht. Dann ist 


o(L) = (ZL), 


wo die Funktion rechts mit dem der Matrix LZ zugeordneten Wege zu 
bilden ist, offenbar ein brauchbarer Multiplikator, fiir den auch stets 
|o(L)|=1 ist. 

Um jetzt ein solches System von Wegen zu konstruieren, miissen wir 
darauf Riicksicht nehmen, daB sich im allgemeinen jedes Element der 
Gruppe auf mehr als eine Weise durch die Erzeugenden darstellen laBt. 
Man zeigt aber leicht, daB es ausreicht, die den Erzeugenden zugeordneten 
Wege so zu bestimmen, daB die Relationen erfiillt sind, d. h. daB die 
Wege, die sich durch Aneinanderhingen der den Erzeugenden zugeordneten 
Wege fiir beide Seiten einer Relation ergeben, stets gleich sind. Wir setzen 
hier der Einfachheit halber voraus, da8 die Anzahl der Erzeugenden von I" 
endlich sei. Dann lassen sich diese Erzeugenden so wahlen, daB die Rela- 
tionen folgende Gestalt annehmen**): 


(33,) Bi=+I, 151g, 


O+% » 
(34) TP UG HG He = +1. 

i=1 i= 
Hier sind die £, die samtlichen e, elliptischen, P; die samtlichen o + e, 
parabolischen und elliptischen Erzeugenden, und die G,, H, entsprechen 
den Uberschreitungen eir2s der p Paare konjugierter Riickkehrschnitte; 
I, bezeichnet die (inhomogen gemessene) Ordnung der Substitution Z,. — 
Ferner wissen wir, daB v(—J) durch die Bedeutung von v stets eindeutig 
bestimmt ist, denn es gilt, falls die Matrix —J in I enthalten ist, 


f((—Dt) = f(t) =0(—1)(—1)"f(t), also o(—J) = e-**". 


Was nun die Méglichkeit angeht, ein System von Wegen fiir die 
Erzeugenden anzugeben, so daB die Relationen erfiillt sind, so ist daher 
zu bemerken, da8 dies sicherlich dann nicht méglich ist, wenn —J in I" 
vorkommt, und wenn dabei die Zahl e~**” nicht von der Form e®**’’ mit 
ganzem rationalem » ist (d.h. wenn nicht r rational und k= 1 (mod 2)). 
Wenn wir diese Fille gleich ausschlieBen, so zeigt sich, daB man, falls 
erforderlich, einen Weg fiir das Element —J angeben kann, so daB fiir 
diesen Weg «(— J) = e~*** ist. Aber es braucht trotzdem keiner der dem 
Element E, zugeordneten Wege auf %, so beschaffen zu sein, daB die 
Relation (33,) erfiillt ist. Bezeichnet namlich 6, den Argumentzuwachs 


*) Ritter I, Teil II. 
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lings eines solchen E,-Weges, der von E;'@, nach E;'*’, fiihrt, so ist 
4-1 
» 6, = 9,(modk) die Bedingung dafiir, daB die Relation (33,) erfiillt ist, 
h=0 


wo g, eine gegebene ganze Zahl bedeutet; diese Kongruenz braucht keines- 
wegs immer lésbar zu sein. Wenn aber die Relationen (33,) gar nicht 
bestehen, und man, falls erforderlich, einen brauchbaren Weg fiir — 1 
finden kann, oder wenn es andernfalls méglich ist, die Wege fiir — J und 
die Z, so zu wahlen, da8 die Relationen (33,) erfiillt sind, so ist von hier 
ab alles in Ordnung. Wir kénnen namlich die Relation (34) durch Trans- 
formation so umformen, da8 die linke Seite mit einer parabolischen Sub- 
stitution P beginnt. Und nun kann man die Wege fiir die G;, H,, 1Sicp, 
beliebig vorschreiben, desgleichen die Wege der saimtlichen o —1 para- 
bolischen Erzeugenden, welche von P verschieden sind. Die Relation (34) 
bestimmt jetzt den Weg von P eindeutig. Die Anzahl der verschiedenen 
Wegsysteme und damit der verschiedenen Multiplikatoren, die man so 
erhalt, ist, wenn r rational, ein von 0 verschiedenes ganzes Vielfaches 
von &°?*°-* 

Eine einfache Betrachtung zeigt, daB die Hauptkongruenzgruppe 
N-ter Stufe I'(N) fir N>1 keine elliptischen Fixpunkte besitzt. Auch 


ist fiir N>2 das Element —/J nicht in der '(N) enthalten (als diese 


bezeichnen wir mit Riicksicht auf § 1 konsequenterweise die Gruppe der 


« Bp 
y é 
mod N kongruent sind). Die eben auseinandergesetzte Methode, 


unimodularen ganzzahligen Matrizen L = ( 

yl 0\ 
T= \6 1) 
Multiplikatoren von der Form e***’’ aufzustellen, ist daher auf die I’( N) 
mit N > 2 anwendbar, liefert dagegen im Falle N =1 kein Resultat. Im 
Falle N > 2 besteht eine einzige Relation, namlich 


), welche der Identitat 


o P oi eua 
TPWGHG" A" =I, 


imi t=l 


im Falle N= 2 gilt bei geeigneter Wahl der P; ebenfalls diese Relation 
und daneben als einzige weitere Relation die Gleichung (—J)*=J. Im 
Falle N =1 dagegen ist die Lésbarkeit der den Relationen entsprechenden 


Gleichungen fiir die Multiplikatoren nicht ohne weiteres einzusehen. 


Die zweite Methode zur Aufstellung der Multiplikatoren ist rein alge- 
braisch. Wir betrachten zuniachst das Symbol o(M,S) und gehen jetzt 
daran, ein entsprechendes Symbol aufzustellen, welches gestattet, v(L, L, ...L,,) 
durch das Produkt v(Z,)v(L,)...v(Z,) auszudriicken. Es seien im folgen- 
den M,, M,,... beliebige unimodulare Matrizen mit reellen Elementen. 
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Wir definieren 
o, (M,) =1, 
o, (M,, M,) =o(M,, M,), 
o,(M,, M,, M,) = 0(M, M,, M,)o(M,, M,), 
allgemein fiir n > 3 
o, (M,, M,,..-, M,) 
a Ulla g ap +009 Mie G(R &, «.+ Ms A, os MED, 
wo 1<m<n-—1. Man erkennt durch vollstandige Induktion leicht, daB 
o, von m nicht abhaingt. Denn fiir 1<m< n — 2 ist 
a ee oe ee) eee A ee ee ey Ff 
=o, (M,,..., M,,)o,(M, ... M,, M,,.;) 
3< 6, os (Maes +> ML) a, (my, ... M.,., M.,... BM) 
=o, (M,,..., M,)o,(M, ... M,,, M,,,, --- M,) 
5G Gases Mince <-> Mt. ae 8 os 
= 0, (M,,..., M,). 


= o,,(M,, M,,..., M,)o 


Wir beweisen gleich noch eine allgemeinere Formel. Seien die Ma- 
trizen M;* fir 1<j<m,, 1<i<y gegeben, n=m,+m,+...+m,. 
Wir setzen zur Abkiirzung 


T; = M{ mM," ... ME, 
Om, (M) = om, (My, MS”, ..., ME), 
Mj= Mj”, 1SjSm;  Mays.+mits= MP fir i>1, 1 Sig m, 
Dann gilt folgende Formel 


(35) o,(M,,..., M,) =6m,(M™) on,(M™) ... Om, (M™) 0,(T,,..., T.). 


Fir »=2 und fiir jedes a ist die Formel bewiesen. Wir wenden 
wieder vollstandige Induktion an und beweisen, daS die Formel richtig 
bleibt, wenn man die gegebene Einteilung der Matrizen M,, M,,..., M,, in 
die » Gruppen durch Unterteilung verfeinert. Es sei also m,=m!-+-m!,,, 
m,>0, mi,,>0, 


M— Mj? — fir: 1S} S mi, 
Mj — Mj" fir mi +1 SiSm+m,,,. 
Dann gilt in leicht verstandlicher Bezeichnung : 
Om, (MM) = Om, (mu) Om’. (m’°*”) % (T:, Tr+1) 











a 


a 


=Car ee 


i 
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und +2) sa 
o,(T,, nic. T,-19 T, T, +1) 9 (7,, T, +1) 


= 0,_,(T,, .--. T,_3) (7, «-. T 1» ¥ %.)e(f. a 
= 0,,,(7,,--+ Ty; a en 


Damit ist der Induktionsbeweis gefiihrt und die Formel (35) als richtig 
erkannt. 
Man sieht jetzt: Wenn v(M) eine solche Funktion der Matrix M 
ist, daB 
: v(M,M,) =0o(M,, M,)v(M)v(M,), 
so ist 
(36) v(M, M,...M,) =4,(M,, ..., M,)v(M,)...v(M,). 


Wir lassen von nun an die Annahme, daB I endlich viele Erzeugende 


besitzt, fallen. Es seien 
a Sey ferr 


die Erzeugenden von I’. Die Relationen zwischen den Erzeugenden 
schreiben wir in der Form 

R,= 1, 
wo R, fiir i =1,2,... einen Ausdruck in den A, und den A;* darstellt. 
Ist nun zunachst v(Z) ein Multiplikator, so la8t sich nach (36) v(L) 
stets mit Hilfe des verallgemeinerten o-Symbols durch die v(A,) und die 
v(A>*) ausdriicken. Es gilt dann insbesondere 


; oe (¢=1,2,...), 
wo R,=v(R,) der Ausdruck in den v(A,) ist, der entsteht, wenn man 


v(R,) auf die eben beschriebene Weise ausrechnet. Dabei wollen wir nach- 
triglich auch stets die v(A4>*) mit Hilfe der Gleichung 


v(A,) v(4,*) 0(A,, A>") =1 
durch die v(A,) ausdriicken. 

Um jetzt ein Multiplikatorsystem aufzustellen, denken wir uns die 
GréBen v(A,), » =1, 2,..., irgendwie, aber so gewahlt, daB die Gleichungen 
R,=1 fir i=1,2,... erfiillt sind. Hat nun ein beliebiges Element L 
von I" die Gestalt 

L= K, K,...&,, 
wo die K,; unter den A, und den A, * enthalten sind, so definieren wir 
allgemein 
(37) v(L) =o, (K,,..., K,) v(K,)...v(K,). 


Wenn L’= K,,,...K,,, eine Darstellung von L’ durch die A, und 4>* 
ist, so wird 
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o(LL’) =o, ,,(K, ue. K,,, 4)? (K,) -  0(K,.4) 
=«,(K,...K,,K., _K.) 
i 5! See K. re K m+a2°°*? K,,...)¥(K,) -- v( K,, +4) 


=o(L, L’)v(L)v(L). 


Es ist also, um auf diese Weise einen Multiplikator zu erhalten, nur nétig, 
festzustellen, daB v(Z) nicht davon abhangt, wie man LZ als Ausdruck in 
den Erzeugenden schreibt. Seien 


L= Q., L= Q, 

zwei verschiedene Ausdriicke von L in den A, und den A>*. Dann lat 
sich Q, durch mehrmaliges Einfiigen von Faktoren der Form A, A,* und 
A," A, auf die Gestalt Q, Q7*Q, bringen. Hier gilt Q7'Q,=J, d.h. der 
Ausdruck von Q;*Q, in den A,, A>” ist nach einem bekannten Satze der 
Gruppentheorie**) mit einem Produkt von Transformierten 7; R;7;* von 
endlich vielen der Ausdriicke R, identisch, wo die 7; beliebige Produkte 
der A, und A," sein kénnen. Um jetzt den gewiinschten Nachweis zu 
erbringen, geniigt es, zu zeigen: Wenn man in einem Produkt L von Er- 
zeugenden von I” und deren Inversen an einer Stelle einen Ausdruck 
T, R;T;* einfiigt, so andert sich das nach der obigen Definition (37) zu 
berechnende Symbol v(Z) dadurch nicht. Sei nimlich L = Q = Q’, wo 

Q = D,... D, Days ++ Dare 

Q’= D,... Dy TReTe Days ++» Dare: 
Darin bedeuten die D,, D,,...,D,,, gewisse der Erzeugenden A, und 
ihrer Inversen. Dann gilt nach dem Vorangehenden zunichst 

v(Q’) =0,(D,... D,, nie D nn 
< 0(D,... D,) v(%R;T;*) v(D,,,...D 
=o(D, na” taney 
< 0(D,...D,) 0(D,,,---D,,.)0(M%@RiT%’) 

= v(Q) v(% RT; "*). 

Nun ist aber nach Konstruktion 
v(TR,T;*) = 0, (7, Ri, T*) v(T,) v (Ry) v (T;*) 
= 6(T%, Ty") v(T;) v( T;’). 

Hier darf man nicht unmittelbar schlieBen, daB der zuletzt erhaltene Aus- 
druck =1 ist. Man kann das jedoch folgendermaSen einsehen: 


m+i‘** 


a+@) 


**) O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Hamburger Abhandlungen 5, 
8. 161. 
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Sei etwa 7,=— B, B, ... B, der Ausdruck von 7; durch die Erzeugenden 
von J’ und ihre Inversen. Dann ist 


o(T%, T;*)v(%)v(T;*) 

= 0(T;, T;*)0,(Bi, ..., B,) 0,(B;*, ..., By’)v(B,) v(Bz*)... v(B,) v(B;") 
_ S»(By, ..-, By, By, .-., By) 
o(B,, B,*)...0(B,, By’) 
Hier ist der Zahler gleich 
6,~1 (Bi, .--) By-1) 6(B,, B>*) 6,-1(Bo1,.-., By) 63(B,...B,-3, Boy... By) 
= 6y-2(Bi, ..-, By-1, Bos, -»-, B;')o(B,, B,*), 
und danach wird 
02,(B;,..., B,, B;*,..., By’) =0(B,, By’)... 0(B,, B>*), 

also tatsichlich 









o(%, T;*)v(T;)v(T;"*)=1. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Wenn die Gruppe I" durch endlich viele Elemente erzeugt wird, so 
kann man diese so wiahlen, daB die Relationen die Gestalt (33,) und (34) 
annehmen. Zu diesen Relationen tritt unter Umstinden noch die Be- 
ziehung (—J)*=J. Man bemerke nun zunichst, daB die der Relation 
(—I)*=TI entsprechende Gleichung 


o(—I, —I)v(—I)*=1 
fiir den Wert v(—J)=e7*"” erfiillt ist. Denn es ist 
(—1)"=o(—J, -Noy also o(—JI, —I)=e**", 
Die den Relationen (33 ;) entsprechenden Gleichungen fiir die v(A,) sind nun 
(38) 6, (Hj, By, .-s BoB)’ =(+), 1Si<e. 
Die j-te Gleichung hat hier genau J; Lésungen v(Z;), welche alle von der 


Gestalt "4" sind, wo » eine ganze rationale Zahl bezeichnet. Die der 
Relation (34) entsprechende Gleichung kann man nach dem Vorangehenden 
auf folgende Weise aufstellen. Wir erhalten: 


ore) ay See YT a ee SF my 
o+ 
>< “Tf v(P:) Ho (@:HiGz" Hy") =v(+0), 
t=1 f=1 
v (GH, G;"* H;*) = 04(G;, Hi, Gi", Hy*)v(@;)v(H,) 0(G@;")0(H;"*) 


oun 6,(G,, H,, =", H; *) 
o(G,,G, )o(H,,H, ') 
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So kommt 
O+€o 
(39) Io(P,) 
Ld 1 1 
(+1) 1o(G,, & )o(H,, H, ) 
= —1 gy) 8 eet, —1 yy! r 
Cotegp (Pas -++s Poses 1 AG, A, 9 s0s9 GG, A, ) TT o4 (Gi, Hi, Gi H, ) 


Da unter den P, nach Annahme mindestens eine parabolische Matrix ist, 
so kann man diese Gleichungen stets lésen. Was die Mannigfaltigkeit der 
Lésungen angeht, so erkennt man: 

Die Gesamtheit @ der Multiplikatoren v, fiir welche jedes v(Z,), 
1<t<6,, einen festen Wert hat, hangt von 2p +o — 1 willkiirlichen kom- 
plexen Konstanten ab. Wenn man im Falle eines reellen r verlangt, dab 
|v(L)|=1 fiir alle L aus I’, so hei®t dies, daB |v(A,)|—1 fiir alle ». Setzt 
man hier v(A,) = e?**%, @, reell, so ist ersichtlich, daB die Teilmenge der 
v(L) von B mit |v(L)| =1 von 2p + o —1 willkiirlichen reellen Konstan- 
ten abhangt, die bei dieser Darstellung aber nur mod 1 in Betracht kommen. 


Lésungen von der Form v(L) =e" mit ganzen rationalen h,n sind 
immer vorhanden, sobald n durch n,=[J,,1,,...,1,] teilbar ist. Hier 
setzen wir 1,=—2 oder 1, je nachdem —J in [° vorkommt oder nicht 
und n,=1,, wenn e,=0. Die Teilmenge der Multiplikatoren v(L) von &, 


welche fiir ein gegebenes n mit n = 0(n,) die Form v(L) = * ae 38 haben, 
hangt von 2p-+o—1 willkiirlichen ganzen rationalen Konstanten ab; 
‘dabei ist zu beachten, daB, wenn r rational ist, diese Konstanten nur 
mod kn in Betracht kommen. Wenn man die Menge 8%’ der Multiplikatoren 
betrachtet, fiir welche simtliche v(P;), 1< i<o-+-e, feste Werte haben, 
so hingen diese v(Z) in jedem der betreffenden Fille von 2p willkiirlichen 
komplexen bzw. reellen bzw. ganzen rationalen Konstanten ab. 

Wenn die Gruppe I kein endliches Erzeugendensystem besitzt, so be- 
trachten wir die dem Fundamentalbereich D von I” durch Identifizierung 
der Rander zugeordnete Riemannsche Fliache T. Das System der Ecken 
und Kanten von D geht in ein zusammenhangendes Streckennetz € auf T 
iiber. Den elliptischen Ecken und parabolischen Spitzen entsprechen genau 
die Eckpunkte von €, von denen nur eine Strecke ausgeht. In allen 
anderen Ecken von € laufen mindestens drei Strecken zusammen. Diese 
Ecken bezeichnen wir als Ecken vom zweiten, jene als Ecken vom ersten 
Typus. 

Die Gesamtheit der Relationen von I" besteht aus zwei Gruppen: 

a) Die Relation (—J)* = J, falls —J in I’ liegt und die Umlaufe um 
die elliptischen Ecken von ®, falls solche vorhanden sind. Die zu diesen 
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Umlaufen gehérigen Relationen haben die Gestalt 
+ BY =I. 


Diese Relationen haben auf T keine anschauliche Bedeutung. 

b) Die Umlaufe um die sog. zufilligen Ecken von ®, d. h. hier die 
Ecken vom zweiten Typus. 

Um die Relationen besser diskutieren zu kénnen, setzen wir 


v(A,)=e***% fir »=—1,2,..., 


wo «, irgendeinen der Werte von x; 10g »(4,) bezeichnet. Sind nun 


R,,=I die unter a) angegebenen Relationen, so denken wir uns v(— /) 
und die v(E;) fir j= 1,2,... so fixiert, daB die Gleichungen R,, = 1 er- 
fiillt sind. Von den iibrigen Relationen, den Umlaufen um die Ecken vom 
zweiten Typus, steht zunachst fest, daB sie in unendlich groBer Zahl vor- 
handen sind. Denn gabe es nur endlich viele Ecken vom zweiten Typus, 
so miiBte es unendliche viele Ecken vom ersten Typus geben. Da aber 
in einer Ecke nur endlich viele Strecken zusammenlaufen kénnen, so ergibt 
sich ein Widerspruch daraus, daB eine von einer Ecke des ersten Typus 
auslaufende Strecke in einer Ecke des zweiten Typus endigen muB. 

Wir fiihren jetzt in die den Umlaufen um die Ecken des zweiten 


Typus entsprechenden Gleichungen die Variablen «, = zej1¢0(A,) ein und 


erhalten auf diese Weise ein System © von unendlich vielen linearen 
Gleichungen in den «,. Wir schaffen die auf der linken Seite dieser 
Gleichungen eventuell auftretenden Glieder, die mit einem «, behaftet sind, 
fiir welches A, = —J oder elliptisch ist, auf die rechte Seite. Dann sind 
die rechten Seiten aller Gleichungen bekannt. Wenn wir uns nun die 
Matrix der Koeffizienten des Gleichungssystems ansehen, so bemerken wir 
folgendes: 


1. Jede Zeile enthalt nur endlich viele von Null verschiedene Elemente. 
2. Zu jedem natiirlichen n gibt es héchstens zwei Zeilen, deren 
n-tes Element + 0 ist. 


Die dritte Eigenschaft lat sich am besten als eine Eigenschaft des 
Streckennetzes € formulieren: 

3. Das Teilnetz ©* von ©, das aus © durch Léschen der Strecken 
entsteht, welche in einer elliptischen Ecke endigen, ist zusammenhangend. 

Aus 1., 2., 3. schlieBt man leicht, daB zwischen endlich vielen Zeilen 
der Matrix keine Relation bestehen kann. 

Es sei ferner ©’ ein endliches Teilsystem von ©, &’ enthalte 
g’ Gleichungen mit mindestens drei Unbekannten. Aus 2. folgt dann, da8 die 
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Anzahl der willkiirlichen Konstanten, von welchen das Lésungssystem von ©’ 
abhingt, > 59 ist. Um von hier aus eine Lésung des Gesamtsystems & 
zu konstruieren, gehen wir folgendermaBen vor. 


Es entstehe aus &* durch Streichen aller Strecken, welche von den 
Umlaufen von ©’ betrofien werden, das Netz ©’. Allgemein wird ©’ 
in endlich oder unendlich viele in sich zusammenhangende Teilnetze 
Gj, E, ..., EL,... zerfallen, die zu je zweien getrennt liegen. Wir nennen 
diese Teilnetze die Komponenten von ©’. Nun zeigt man leicht, da8 unter 
diesen Teilnetzen ©; nur endlich viele sein kénnen, welche nicht unendlich 
viele Ecken enthalten. Das erhellt aus der Herkunft des Netzes: Der 
Gesamtheit der Strecken von ©’ entspricht in © eine endliche Menge von 
Paaren von Kanten des Fundamentalbereiches D von I’. Man kann daher 
zu jeder Kante, abgesehen von endlich vielen Ausnahmen, einen ,,Weg“ 
angeben, der mit dieser Kante beginnt, aus Jauter solchen Kanten von D 
besteht, deren Bilder auf T nicht im Netze von @’ vorkommen, und der 
unendlich viele Ecken des Randes von @ trifft. Dabei kann man zu- 
geordnete Kanten als nicht verschieden ansehen. 


Jetzt ersetze ich @’ durch G, indem ich alle jene endlich vielen 
Netze €{ zu dem Netz von @’ hinzufiige, welche nicht unendlich viele 
Ecken enthalten. @ ist also gleichfalls ein endliches Teilsystem von G. 
Wenn ich nun aus &* alle Strecken fortlasse, welche in den Umlaufen 
von @ vorkommen, so erhalte ich ein neues Netz ©, dessen in sich zu- 
sammenhingende Komponenten samtlich unendlich viele Ecken enthalten. 

Ist jetzt ein allgemeines Lésungssystem von @ gegeben, so schaffen 
wir in samtlichen Gleichungen von © — @ die damit bekannten Glieder 
auf die rechte Seite. Einer Zerfallung des Netzes E in Komponenten ent- 
spricht eine Zerspaltung des so erhaltenen Gleichungssystems in ,Kom- 
ponentensysteme“, die zu je zweien fremd sind, d.h. keine gemeinsamen 
Unbekannten enthalten. Fiir die Matrix jedes Komponentensystems gilt 
der Satz, daB zwischen endlich vielen Zeilen keine lineare Relation bestehen 


kann. Mithin kénnen wir jedes endliche Teilsystem jedes Komponenten- 
systems aufidsen. 


Ersichtlich kann man auf diesem Wege sukzessive eine Lésung des 
gesamten Systems © gewinnen. Die allgemeine Lésung bei gegebenen 
v(Z;), 7=1,2,..., héangt, wie man leicht sieht, von 2p +0 willkiirlichen 
Konstanten ab. Die der Lésung entsprechenden Multiplikatorensysteme 
hangen also auch von 2p--o willkiirlichen Konstanten ab, die im allge- 
meinen komplex sind. Die Mukiplikatoren mit |v(L)|—1 (r reell) hangen 


Pe 
von 2p-+o reellen, die mit v(L)=e*" von 2p-+o ganzzahligen 








a 
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Parametern ab. Hier mu8 n durch n,=([l,,1,,1,,...] teilbar sein; die 
Parameterwerte kommen nur modkn in Betracht, wenn r rational ist. 
Wir erkennen daher zusammenfassend 


Satz 2. Das vollstandige Lésungssystem der Gleichung 
v(L, L,) = o(L,, L,)v(L,)v(L,) 


hangt bei vorgegebenen Multiplikatorwerten fiir die elliptischen Erzeugenden 
der Gruppe I von 2p+o0—1 (bzw., falls ¢, = co, 2p +) willkiirlichen 
komplexen Konstanten ab. Das System der Lésungen v(L) mit |v(L)|=1 
hangt im Falle eines reellen r von 2p + 0 —1 (bzw. 2p -+ o) reellen Kon- 


i?) 


stanten ab. Lésungen von der Form v(L) = e'*” mit ganzen h, n gibt 
es dann und nur dann, wenn n durch n, = [1,, 1,,1,,...] teilbar ist. Dabei 
bedeutet n die Zahl J,, falls e, 0 ist. Das System der Lésungen, welche 
fiir ein gegebenes festes n diese Gestalt haben, hingt von 2p+o—1 
(bzw. 2+) ganzzahligen Konstanten ab, welche aber, falls r rational 
ist, nur modkn in Betracht kommen. 

Es sollen noch einige spezielle Untersuchungen iiber die Multiplikatoren 
der Kongruenzgruppen, insbesondere die der niedrigen Stufenzahlen mit- 
geteilt werden. Sei zunachst Q(2,,...,x,) eine definite quadratische Form 
mit rationalen Koeffizienten, A (z,,..., x,) eine beliebige Linearform mit 
rationalen Koeffizienten; seien «,, ..., 5 Grr +99 Gq beliebige rationale Zahlen. 
Dann gibt es, wie wir an anderer Stelle zeigen werden, zwei natiirliche 
Zahlen N = 0(4) und N’ derart, daB 


pease Cen OO ct Aten... stag) 
O(r)= JF e 
my; = a (gi) 
eine Modulform- der Stufe N und der Dimension —r = —4 fiir das 
Multiplikatorsystem 


o(L)=(5). 


ist, wo b= * A aus I'(N). Hier bedeutet 


a) _/ 
(3).= \ 
0 0 
(),= (=z),=) 
(GS) ist das Legendre-Jacobische Restsymbol. Wir béhaupten nun 
Satz 3. v(L)=(1)' ist ein Multipliketor fiir die Dimension 
—r=—— +4 und die Gruppe [=I'(4). Fiir jedes N= 0 (4) und jedes 
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77) o,,,, falls n==0(2), a+0, 


a 
| m| 
1 
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unimodulare reelle S = « ’) gilt iiberdies 


(“2 — (8, 8*U* 8)v(8U" 8) = 1. 
Wir werden fiir alle M aus I(1) einen verallgemeinerten Multipli- 
kator v(M) angeben, so dab 
v(M)=v(L), wenn M=L aus '(N), 
o(M,L;v)=1 fir M aus (1), LD aus r(N). 
Der ganze Satz ist fiir gerades qg trivial; sei also fortan g=1(2). Wir 
definieren nun das Symbol (£) durch (*)"= (751) wenn n = 0(2). 
Fiir die Symbole (*) und =), gelten dann neben den bekannten 
Multiplikationsformeln folgende Gleichungen 


* , 
\ a 


(40) (ty = (=) ; ().- (5), omee wenn a=a'(n), a+0 +a’, 


n n n 


(40’) (*)'= (S) canes (5).= (>), wenn n=n’'(4a), a+0, 


n n n n 


~ 


n—1 n— 


Gates, (G)-cn 





(5) (3) -( 
Hier wurde n = n’=m=1(2) angenommen. Wir setzen nun fiir 
M={m,, m,} 
v( M) = (=) , falls m,=1(2), 
* 


v(m) = (2), falls m, = 1(2); 


die Fille kénnen sich natiirlich iiberdecken; wenn das zutrifft, nehme man 
irgendeine der beiden Definitionen, jedoch fiir alle M einer ganzen Neben- 
gruppe von I"(1) beziiglich I"(4) durchweg dieselbe. 
Sei L=(* *) ous (4), a = ML=(™ ms), 20 dab 
7 4 m: 
mi = am, +ym,, m, = dm{ — ym, 
m,=Bm,+6m,, m,=—fmi+ am. 


Zu beweisen ist v(M’)=o(M, L)v(M)v(L). 
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Wir unterscheiden folgende Fiille: 
a) y+0, m +0, m+0, m,=1(2), 


dann ist v(M)= (S) eine nach dem Obigen zulassige Festsetzung der 
Multiplikatorwerte, und es wird nach (40) und (40’) 


(3) — (SP) — (8), (tas 
(3), Gatra),~ (7),(2), 


(2) —(), (9), prion 


Nun kommt 


(az), (F), 2am (5%), (F) eons = (FP), (F) cums ee -rmins> 


und daher 


so daB 





= — be #4 ° ’ ’ ’ 
(=), a (2). ( 6 ), Om:, Sm, m, 9%, m; 9, —ym,m,° 
Es eriibrigt also nur, zu zeigen 


O— ym, m,m, = %m;, dm, m; %, m5 93, ym, m5 * 


Wegen 04, 5¢ = 04,5 %q,c (a, b,c +0) bedeutet dies, daB 
9%, —ym, O_»ym,, mm; Om, bm, m; 1. 
Die linke Seite ist aber 


O_-ym,, dm,m; Om: , dm, mm O-ym, mz, Sm, m; 


und das ist tatsichlich — 1; denn 


m? = m, (dmj — ym;) = —ym,m,+dm,m{ > 0, 
daher kann nicht zugleich — ym, m; < 0 und 6m, mj < 0 sein, q.e.d. — Fall 
a’) y +0, Pei m+0, m,=1(2). 
Wir nehmen v(M) = (> NF dann ist zu beweisen, daB 


ecg fat) Temmnnilt) (FD, 
(SY = (FY smn GY -SY 


(3) = CRY CRY BY onsen: 


daher 
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: "ayaa Ga. 
i ) = (5) 2-00 


m!\* —¢m,\*/y m,\* / 7 
=) — (=) (5) om, dm, m; 65, —ym, = (>) (5) orm, m, mi? q- ©. d. 


Die Bestitigung in den restlichen Fallen fiihrt direkt auf die Definition 
der in ihnen auftretenden Symbole. 
Um den zweiten Teil der Behauptung zu beweisen, zeigen wir: 


(41) «) o”(8,S"°U*s)=1 
ab 
cd 
p) v(S*U* s)=1 

fiir alle S aus "(1) und alle ganzen N= 0 (4). 

Ad «): Es ist o(S,S-'U* S)=1, falls c=0. 

Sei c +0; wir setzen H= S~'U* S, H={h,,h,}, wo h, = —c®N, 
h,=1—cdN. Man bemerkt nun, da8 


d 1 d 
h, <0, ~f=--‘f4+ay>-4. 
Mit Hilfe dieser Aussagen iiber die Abbildung, welche die Substitution H 
vermittelt, schlie8t man leicht, da8 man ein reelles t finden kann, fiir 
welches (cH1 +d)’ >0, (et+d)">0, (hit +h,)” >0 ist, woraus die 
Behauptung erhellt. 


fiir alle reellen unimodularen S —( ), alle reellen N und alle reellen r. 








Ad £): Es ist 
=r pur l+cdN d?N 
so 8=( Ny 1-ean)? 
daher 
ot wa —c*N N 
al 8) = (caw), = G=can),: 
Sei N= 2*N’, (N’,2)=1. Dann wird 





o(8'U* 8) —(-2,5) (ay). 
* 


\I-eaw), .l—cdN 


Beide Faktoren rechts sind aber = 1, da 4 > 2 angenommen wurden. 
Der damit bewiesene Satz sagt also aus, daB es fiir die Gruppe I’(4) 
einen Multiplikator v(Z) gibt, der die Eigenschaft hat, daB v(P) = 1 fiir 
alle parabolischen Matrizen P von I"(4), oder, was nach (23) auf dasselbe 
hinauskommt, daB e**‘*) — 1, x(#) == 0 fiir alle Spitzen der Gruppe I"(4). 
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Ubrigens nimmt v(L) ersichilich nur die Werte +1 an. Da nun das 
Geschlecht p(4) = 0 fiir die Gruppe (4), und da I"(4) keine elliptischen 
Substitutionen enthalt, so ist "(4) nach dem Obigen eine freie Gruppe, 
die durch 5 parabolische Elemente erzeugt wird. Der Multiplikator v(L) 
ist also durch die oben angegebenen Eigenschaften bereits eindeutig cha- 
rakterisiert. Wenn man fiir die anderen I'(N) nach Multiplikatoren von 
den analogen Eigenschaften sucht, so stellt man zunichst fest, daB es fiir 
N = 1,2 nichts dergleichen geben kann; denn in diesen Fallen liegt — J 


-@ 
in °(N) und es ist v(—I) =e "*=(—1)* imaginir. Im Falle N=3 
werden wir nachher den Unméglichkeitsbeweis fiir die Existenz solcher 
Multiplikatoren erbringen. Damit haben wir aber dann erkannt: 

Der oben angegebene Multiplikator v(Z) laBt sich folgendermaBen 
eindeutig charakterisieren: Wir suchen die Gruppe I”( N) mit dem kleinsten N, 
zu welcher es einen Multiplikator v(Z) gibt mit der Eigenschaft v(P)= 1 
fiir alle parabolischen Matrizen P von I"(N). 

Ist N=0(2), N>4, r=3(1), so kann man leicht viele Multipli- 
katoren mit der Eigenschaft »(P) = 1 fiir alle parabolischen Elemente P 
von I"(N) aufstellen, welche nur der Werte +1 fahig sind. Es gibt 


namlich, wie bewiesen, fiir die Gruppe r( 5) mindestens einen Multipli- 
kator v(L), welcher nur die Werte +1 annimmt. 
Ist P, eine parabolische Matrix von I'(N) mit einem bestimmten 
Fixpunkt, so gilt fiir ein gewisses S aus I"(1) 
-1 77 2 
P,=S UU S= Py , 


wo 


1X 
P, = S U8. 
? 
Daher ist 


v(P,)= o(Py, Py) v(Py)” = o(Py, Py) 
. -= 2 y* 
und das ist gleich 1; denn es gilt 
o(S, Py)o (U8 S, Px) 
a (Pr, Ps) re 





1=o(S8, pod = 


N 
o(U*8, Py) =0(S8, Py) =1, 
? ? 
also 


v(P,)=1. 
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‘ 
6 
| 


Man kann iibrigens diesen Schlu8 auch auf den Fall N = 4 iibertragen, 
wenn man aus der I"(2) eine Untergruppe I"(2) vom Index 2 aussondert, 


in welcher das Element —J nicht vorkommt. 





Nun sei v*(Z) irgendein Multiplikator fiir die Dimension —{= —f. 
Dann ist 5 
_ v (Lb) 


ein Multiplikator fiir die Gruppe '(N) und die Dimension 0. 

v*(P) = 1 fiir alle parabolischen P von '(N) heiBt, dab 7(P)=—1, 
und man sieht, daB es genau 2°” Multiplikatoren v*(L) fiir die Gruppe 
I'(N) und die Dimension —r gibt, so daB v*(P)=1 fiir alle parabo- ' 
lischen P, und v(L) = + 1 fiir alle Z aus I( N) ist. (Es ist bereits p (8) = 5, 
also 2°” >1000.) 

Der nachzutragende Beweis fiir die Unméglichkeit, einen Multipli- 
kator v(L) mit den angegebenen Eigenschaften fiir die I'(3) zu bestimmen, 
verlauft so: 

Den vier parabolischen Spitzen co, 0, 1, 2 eines Fundamentalbereiches 


der I"(3) seien die vier parabolischen Matrizen P.., P,, P,, P, zageordnet, wo 
P,=U0*, P,=TU°T", P,=UP,U™, P,=U*P,U™; 
hier ist T= Cs *). Man sieht nun, da8 es einen solchen Multiplikator 


gibt oder nicht gibt, je nachdem o,(P., P,, P,, P,) = 1 ist oder nicht. 
Es ist aber 


0, (P.,, Po, Py, Py) = 04( Po, P,, Py) = 9 (Po P,, Py) o( Po, P,) 
= 0(P,UP,, UP,)o(P,, UP,). 
Die Relation (7'1U)* = J hat zur Folge, daB 
P,UP,UP,=U~*. 





so da8 
P,UP,=U~'*P,*U™, 
also 


o,(P.., Py, P,, P,) =9(P,, UP,). 
Hier zeigt eine kleine Rechnung, daB 
o(P,, UP,) =o, _,=—1. 
Damit ist der Beweis gefiihrt. 


Im Falle der vollen Modulgruppe I"(1) gibt es zu jeder Dimension — r 
genau zw6lf Multiplikatoren **)? Ist r= (1), so iiberzeugt man sich, daB 


8) Vgl. fir den Fall ganzzahliger Dimension Fricke II, 8. 93 ff. 
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vier von diesen Multiplikatoren durchweg achte Einheitswurzeln sind, 
wahrend die iibrigen acht im allgemeinen vierundzwanzigste Einheits- 
wurzeln sind. Unter diesen zwélf Multiplikatoren ist nun einer funktionen- 
theoretisch ausgezeichnet, namlich der, zu dem die Modulform (— })-ter 
Dimension 
A(t) =e * Jf (1— e2xinr) 
n=1 

gehért. Sei v,(M), M in I’(1), dieser Multiplikator. Es gilt 

Satz 4. v,(M) ist der einzige Multiplikator der vollen Modulgruppe, 
zu welchem es eine ganze, in allen Spitzen verschwindende Modulform von 
der Dimension — } gibt. 

Sei nimlich v(M) ein von v,(M) verschiedener Multiplikator. Ange- 
nommen, es gabe eine ganze Modulform g(t) von der Dimension — $ fiir 
das Multiplikatorsystem v(M), welche in allen Spitzen verschwindet. 
Da “V4 (zt) in allen Spitzen in der niedrigsten tiberhaupt méglichen Ord- 
nung verschwindet, so ist 


f(t) = g(t) 


a4 Als) (z) 
eine ganze Modulform von der Dimension 0 fiir den Multiplikator 7 = =; 
0 


nach dem Obigen ist daher (f(r))** eine ganze Modulfunktion, also kon- 
stant, im Widerspruch mit der Annahme. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen beweisen wir noch kurz den Satz, 
da8 es stets méglich ist, die oben aufgestellten Multiplikatoren fiir stetig 
veranderliches r als stetige Funktionen von r aufzufassen. Zunichst ist 
nimlich bei festem M und § das Symbol o'”(M,.8) eine analytische 
Funktion von r und damit sind die saimtlichen verallgemeinerten Symbole 
o,, (M,,..., M,) analytische Funktionen von r. Nun ist v(— J) =e-**’, 
und man kann daher die v(H;) aus der Gleichung 


or (E;, E;,..., B;) v(E;) =v(+ 1) 


als analytische Funktionen von r gewinnen. Wahlt man nun die willkiir- 
lichen Konstanten in dem vollstandigen Lésungssystem der noch iibrigen 
Gleichungen R,;=1 als willkiirliche stetige bzw. analytische Funktionen 
von r, deren Betrag fiir reelles r gleich 1 ist, so erhalt man, wie eine 
Betrachtung der Determinante des dem Gleichungssystem R,—1 ent- 
sprechenden linearen Gleichungssystems zeigt, die resultierenden Multipli- 
katoren als stetige bzw. analytische Funktionen von r, welche fiir reelles r 
den Betrag 1 haben. 
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§ 4. 


In den nun folgenden beiden Abschnitten erbringen wir den Beweis 
dafiir, daB sich jede zu einer Grenzkreisgruppe mit endlich vielen Erzeu- 
genden gehérige automorphe Form, deren Dimension — r < — 2 ist, und 
deren Multiplikatorsystem v(L) die Bedingung |v(L)|=1 erfiillt, durch 
die oben eingefiihrten Reihen G_, darstellen 148t. Wir setzen also voraus, 
da8 I" durch endlich viele Elemente erzeugt wird und kénnen danach den 
Fundamentalbereich D von I" innerhalb 9 in die kanonische Gestalt **) 
bringen. Das wesentliche Hilfsmittel dieses Beweises sind die von Ritter 
zuerst eingefiihrten multiplikativen Formen auf algebraischen Gebilden, 
und wir miissen jetzt einen kurzen Exkurs iiber diesen Gegenstand ein- 
schieben. 


Die allgemeinen Existenzsitze aus der Theorie der automorphen Funk- 
tionen garantieren die Existenz einer (2p + 2)-wertigen automorphen 
Funktion Z(t), welche den in abstracto geschlossenen Fundamentalbereich D 
auf eine (2p + 2)-blattrige sog. kanonische Riemannsche Fliche T um- 
kehrbar eindeutig und konform abbildet. Das System der Ecken und 
Kanten von ® findet sich auf T in der Weise wieder, wie es Fig. 12 in 
Ritter II angibt. Zur Fixierung des Begrifis einer multiplikativen Form 
auf T von der Dimension — 7 fiihren wir in Anlehnung an Ritter die 
homogenen Variablen z,,z, ein, welche auf folgender Mannigfaltigkeit 9’ 


variieren sollen: t—2 variiere auf T und z, auf 3,- Ritter schreibt 


allerdings vor, daB z, und z, beide endlich bleiben sollen, so daB man 
also den Punkt z,—0 auf %) nicht entbehren kann. Indessen wollen wir, 


falls es sich um diesen Punkt handelt, durch die Transformation gene 


zur Flache £’ und zu den homogenen Variablen z{ = z,, z; =z, iibergehen, 
wo die Vorschriften wieder erfiillt sind. Indem wir so erklaren, was unter 
dem Verhalten einer Funktion von z,, z, fiir z,=0 zu verstehen ist, er- 
weitern wir die Mannigfaltigkeit §&’ zu einer Mannigfaltigkeit §& durch 
Hinzufiigung dieses Punktes z, = 0. 

Es heiBe nun K(z,,z,) eine multiplikative Form auf & von der 
Dimension — 7, wenn K(z,,z,) folgende Eigenschaften hat: 


1. K(z,,2,) ist eine auf ® héchstens in den Verzweigungspunkten 
verzweigte, bei festem z, bis auf endlich viele Pole in der Ortsuniformi- 
sierenden auf & iiberall regulare analytische Funktion. 


4) F. Klein, Uber den Begriff des funktionentheoretischen Fundamentalbereichs, 
Math. Annalen 40. 
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2. Es gilt fiir beliebiges komplexes ¢ + 0 


K (t2z,, tz) = Gay X (a, 2): 
wo 2 =z ist, und z; und (tz,)" die Werte der auf %, eindeutizen 
Funktionen @,' fiir w, =z, bzw. w, = tz, bedeuten. 
3. Bei Durchlaufung eines geschlossenen Weges auf  nimmt K (z,, z,) 
einen konstanten Faktor auf. 


Die Eigenschaften 1., 2. besagen wieder, daB 
K(z) = K(z, 1) = a’ K(z,, 2) 


eine auf T héchstens in den Verzweigungspunkten verzweigte, bis auf 
endlich viele Pole regulire Funktion ist. 3. bedeutet dann, daB K(z) 
bei geschlossenen Umlaufen auf ZT konstante Faktoren aufnimmt. Man 
sieht daraus, daB man sich darauf beschranken kann, das Verhalten von 
K(z,,2,) bei Umlaufen von z,,z, auf & in den Fallen zu betrachten, wo 
entweder z, festliegt und z auf I variiert, oder z festliegt und z, auf %,, 
variiert. In dem letzteren Fall ist das Verhalten von K(z,,z,) durch die 
Homogeneitatseigenschaft bereits fixiert. Zur Bestimmung des Verhaltens 
von K(z,,z,) bei Umlaufen von z auf £& fiir festes z, bedarf es der An- 
gabe der von Ritter sog. Verzweigungs- und Periodenmultiplikatoren; das 
sind die Faktoren, welche K(z,,z,) bei Umlaufung eines Verzweigungs- 
punktes bzw. bei Uberschreitung eines der Riickkehrschnitte, durch welche T 
zu einem einfach zusammenhangenden Bereich gemacht wird, aufnimmt. 

Eines der wichtigsten Ergebnisse Ritters ist die Aufstellung der zu 
einem bestimmten Punkte a auf T gehérigen multiplikativen Primform 
P(z,a). P(z,a@) ist eine multiplikative Form auf T, welche im Punkte a 
eine Nullstelle von genau erster Ordnung (gemessen in der Ortsuniformi- 
sierenden) besitzt und iiberall sonst auf & endlich und von Null ver- 
schieden ist. Ritter zeigt, daB sich jede multiplikative Form K(z,, z,) 
bis auf die Exponentialfunktion eines Integrals erster Gattung als Potenz- 
produkt von Primformen darstellen laBt, wobei die den Verzweigungs- 
punkten zugeordneten Primformpotenzen im allgemeinen beliebige komplexe 
Exponenten erhalten. 

Diese Primformen gestatten es auch, einen direkten Zusammenhang 
zwischen den beiden homogenen Variablenpaaren w,,@, und z,,2, 80 ZU 
konstruieren, daB 

a) erlaubten Wertepaaren (im obigen Sinne von Ritter) von z,, 2, 
nur erlaubte Wertepaare von w,,, (d.h.: {w,,@,} auf 9) entsprechen 
und umgekehrt, 
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b) den auf §& geschlossenen Umlaufen von z,,z, die ganzen binaren 


Substitutionen in w,,@, der homogenen Gruppe I" entsprechen und um- 
gekehrt. 


Der allgemeinste Zusammenhang dieser Art wird durch die Formeln 


r)\t ~s- i Ze . 
(42) 0, = (4) TT PC.) _ "se 
@,=Tto, 


vermittelt, in welchen n=o-+e,, j(z) ein beliebiges, aber bestimmtes 
Integral erster Gattung und G(z,, z,) eine gewisse ganze algebraische Form 
auf T bezeichnet, welche nur in den Verzweigungspunkten der Flache und 
dort je mit der Multiplizitét des Verzweigungspunktes verschwindet. 

Man entnimmt diesen Gleichungen die folgenden Aussagen: 

@,,@, sind als Funktionen von z,,z, zwar Formen auf I im Sinne 
der Festsetzungen 1. und 2. fiir multiplikative Formen; aber bei Ausfiihrung 
eines geschlossenen Weges auf & geht das Paar w,,@, in A4Lw,, 4Lo, 
iiber, wo 4 konstant ist und Z eines der Elemente von I” bedeutet, welche 
dem Wege von z auf Tf entsprechen. 

Umgekehrt sind z, und z, als Funktionen von ,,@, automorphe 
Formen einer gewissen, bei beiden Funktionen z, und z, iibereinstimmenden 
Dimension und eines gewissen, bei beiden Funktionen iibereinstimmenden 
Multiplikatorsystems. 

Diese Formeln erméglichen es nun, eine direkte Zuordnung zwischen 
den multiplikativen Formen auf T und den automorphen Formen der 
Gruppe I" herzustellen. Man beweist namlich: 

Ist K(z,,z,) zine multiplikative Form auf T, so ist 


F(,, @,)= K(z,(o,, @,), 2, (@,, @g)) 
eine automorphe Form der Gruppe I, und umgekehrt: 
Ist F(@,,@,) eine automorphe Form der Gruppe I, so ist 
K (2,, 2) = F(m, (2, 2), m9 (2,, 2) 
eine multiplikative Form auf T. 

Zum Vergleich der unter 1. aufgefiihrten Eigenschaften einer multi- 
plikativen Form auf & und den entsprechenden Eigenschaften 1. und 4. 
fiir automorphe Formen der Gruppe I" bedarf es noch einer Vorbereitung. 
Ist namlich ¢ eine elliptische Ecke von % in 9, e’ = emi, so folgt aus 
den Gleichungen (42), daB 


@, &g— Wye, = y (Z,, 25) 


eine bei dem der Ecke e« auf & entsprechenden Verzweigungspunkte e 


unverzweigte regulére und dort von 0 verschiedene Form ist. Ist ferner 
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8, 


s=-+ 
8 


eine parabolische Spitze von MN, so folgt: 

@, 8, — W,8, = y, (2,, 2,) 
ist eine bei dem der Spitze s auf T entsprechenden Verzweigungspunkte e; 
unverzweigte regulare und dort von 0 verschiedene Form. 

Mit Hilfe dieser Aussagen schlieBt man leicht, daB bei dieser Uber- 
tragung die Regularitats- und Eindeutigkeitsvorschriften fiir multiplikative 
Formen auf T und fiir automorphe Formen der Gruppe I” genau aquivalent 
sind. Man sieht insbesondere, daB die Ordnung, welche eine Form in 
einem Punkte, gemessen in der Ortsuniformisierenden, besitzt, bei dieser 
Ubertragung erhalten bleibt. 

Die Homogeneititseigenschaft iibertrigt sich von einer Mannigfaltig- 
keit auf die andere vermége der Gleichung 


wg” F(t, 1) = 2g "K(z, 1) 
und eine einfache Uberlegung zeigt, daB auch die Invarianzeigenschaften 
sich entsprechen. 
Unter den multiplikativen Formen auf {& spielen die algebraischen 
Formen ®(z,,z,) von der Dimension 2p — 2 eine besonders wichtige 


Rolle. Ihnen sind namlich die eigentlich automorphen Formen von der 
Dimension — 2, die wir als Funktionen von z,,z, mit 


E_, (2,2) 
bezeichnen wollen, umkehrbar eindeutig durch die Gleichung 


(43) B_4(2%.%) = If P(e, e,) ¥ O(2,,%,) 


zugeordnet. Ritter nennt nun zwei multiplikative Formen K,(z,,z,) und 
K, (z,, 2,) teziprok, wenn ihr Produkt 
K, (2,, 2) Ky (2, %) = P(z,, 22) 
eine algebraische Form auf T von der Dimension 2p — 2 ist; zwei auto- 
morphe Formen F,(m,,,) und F,(@,,@,) heiBen konjugiert, wenn ihr 
Produkt 
F,(@,, ) F, (@,, @,) = G_,(@,, @,) 

eine eigentlich automorphe Form (— 2)-ter Dimension fiir die Gruppe I" ist. 

Wir wollen nun von hier ab nur solche Formen betrachten, deren 
simtliche Verzweigungsmultiplikatoren den Betrag 1 haben. Wie eine ge- 
nauere Untersuchung lehrt, ist dies damit gleichbedeutend, daB der Multi- 
plikator v(L) der zugeordneten automorphen Form in inhomogener Schreib- 
weise fiir parabolische und elliptische ZL nur Werte vom Betrage 1 an- 
nimmt. Fiir parabolische L ist insbesondere der Multiplikatorwert v(L) 
gleich dem Verzweigungsmultiplikator der zugeordneten multiplikativen Form. 
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Sei namlich S = (° a unimodular und reell, s = — £ eine parabolische 


Spitze, H=S~*U°S erzeuge die zyklische Untergruppe 83(H) von I. 
Ist F(w,,@,) eine automorphe Form der Gruppe [°, K(z,,z,) die zu- 
geordnete multiplikative Form auf T, so ist bei geeigneter Wahl des 
Zweiges der Funktion (cw,-+-dq,)" die Beziehung 


(cw, + dw,)" F(w,, o,) = (et + d)’ F(t, 1) 


erfiillt. Hier wahlen wir die neuen Variablen Hw,, Hw, auf Wi so, dab 
sich dieser Zweig der Funktion (cw,-+-dm,)’ beim Ubergang zu den 
neuen Variablen nicht andert, daB also 


(cHw,+dHw,)’ =(cw,+da,)’. 
Nun ist 
(cw,+ dm,)” = konst. (wy, (z,, z,))” = ws (2, 2a) 


eine Form in z,,z, von der Dimension +, und wir wissen, daB sie sich 
bei festem z, nicht andert, wenn z auf T den der Spitze s zugeordneten 
Verzweigungspunkt umkreist. y,(z,,2,) vertragt aber auch den Umlauf 
auf §, welcher der wie eben fixierten Substitution H entspricht. Hieraus 
schlieBt man auf Grund der Homogeneitatseigenschaft von y,(z,,z,), dab 
bei diesem Umlauf z, den Nullpunkt auf %, nicht umkreisen kann, es sei 
denn » eine ganze rationale Zahl, in welchem Falle die Behauptung gegen- 
standslos wird. 
Nun ergibt sich einerseits nach (41) 


(cHw,+dHao,)’ F(Hw,, Hw,) = v(H)(cw,+da,)’ F(w,, w,), 


also 


F(Ho,, Hw,) = v(H) F(o,, w,). 


Andererseits geht z, bei dem Umlauf auf §, welcher der durch H er- 
zeugten homogenen Substitution in 9 zugeordnet ist, in sich iiber, ohne 
den Nullpunkt auf %, zu umkreisen. Der Multiplikator fiir die Umkreisung 
der der Spitze s zugeordneten Verzweigung ist daher, wie jetzt die oben 
erwahnte Untersuchung zeigt, selbst gleich v(H). 

Wir kénnen jetzt die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
da8 eine Form F,(w,,,) zu der gegebenen Form F,(,, @,) konjugiert 
sei, leicht angeben. Es gilt 


F, (@,, @,) = I P(s, e,)#” U, (2,, 2), 


Fy (oy, @) =I P(t, 6 Uy (2, 4), 


(O<¢#M<1, O0<# <1), 








we —™ eet 46. & 
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wo U,(z,,z,) und U,(z,,2,) unverzweigte Formen darstellen und die so- 
genannten Verzweigungsfaktoren 


Vs (21» %) = I P(2, «)*" (Gj=1,2 


durch das Multiplikatorsystem der Formen F;(w,, w,) eindeutig bestimmt 
sind. Durch eine einfache Betrachtung mit Hilfe der Gleichung (43) zeigt 
man, daB jene notwendige und hinreichende Bedingung sich in Gestalt der 
Gleichungen 


(44) U, (2, 2) Uy (21, 22) = I P(z, e;) D(z, 2.) 


L=o, #{/Y=0 


oder 


(45) f+ ef” a — 


L, 
kundgibt, wo ®(z,,z,) eine algebraische Form von der Dimension 2p -- 2 
auf £& ist. 

Andererseits gestattet die Eigenschaft zweier automorpher Formen, 
zueinander konjugiert zu sein, eine besonders einfache Formulierung in 
der Sprache der Gruppe I" und der Variablen t: Seien —r,, —r, die 
Dimensionen, v,,v, die Multiplikatoren von F,(w,,@,) bzw. F,(@,, o,) 
(in inhomogener Schreibweise). Dann ist die gesuchte Bedingung einfach 
in den Gleichungen 


r,+r,=2, ,(L)v,(L)=1 fir alle L aus [ 


(l;< co oder 1, = co, %">0) 


enthalten. 
Im folgenden wollen wir den Fall eingehend untersuchen, in welchem 
F,(@,, @,) eine ganze automorphe Form ist. Dabei nennen wir eine be- 


liebige automorphe Form F(w,,,) in der Spitze s = — £ regular, falls 
2ni Ss 
die nach Potenzen von t=e - fortschreitende Reihe 
extn 8 
$B (t) = (cm, +da,)’ F(w,, w,)€ 2 (0<% <1) 


bei t= 0 regular ist. Dagegen wollen wir von jetzt ab sagen, F(w,, w,) 
verschwinde in der Spitze s, wenn, 


falls x >0, S(t) bei t=O regular ist, und 
falls x0, S(t) bei ¢=—O regular ist und verschwindet. 


Sei nun F(m,,,) eine automorphe Form und 


V (2, %,) = IT P(2, e) (0<%,<1) 
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der Verzweigungsfaktor der zugeordneten multiplikativen Form 
F(a, (2,, 2), (2, 2)) = K(2,, 2) = V(z,, 2) U(z,, %)- 


Wenn F(m,, @,) eine ganze Form ist, welche in allen Spitzen verschwindet, 
so gilt fiir die unverzweigte Form U(z,,z,) eine Darstellung 


U (22%) = T P(e, &))0* (21, %) = Qe %)0"(&,.%)» 


L= @, #,=0 


wo U*(z,,z,) wieder eine ganze unverzweigte multiplikative Form auf T 
bezeichnet; Dimension — 7* und Multiplikatorsystem z* von U*(z,, z,) 
sind gleichfalls durch Dimension und Multiplikatorsystem von F(w,, w,) 
eindeutig bestimmt. Wir betrachten jetzt eine solche ganze automorphe 
Form F,(w,,@,)=F(w,,@,), welche in allen Spitzen verschwindet und 
deren Multiplikator v fiir alle parabolischen L aus I" die Gleichung 
|v(L)| =1 befriedigt. Von der automorphen Form F,(w,,,) wollen wir 
voraussetzen, daB F,(w,,,) in allen elliptischen Ecken und parabolischen 
Spitzen regulir sei. Die Bedingung, da8 F,(w,,@,) zu F,(@,,@,) kon- 
jugiert sei, besagt nach (44) genau, daB U*(z,,z,) und U,(z,,2,) reziproke 
multiplikative Formen auf T sind. 

Nach dem Vorangehenden ist klar, daB die Anzahl g linear unab- 
hangiger ganzer, in allen Spitzen verschwindender automorpher Formen 
der Dimension —r und des Multiplikatorsystems v(L) (in inhomogener 
Schreibweise) mit der Anzahl linear unabhangiger ganzer unverzweigter 
multiplikativer Formen U*(z,,z,) der Dimension — * und des Multi- 
plikatorsystems zy* (auf TZ) iibereinstimmt. Fiir diese letztere Anzahl gilt 
aber ein fundamentaler Satz von Ritter, welcher aussagt: Sie ist um 
genau 1 kleiner als die Minimalzahl h wirklicher, frei beweglicher Pole 
der in allen Verzweigungspunkten regularen reziproken multiplikativen For- 
men U,(z,,z,) auf T. Beziiglich dieses Ritterschen Satzes sei bemerkt: 
Die Beweglichkeit der h’>h Pole eines Systems von Formen kann da- 
durch eingeschrinkt sein, daB in dem Raum von h’ komplexen Dimen- 
sionen, den ein System von h’ voneinander unabhangigen, auf T variablen 
Punkten erfiillt, eine analytische Ausnahmemannigfaltigkeit von héchstens 
h’ —1 komplexen Dimensionen existiert, welche fiir das System der h’ Pole 
verboten ist. 

Damit ist ersichtlich, da8 A die Minimalzahl wirklicher mit der obigen 
Einschrankung frei beweglicher Pole der zu F,(w,, @,) konjugierten, in allen 
Ecken und Spitzen reguliren automorphen Formen F,(w,,@,) angibt. Diese 
Formen sind alle die und nur die, deren Dimension —r’=r—2 und 


deren Multiplikatorsystem in inhomogener Schreibweise +(L) = TE; ist. 








der 


der 


oD & 


Qo. = TD rt 


ans: ms fa. @ 
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Es ist nun fixiert, was die Gleichung 4 = 9 +-1 innerhalb der Theorie 
der automorphen Formen besagt. Diese Gleichung wird im niachsten Para- 
graphen eine fundamentale Rolle spielen. Wir formulieren deshalb 

Satz 5 (Ritter). Es gilt, wenn g und A die soeben angegebene Be- 
deutung haben, die Gleichung 


h=9+1. 


§ 5. 


Der nun auf dieser Grundlage zu erbringende Beweis fiir die Dar- 
stellbarkeit aller automorphen Formen durch die Reihen 


G_,(t;v; A, T; R) 


stiitzt sich auf einen schon von Ritter benutzten Ansatz, der ‘wohl zum 
erstenmal in der Riemannschen Theorie der algebraischen Funktionen auf- 
tritt. Der Beweis zerfallt in zwei Teile. Im ersten Teile beweisen wir 


Satz 6. Sei I’ eine Grenzkreisgruppe mit endlich vielen Erzeugenden. 
Jede automorphe Form f(r), deren Dimension — r < — 2 ist, laBt sich in 
der Gestalt 4 

f(t) = A,(t) +G_, 
darstellen, wo A,(t) eine Limearkombination von endlich vielen der 
G_,(t;v;A,T; R) und G_. eine ganze Form ist, welche in allen para- 
bolischen Spitzen verschwindet. 

Bei der Begriindung dieser Aussage brauchen wir uns der im vorigen 
Paragraphen auseinandergesetzten Ritterschen Theorie nicht zu bedienen. 
Sobald I ein endliches Erzeugendensystem besitzt, ist Satz 6 eine triviale 
Folge von bereits vorher bewiesenen Satzen. In den anderen Fallen scheint 
der Nachweis des entsprechenden Satzes wesentlich schwieriger zu sein. 

Es seien vorgelegt: eine beliebige Grenzkreisgruppe I’, eine reelle Zahl 
r>2 und ein Multiplikatorsystem v(Z) in inhomogener Schreibweise, so 
daB |v(L)|=1 fir alle ZL aus I erfiillt ist. Als automorphe Form 
schlechthin bezeichnen wir fortan eine inhomogen geschriebene automorphe 
Form der Gruppe I’ von der Dimension — r fiir das Multiplikatorsystem 
v(L). 

Hilfssatz d). Es sei g eine natiirliche Zahl, w ein Punkt von D 
im Innern von 9. Wenn eine elliptische Ecke von D ist, so gelte fiir 


jedes E = (% 4 aus I", welches w festlaBt, die Gleichung 
1 
v(H)(¢,@ + @)’**=1. 
Dann gibt es zu jedem A= (% *), fiir welches — > parabolischer 


1 (3 
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Fixpunkt von I" ist, eine rationale Funktion R(t), so daB 
G_,(t;v; A, I; R) 


in allen Punkten von @, einschlieBlich der parabolischen Spitzen, mit 
einziger Ausnahme des Punktes @ regular ist. Dabei wird das Verhalten 
in einer Variablen ¢* gemessen, welche folgendermaBen definiert ist: In 
allen Punkten, welche nicht elliptische Ecken von ® sind, sei ¢* gleich 
der Ortsuniformisierenden ¢. In einer elliptischen Ecke ¢ sei t* =1 —e. 
Im Punkte r= hat G_,(t;v;A,I°; R) einen Pol g-ter Ordnung; in 
allen parabolischen Spitzen von M verschwindet G_,(t;v;A,I°; R). 

Man iiberzeugt sich unter Benutzung der Ausfiihrungen des § 2, daB 


der Satz fiir 
g* 
By" (¢—q)’ 


R(t) 
ont 42 


zutrifit, wo g=e ° und m eine beliebige natirliche Zahl ist; wenn 
x(— *') >0 ist, darf m auch =0 sein. Der Satz bleibt richtig, wenn 


man R(t) durch F(t) R(t)+ F,(t) ersetzt, falls F,(¢) im Innern und 
auf dem Rande des t-Einheitskreises regular ist. 


Hilfssatz e). Es sei s= -2 eine parabolische Spitze von ®, 


g, eine natiirliche Zahl, falls x(s) > 0, und g, eine nicht negative ganze 
rationale Zahl, falls x(s) 0. Dann ist 


G(s 4.03f"), 
gemessen in der Variablen ¢*, im Innern von § und allen von s ver- 
schiedenen Spitzen von D durchweg regular, und verschwindet sogar in 
diesen Spitzen. In der Spitze s aber hat die Entwicklung 


Ble 


,Ar 


,Ae 
2% 222i —*x 


*) =(a,r+a,)"e ’ G_,(t; v; A, ct 

, At 
nach Potenzen von te ® bei t=O einen Pol der Ordnung g,, wenn 
g, > 0; wenn dagegen x(s)—0 und g, =0, so ist B(t) bei #0 regular 
und von 0 verschieden. 


Zusammenfassend erkennen wir daher 
Hilfssatz f). Sei w ein beliebiger Punkt im Innern oder auf dem 
Rande von D mit der Einschrinkung, da8 w parabolischer Fixpunkt von 


sein soll, falls w reell ist. Sei ¢* die oben eingefiihrte ,maBgebende Variable“ 
fiir den Punkt w, - - 


o(*)= Sou 





t 


I 
I 
1 
] 
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mit konstanten C,, wo m, = © oder —1, je nachdem w eine parabolische 
Spitze mit x —0 ist oder nicht, und g>m,. Wenn es iiberhaupt eine 
automorphe Form gibt, welche im Punkte w mit ®(t*) bis auf Glieder 
von héherer als m,-ter Ordnung iibereinstimmt (und das ist stets der 
Fall, auBer wenn gerade w eine elliptische Ecke von D ist), so gibt es 
ein G_,(t;v; A, I’; R(t)), welches das tut, und iiberdies 

&) in allen von w verschiedenen Punkten von D, gemessen in ge”, 
regular ist, 

b) in allen von w verschiedenen parabolischen Spitzen von D ver- 
schwindet. 


Dabei ist R(t) eine endliche Linearkombination der rationalen Funk- 
tionen, wie sie, je nach der Lage von w, in Hilfssatz d) bzw. e) auftreten. 

Hieraus folgt Satz 6 sofort fiir solche automorphen Formen, welche 
nur in endlich vielen im Innern von 9 gelegenen Punkten von D unez.d- 
lich werden und nur in endlichen vielen parabolischen Spitzen von D nicht 
verschwinden. Insbesondere ist fiir solche Gruppen I’, die ein endliches 
Erzeugendensystem besitzen, der Satz vollstandig bewiesen. 

Es sollen jetzt noch kurz einige Betrachtungen iiber die Frage der 
linearen Unabhangigkeit eines Systems automorpher Formen mitgeteilt 
werden. Alle Uberlegungen, die sich in der neueren Literatur**) iiber 
dieses Problem finden, griinden sich im Falle der durch absolut konvergente 
Reihen dargestellten automorphen Formen auf das folgende Prinzip. Es 
sei in einem Gebiet, etwa dem Bereich D, ein System von endlich oder 
unendlich vielen analytischen Funktionen gegeben. Zu jeder Funktion f(r) 
gebe es einen Punkt 1, in D derart, daB die Potenzreihenentwicklung der 
Funktion f(t) in t, ein Glied enthalt, welches in der Entwicklung einer 
beliebigen anderen Funktion f*(r) des Systems nicht suftritt. Dann kann 
zwischen endlich oder abzaihlbar vielen Funktionen des Systems keine lineare 
homogene Relation bestehen, deren linke Seite in der Umgebung jedes 
solchen Punktes 1, gleichmaBig konvergiert. 

Das im folgenden benutzte .Prinzip ist etwas spezieller: Die samt- 
lichen Funktionen f(r) des Systems seien bis auf Pole in D regular. Als 
Ordnung von f(t) in einem Punkte 1, bezeichnen wir den Exponenten der 
niedrigsten Potenz in der Entwicklung von f(t) nach der maSgebenden 
Variablen ¢* im Punkte z,. Wir setzen jetzt voraus: Zu jeder Funktion f(r) 
des Systems gebe es einen Punkt t,—1,(f) derart, daB die Ordnung m 
von f(r) in t, von den Ordnungen aller anderen Funktionen des Systems 


1%) E. Hecke, Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Math. Annalen 97 
(1927), 8.210; Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe usw., Hamburger 
Abhandlungen 5, 8. 199. 
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in t, verschieden ist, und daB es zu jedem m’< m hochstens eine Funk- 
tion im System gibt, deren Ordnung in 1, gleich m’ ist. Dann kann eine 
lineare homogene Relation zwischen endlich oder abzaihlbar vielen Funk- 
tionen f,(t) des Systems nicht bestehen, wenn die linke Seite in einer Um- 
gebung jedes Punktes +,(f,) gleichmaBig konvergiert, und wenn die Ord- 
nungen der f,(r) in den Punkten 1,(f,) nach unten beschrinkt sind. 

Wir erkennen nun, daB ein System dieser Art vorliegt, wenn wir 
folgende Funktionen betrachten: 

a) Sei w ein nicht reeller Punkt von D, g eine natiirliche Zahl; 
wenn @ elliptischer Fixpunkt von I" ist, so gelte fiir jedes Z mit Ew = m, 
E = {e,,e,}, daB v(E)(e,m+e,)""*%=1 ist; wir bestimmen in A eine 


beliebige unimodulare reelle Matrix, so daB A~* oo = — = parabolischer 
Fixpunkt von I" ist, in m eine beliebige natiirliche Zahl (oder auch m= 0, 


Qai 


Aw 
falls x(— ) >0), und setzen g’ =e *. Dann bilden wir fiir jedes 
1 
solche w und g die Funktion 


(46) f(t) =@_,(t;0; 4, 7 ana) 


b) Sei s eine parabolische Spitze von D, unter S verstehen wir eine 
unimodulare reelle Matrix mit S(s)= oo; g’ sei eine natiirliche Zahl; 
wenn die reelle Zahl x(s) = 0 ist, so sei auch g’ = 0 gestattet. Wir bilden 
fiir jedes solche s und g’ die Funktion 
(47) f(t) =G_,(t; 0; 8,0; t-). 

Dann gilt 

Satz 7. Die samtlichen Funktionen f(r) in (46) und (47) sind in 
dem oben angegebenen Sinne linear unabhangig voneinander. — Der Satz 
gilt auch, wenn I" kein endliches Erzeugendensystem besitzt. 

Wir beginnen jetzt die Auseinandersetzung des Beweises fiir die Dar- 
stellbarkeit der ganzen in allen Spitzen verschwindenden automorphen 
Formen durch die Reihen G_,. Bei diesem Beweis wird die Tatsache, 
da8 I" ein endliches Erzeugendensystem besitzt, an entscheidender Stelle 
benutzt. 


sat 4° 


Es sel g=e LA Aw=o,, A eine unimodulare reelle Matrix 
mit der Eigenschaft, daB — = parabolische Spitze fiir die Gruppe I ist; 


m=>0O und g> 0 seien ganze rationale Zahlen, w liege im Innern von 9. 
Die Funktion 


G_, (1034, T 5; a 








hat 


wo 
Or 


k( 


wo 


la 


e 


a 
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hat im allgemeinen einen Pol der Ordnung g in den Punkten 
w, = Lw= LA~* a, 


wo L die Gruppe I" durchlauft. Der Koeffizient des Gliedes niedrigster 
Ordnung in der Entwicklung von Wy nach Potenzen von 1 — a, ist: 











ent (n+a-9 42 Sat yn+n—e 42 
k(w,)= (2) —* = (£) —__* - 
. 22i/ v(M) (m, M-* m,+m,)"~*? (saz o(M) o(M, M-*) (mf a+m{)*?-"’ 


wo M=AL™~* und M’= M~ gesetzt wurde. Nun ist 
v(M)o(M Bo *) on Oe @(A,A~*) —% e (A, A~*) 


v(M-*) v(LA-*) @(L,A-*) v4_,(LA7*)” 








also 
1 1 


= ° ra (M’ 'A 4 ithe. 
v(M) o(M, M~*) (miw,+mj)**-" = @ (A, A~*) “as Neate +) 


o(M’,A; 044) 1 (L)(yo+8)"-* 


eA 0) 041(A) (G+ a)" 
Hier ist v4-.(A) = v(A) und 








o(M’, A; v4) 04,4 (LZ) ml v(L) 0(A,LA~’; v4) v(L) 0 (A, AL; v) 
(A, A-*; v) 9 (A, Am; v) — S* 9(4,47*; 9) 


so daB schlieBlich 





=v(L), 


2x6 (m+x—g) <2 





r/o 9 
k (@,) = 6(A) (a, +a,)**~ (5-3) SYST a 


wo L-(* 7 und allgemein v(S) 6(S)=1 fiir jedes reelle unimodu- 
? 


lare S gesetzt ist. 
Wir fiihren nun die Funktion F, ,(t;v;A,q@) durch die Gleichung 
G_, (#50; 4, Fry —w) 
= (535) (A) (a, 8 a Meant oF > F,, PiGt v; A, w) 
ein. Das Verhalten dieser Funktion als Funktion von 1 ist aus dieser 
Definitionsgleichung ersichtlich. Insbesondere wei$ man: F,, ,(t; v; A, w) 
verschwindet in allen Spitzen und hat im Innern von 9 in den Punkten 
ow, = Lo je einen Pol der Ordnung g mit dem Koeffizienten 
n 
4) = SD) Gena 
wenn nicht gerade w elliptischer Fixpunkt von I ist. In diesem Falle ist 
dies dann und nur dann richtig, wenn es iiberhaupt eine automorphe Form 
28* 
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gibt, welche in diesen Punkten einen Pol der Ordnung g hat. Dabei be- 
deutet n eine natiirliche Zahl, namlich 

n=1, wenn —IJ nicht in I und nicht elliptischer Fixpunkt ist, 

n=2, wenn —I in I und » nicht elliptischer Fixpunkt ist, 

n=l, wenn o elliptischer Fixpunkt ist und / die Ordnung der 
zyklischen Gruppe der Matrizen von I" angibt, welche @ fest lassen. Das 
Verhalten dieser Funktionen F,, ,(t;v;A,m) als Funktionen von @ bei 
festem zt soll in dem Falle genauer untersucht werden, wo rt im Innern 
von © liegt und nicht mit einer elliptischen Ecke zusammenfiallt. 

Man sieht zuniachst: F(t; v; A, w) ist im Innern der oberen Halb- 
ebene 9,, der komplexen Variablen w bis auf eine diskrete Ausnahme- 
menge von Polen der Ordnung g in den Punkten L, regular, wo L, die 
Gruppe I" durchlauft. Wir sehen ferner: F,, ,(t;v;A,m) setzt sich bei 


Ausiibung einer Substitution L, = (* 4 aus I” auf die Variable w so 
um, da8 10° 
F,,.g(t3 03 A, L, @) 
6 (L,) (y,@+4,)**-" 
wo ®,(t) in den Punkten L einen Pol von héchstens (g — 1)-ter Ord- 
nung besitzt oder gar in diesen Punkten regular ist. Offenbar ist ®,(r) 
als Funktion von t eine automorphe Form, welche in allen Spitzen ver- 
schwindet und im Innern von 9 abgesehen héchstens von den Punkten Lw 
regular ist. Wir bemerken noch, da8 diese Aussage stets richtig ist, nam- 
lich auch stets dann, wenn o elliptischer Fixpunkt fiir die Gruppe I ist. 
Wir wollen nachher in dem speziellen Fall g—1 untersuchen, wie 
sich F,, g(t; v; A,@) verhalt, wenn @ in eine parabolische Spitze s der 
Gruppe I" hineinriickt. Zu diesem Zweck beweisen wir zunichst eine Trans- 
formationsformel, die es gestattet, die Spitze s nach oo zu schaffen. Sei 
B eine unimodulare reelle Matrix, B = {b,, b,}. Es ist 
F,,., (Br; v; A, Bw) 
v(B) (b, + +b,)” 5(B) (b, a+ b,)**-” 





= F,,,(t3 0; A, w) + 9 (rt), 





ABo 


Qni m —22i(m+x—g) — 


(Fr) @--(Bso: 4.0 pp) 


~ 9(B) (b+ +04)” 8 (A) (a, Bo+a,)**-* 5(B) (ba +b,)*-* 











@ ‘ AB. B-* t™ —22i (m+n—g) AB? 
oo fenty (#5 0p Saal dares uy) ’ 
0 o(B, A; v) 0(A, B; 6) 5(AB) (c,w+0¢,)*9-" . 


ABoa 


wo AB = {c,,¢,}, q’= a gesetzt wurde. Hier ergibt sich 


~ A,B;% ~? 
6(AB). 23'S — 65(4B) 
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und so erhalt man 
F,,,, (Br; v; A, Bo) 
(b, t+ by)” (b+ b,)*?-" 
wo die letztere Funktion mit Hilfe der Gruppe B-*I'B m bilden ist. 


Ersetzen wir hierin A durch AB~*, I durch BI'B™*, v durch v}-:, 80 
erhalten wir 


(48) F,,,,(t3 0; A,w) = 





= F,, ,(t; vz; AB, o), 


Fy, (Br; VR-13 AB, Bw) 

(yt + Oy)” (D,@-+ dy)POm™ 

wo jetzt die Funktion rechts mit Hilfe der Gruppe B'B~* zu bilden ist. 
Es sei von jetzt ab g=1 und m die kleinste nichtnegative ganze 


rationale Zahl, so daB Fs (t; v; A, w) eine in allen Spitzen verschwindende 
automorphe Form von t ist. Sei also 





m=0Q0, wenn x(—2) >0, 


m=1, wenn x(—S)=0 
ist. Wir lassen die Indizes an dem Funktionszeichen FP, fort, wenn g 
und m diese Werte haben. Wir untersuchen jetzt das Verhalten der 
F(t; v;.A,@), wenn o in eine Spitze s von % riickt. Nach Gleichung (48) 
kénnen wir uns auf den Fall s=oo beschrinken. Hier trennen wir 
folgende Fille: 


1. a,=0. Dann ist A>+ v'C,, — reell, 4>0 





. @ a 
&xiaG ants 
q>e e e 
Man sieht, daB 
.Mr Ao 
8ai— 8at 
e —@€ 





zuletzt nach unten beschrankt ist, wenn Qmw-—~+-+oo. Es ist also 
G_,(t5 0; A,T; ) bei g=0 regulér und der Wert dieser Funktion 
fir g= 0 ist G_,(t; 0; A, r;t"~*). Da 





‘™ mm 
me Oni G_, (s; v;4,T; 7) 2x (1—-m—») ow 
F(t; 0; A, @) => 3 (Aja}~" 





e ’ 
so verhalt sich F(t; v;A,q@) im Unendlichen wie eine dort in der Orts- 
uniformisierenden regulaére automorphe Form von o. 

2.a,+0. Dann geht Aw +S, wenn w-—~+co. Wir beschreiben 
um den Punkt '= 2 einen Kreis §, vom Radius 1%. Sobald Mr 
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auBerhalb dieses Kreises und der Kreise U"’ 8, (h ganz) liegt, ist 


ani ME 
e —q@\2é» &,>0 

nach unten beschrankt, und zwar gleichmaBig fiir alle w, fiir die Aw in 
dem Kreise %;, vom Radius }@ um s’ liegt. Wenn aber Mr in einem 
der Kreise v"* &, liegt, so kénnen wir durch Wahl des Systems 6(4A) 
zunichst erreichen, da8 Mr im Kreise &,, selbst liegt. Dann aber ist eine 
Ungleichung 








.Mr 
3xf — 


é * ol > e.1atr— Ao, &,>0 


gleichmaBig fiir alle w mit Aw in §) erfillt. Nun gilt fir M— AL 
aus ©(A) 





1 _ (a,m+a,)(a,Lr+a,) _ a, + as 
Mt—Ao Lr-—@ = (a, + a,) (a, + sort). 
Wenn hier w-—+ oo in einem Vertikalhalbstreifen beschrankter Breite, so 


ist die zweite Klammer zuletzt beschrinkt, weil Sm Zr beschrankt ist. 
Daher gilt zuletzt 





G_,(%50;4,T; A -)|< 0, |a,@ + a,| wu 





Teter 
| F(t; v; A, w)| < Olae+e,\"- 4#< 0,|0|"~*. 
Aus dieser Abschitzung und der Transformationsformel (48) folgt 


sofort die entsprechende Aussage iiber das Verhalten von F(t; v; A, w), 
wenn in eine beliebige Spitze s von % riickt. Es gilt, falls B(s) = co 


bei Annaherung von » an s = — n 
1 


| (b,m + b,)*~" F(t; v; A, w)|< C,| Bo|"~*. 
Wir beweisen jetzt 
Hilfssatz g). Seien 1,,...,1, beliebige Punkte im Innern von 9, 
welche simtlich von den elliptischen Ecken von § verschieden sind, 
A,,..., A, wnimodulare reelle Matrizen derart, daB A;*(co), 1<i<y, 
parabolische Fixpunkte von I" sind. Es habe die Funktion 


A(o) -5 K, F(t,; 0; A, ), 


wo die K, von w nicht abhangen, die Invarianzeigenschaft III’, § 1 einer 
automorphen Form von der emery —r’=r—2 fiir die Gruppe I 


und das Multiplikatorsystem +(L) = d. h. es gelte fiir alle L aus I 


aa 
A(Lw) = 6(L)(yo + 6)*~" A(o). 





so a wes eS 


Hh nm 


a, = «a 


ane Gn _— i 
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Dann ist A(w) wirklich eine in allen Ecken und Spitzen regulare auto- 
morphe Form in » von der Dimension —r’ fiir die Gruppe I und das 
Multiplikatorsystem 0(L). 

Der Beweis liegt nach den Abschatzungen iiber das Verhalten von 
F(t; v; A, w), wenn @ in eine Spitze riickt, auf der Hand. Man wendet 
die am Ende von § 2 zur Untersuchung des Verhaltens von G_,(t;v; A, I’; F) 
in den Spitzen benutzte SchluBweise an und erhalt sofort das gewiinschte 
Resultat. 

Dieser Hilfssatz setzt uns nun in den Stand, den Beweis fiir die Dar- 
stellbarkeit aller ganzen automorphen Formen, die in den parabolischen 
Spitzen verschwinden, durch die Reihen G_, im Prinzip genau so zu fihren, 
wie er bei Ritter 1 und in dem Lehrbuch von Klein und Fricke iiber auto- 
morphe Funktionen zu finden ist. Der Vollstandigkeit halber sei es gestattet, 
den Beweis hier nochmals zu reproduzieren. Wir beginnen mit dem 

Hilfssatz h). Fiir jedes LZ aus I ist 

eos id F(t,;v;A,L@) _ oe 
H, (1; v; A, w) = 5 (L)(petd)” (t; v; A, w) 
eine ganze automorphe Form von t, welche in den parabolischen Spitzen 
verschwindet. Wenn es nun iiberhaupt eine ganze in allen Spitzen ver- 
schwindende automorphe Form gibt, so gilt insbesondere: Hz (t; v; A, w) 
kann nicht fiir alle Z identisch in t und w verschwinden. 


Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar. Ware nun 
H,(t; v; A, w) = 0 


identisch in t und w und fiir alle L aus I’, so ware F(t; v; A, m) eine 
in allen Ecken und Spiten regulire automorphe Form der Dimension — r’ 
fiir das Multiplikatorsystem #(L), die in dem willkiirlichen Punkt 1 ejnen 
Pol erster Ordnung besitzt. Also wire die in § 4 eingefiihrte Zahl h —1, 
dh. g7=0, qed. 

Nach Hilfssatz h) gibt es also, falls 7 >0, ein L aus I und einen 
w-Wert, derart, daB H, (t;v; A, @) eine ganze in allen Spitzen verschwindende 
automorphe Form von rt ist, welche nicht identisch verschwindet. Es be- 
zeichne nun YW die lineare Schar derjenigen ganzen in allen Spitzen ver- 
schwindenden automorphen Formen von 1, welche sich als Linearkombi- 
nation der Funktionen H; (t; v; A, w) darstellen lassen. w sei die Dimension 


der Schar ¥ und 
r (t), 1 s Ld s w 


ein volles System linear unabhingiger Elemente von %&. Ersichtlich gilt 
w sj. 
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Sind 1,, oneg Sy beliebige Punkte im Innern von 9, so wollen wir das 
Wertsystem der 1,,..., t, ein erlaubtes Wertsystem nennen, wenn alle 1, 
yon den elliptischen Ecken des Netzes § verschieden sind. Den Raum 
der erlaubten Wertsysteme bezeichnen wir mit O,. Jedem 1,, 1<i<g, 
sei eine unimodulare reelle Matrix A, zugeordnet, derart, da A; ' (co) eine 
parabolische Spitze von N ist. Wir versuchen nun, eine Linearkombination 


A(w) = 3K,P (x50; A, @) 
i=1 
mit von w unabhangigen K; so zu bestimmen, daB fiir alle L aus I 
A(Lo@) 
49 HF HA 
7 BLyire+ay? — AC?) 
gilt. Nach Hilfssatz g) wire damit A(m) eine automorphe Form von w 


der Dimension —r’ fiir die Gruppe und das Multiplikatorsystem 6 (L). 
(49) bedeutet nun, da fiir alle L aus 


(50) 3K, Hi (155 0; 4,, 0) = 0 

i=1 
sein mu. Diese Gleichungen sind offenbar samtlich erfiillt, wenn die K, 
das Gleichungssystem 


(51) SK,P(4)=0, 1Sr<w 


befriedigen. Es sei g>w +1; dann schreiben wir die Gleichungen (51) 
in der Gestalt 


ZHP (= -IKP(, 1S7Sw. 


Man iiberzeugt sich nun durch Anwendung vollstandiger Induktion leicht 
davon, daB keine der Determinanten 


D=|Piwl, i2,2y 1S4So. 

in einer vollen Umgebung irgendeines erlaubten Wertsystems identisch 
verschwinden kann. Die Ausnahmemannigfaltigkeit 9), auf der mindestens 
eine der Determinanten D verschwindet, ist analytisch und hat héchstens 
g—1 komplexe Dimensionen. Ist g = w-+1, so kann man fiir beliebig 
fixiertes K,+0 das Gleichungssystem (51) auf O,—Y durch solche 
Werte K;, 1<i<g, lésen, welche saimtlich nicht verschwinden. Damit 
ist aber erkannt, daB die Funktion A(q) eine in allen Ecken und Spitzen 
regulare automorphe Form in w-von der Dimension — r’ fiir die Gruppe I” 
und das Multiplikatorsystem #(L) ist, welche in den Punkten t,, 1<i<g, 
g auf ©, — ¥) frei bewegliche Pole besitzt. 








in 
si 


/V— eo ~*~ het 


ait 
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Die Minimalzahl der im Sinne von §4 frei beweglichen Pole einer 
in allen Ecken und Spitzen reguliéren automorphen Form von der Dimen- 
sion —r’ und dem Multiplikatorsystem #(L) ist also 


hog=w+l. 
Aus Satz 5 folgt 7 << w, daher ist wegen wl J GJ =—w, g.e.d. 
Wir formulieren diese Tatsache als 


Satz 8. Sei I eine Grenzkreisgruppe mit endlich vielen Erzeugenden. 
Jede automorphe Form einer Dimension —r< —2, welche zu einem 
Multiplikatorsystem v(Z) mit der Eigenschaft |v(L)|=1 fir alle L 
aus I” gehért, laBt sich durch eine Reihe G_,(t;v;A,I°; R) darstellen, 
wo R(t) eine rationale Funktion von ¢ bezeichnet, welche auf dem Rande 
des t-Einheitskreises regular ist. 

Damit ist der Hauptsatz der Theorie bewiesen. Wir stellen im folgen- 
den noch einige Tatsachen zusammen, welche sich aus der bisher ent- 
wickelten Theorie ablesen lassen. Zuniachst gilt 


Satz 9. Bestimmt man nach § 3 die Multiplikatoren v(L) als stetige 
Funktionen von r fiir r>2, so ist jede der in §2 eingefiihrten Reihen 
G_,(t;v;A,I°; F) eine stetige Funktion von r. Das gilt auch fiir Grenz- 
kreisgruppen mit unendlich vielen Erzeugenden. Es ist indessen zu be- 
achten, daB dabei die Ungleichung 0 < x < 1 im allgemeinen nicht erhalten 
bleibt, wenn man die Funktion F(t) festhalt. 


Hieraus und aus Satz 8 schlieBt man 


Satz 10. Wenn I ein endliches Erzeugendensystem besitzt, und -der 
Multiplikator v(Z)=v,(Z) nach § 3 als stetige Funktion der reellen 
Variablen r >2 so bestimmt wird, daB |v,(Z)|=—1 fiir alle L aus I 
erfiillt ist, so gibt es eine stetige Funktion Y(r) der reellen Variablen r 
derart, dab Y(r) fiir jedes feste r eine automorphe Form der Dimen- 
sion —r fiir das Multiplikatorsystem v,(Z) darstellt. Insbesondere kann 
man stets eine solche Funktion ¥(r) angeben, welche fiir ein bestimmtes 
r=r, > 2 eine beliebig gegebene automorphe Form darstellt. 


Wir beschaftigen uns ferner mit der Frage nach der Darstellung 
solcher automorpher Formen, deren Multiplikatorsystem die Gleichung 
|jv(L)|=1 nicht fiir alle ZL aus I erfillt. Sei v,(Z) ein beliebiges 
Multiplikatorsystem und |v,(P)|=1 fiir alle parabolischen P aus I’. 


Wir setzen 
v,(L) , 


| (L)|? 
die Gleichung |v(Z)|=—1 ist dann fiir alle Z aus I erfiillt. Ist f,(r) 
eine automorphe Form der Dimension — r fiir das Multiplikatorsystem v, (L), 
so gibt es nach Ritter eine automorphe Form f(r) derselben Dimension 


v(L)= 
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fiir das Multiplikatorsystem v(L), deren unverzweigter Teil mit dem un- 
verzweigten Teil von /f,(t) samtliche Nullstellen und Pole gemein hat. 
Da die Verzweigungsfaktoren nach Voraussetzung iibereinstimmen, so ist 





der Quotient fen iiberall endlich, von 0 verschieden und unverzweigt, 


also die Exponentialfunktion eines Integrals erster Gattung. 

Wenn man also Darstel’ungen fiir die samtlichen Integrale erster 
Gattung des der Gruppe I" zugeordneten algebraischen Gebildes besitzt, 
so erhalt man durch diese Beziehung Darstellungen aller automorphen 
Formen einer beliebigen Dimension unterhalb — 2, welche zu einem be- 
liebigen Multiplikatorsystem v(L) mit |v(P)|=1 fiir alle parabolischen 
P aus I" gehéren. 

Es soll zuletzt noch fiir den Fall, daB I” mit der Hauptkongruenz- 
gruppe N-ter Stufe (N) identisch ist, die Entwicklung der Funktionen 


G_,(t; v; A, (N); t 
nach Potenzen von e™ in der Umgebung der Spitze oo angegeben 


werden. Wir kénnen annehmen, daBS A= (% od ganzzahlige Elemente 
besitzt. Wir setzen zur Abkiirzung sacle 
x (CO) =x, 
(-B) tena 
6(A) = 1, wenn fiir ein ganzes £ und eines der beiden Vorzeichen 
+ U'¢G(A), 
6(A)=0 sonst, 
1—sgn m, 


ater . 


Om, = € : fir m, +0, 
v(M)=v(m,,m,) falls M={m,,m,}, 


(n+)j+ik, 


Wm, (n) = Py ove ore P ag m,N : 


asteF v(m,, 7) 
j=a, N)G.m,)=1 
wo k,=a,(N) und jk, =1-+a,m,(modm, N). Dann gilt 
Ri a 
(52) G_ ; A, I'(N); ¢") = 6(4)————_ 
ene Reena 
ye 

=, (- rt *) om, Wm,(n) 


Wet 4 7 me irietny 
GAR Dinter reerny Y 


_ air 
wo (— 2nt)’=(2z2)"e ?. 





m=0 (rT) (my msquan tml" 








a tet &. 
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§ 6. 
1. Hin neues Erzeugungsprinzip jiir automorphe Formen. 


Ich méchte in diesem Zusammenhang noch auf ein anderes Erzeugungs- 
prinzip fiir automorphe Formen hinweisen, das, wie ich im folgenden am 
Beispiel der Kongruenzgruppen I"(N) zeigen will, neue Darstellungen auto- 
morpher Formen liefert. Dieses Erzeugungsprinzip griindet sich auf die 
folgende Tatsache, die Herr Hecke in seinen Vorlesungen iiber Modulfunk- 
tionen erwaihnt hat: Wenn man in den von Herrn Hecke untersuchten 
Eisensteinreihen aus der Theorie der Hilbertschen Modulgruppe eines reellen 
quadratischen Zahlkérpers’*) zwischen den beiden unabhangigen Variablen 
t und rt’ eine geeignete lineare Beziehung stiftet, so erhailt man Modul- 
formen einer Variablen von geradzahliger Dimension, die zu einer gewissen 
Hauptkongruenzuntergruppe I"(N) gehéren. 

Ich méchte im folgenden zeigen, daB dieser Ansatz einer erheblichen 
Verallgemeinerung nach zwei Richtungen fahig ist. Erstens kann man auf 
diesem Wege automorphe Formen einer jeden I’(N) und einer jeden reellen 
Dimension < — 4 fiir ein beliebiges Multiplikatorsystem v(L) mit | v(L)|=1 
erhalten. Zweitens aber kann man sogar die bei den friiher untersuchten 


Mr 
. ‘ . ° os - 224 — 
Poincaréschen Reihen verwendete ortsuniformisierende Variable t = e e 


in sinngemaBer Weise analogisieren; die so entstehenden Reihen besitzen 
genau wie die Poincaréschen Reihen im Innern von § frei bewegliche Pole 
in beliebiger Anzahl und Vielfachheit. Allerdings miissen sie, der Natur 
der Sache nach, in allen parabolischen Spitzen verschwinden. Von be- 
sonderem Interesse ist die augenfallige Beziehung dieser Reihen zu den 
Heckeschen ¢-Funktionen mit GréBencharakteren eines reellen quadratischen 
Zahlkérpers. 

Es sei N eine natiirliche Zahl, R(D) ein reeller quadratischer Zahl- 
kérper, «,,@, zwei Zahlen aus R(yD) derart, daB 


(53) @, 0%, — aa; > 0. 
Wir setzen 


und allgemein 


, , 
i 2 


M—AL— (1 “) 


18) E. Hecke, Analytische Funktionen und algebraische Zahlen I, Hamburger 
Abhandlungen 8, 8. 213. 
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wenn L aus I'(N). Wir sehen zunachst, daB fiir kein K aus I"(1) 
{44> Ma} K = (uy, Hy} 

sein kann; denn dann ware die Gleichung 

MK=U°M 


fiir ein reelles ¢ erfiillt, K — M~*U*M hatte den einzigen Fixpunkt — a, 
1 


: b 
was der Voraussetzung (53) widerspricht. Wenn ferner fiir ein S = (? 


aus I"(1) ‘s 
{H,, Hs} S=Af{p,, uy} 
ist, so schlieBt man hieraus 





—A 
a c | — 
bb d-Al 
Die linke Seite ist 4*—’(a+d)+1, also ist 4 Einheit aus R(yD). 
Wir wollen nun im folgenden annehmen, daB — a und — 3 Fix- 


i 


1 
punkte einer hyperbolischen Substitution mit der Matrix H aus I"(N) sind. 
Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit kénnen wir voraussetzen, deB «,, a, 


b 
teilerfremde ganze Zahlen aus R(D) sind. Ist zunichst S = (° a ¢c ri), 
; c 

{B,, Ba} = {4.4%} S, so sind 
Sas*tS) ~fng 1. 
ee) ae eee 
Fixpunkte der hyperbolischen Substitution S~*HS von I'(N). Ferner 
gibt es dann wirklich eine Substitution, welche {a,,«,} in 4{«,, «,} iiber- 

bet 


fiihrt; denn aus H ‘ =) = — “ folgt, wie man leicht feststellt, 


{a,, «,} H-* = A{a,, a} 


mit einem gewissen reellen 4. Dies ist iibrigens mit 


{Bi By} S*H*S= A{B,, By} 
gleichbedeutend. Ersichtlich ist 4 eine Einheit aus R(YD), fiir die 


nyf=+1, 9 =1(N) 
gilt. 
Wir betrachten nun ein solches Teilsystem ©’(A) von Matrizen M 
der Nebengruppe AI(N), da fiir keine zwei Exemplare M und 
. 7 a : 
mr — (18 “ aus G’(A) eine Beziehung 


* */ 


BY” My 


{uy uy} =? {, ’ Hs} 








a — 
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besteht, wo » eine Einheit aus R(VD) mit 
(54) nv=+1 und 9 =1(N) 
bezeichnet. G’(A) soll ferner ein vollstandiges Teilsystem innerhalb A I”(N) 
von dieser Eigenschaft sein. 


Die Gruppe € der Einheiten (54), die wir ,Einheiten mod N“ nennen 
wollen, ist zyklisch, falls N >2. Da ferner aus 


(55) {4;, Hp K=A{my, My}, KCT(N), 
folgt, daB 
{Hy My} K~* =A {ys Mg}, 

so ist K bei gegebenem 4 durch diese Beziehung eindeutig bestimmt. Nun 
ist die Untergruppe ©’ derjenigen Einheiten 1 mod N, welche als » = 4 
mit irgendeinem K aus I"(N) in einer Beziehung (55) auftreten, auch 
zyklisch; wegen der soeben konstatierten (bei gegebenem M) eineindeutigen 
Beziehung zwischen »=A und K ist daher die Gruppe © = Cy der K 
von I"(N), welche den Einheiten von ©’ durch die Gleichung (55) zu- 
geordnet sind, gleichfalls zyklisch. 

Sei e Erzeugende von &’. Es gibt also genau ein K, aus I"(N), so dab 


{4,, %} Ky = e{,, %}, 
und diese Gleichung ist mit 
{B,, B,} S~*K,S=e{B,, By} 


gleichbedeutend. In den Fallen N= 1,2 kann die Gruppe ©’ zwei Basis- 
elemente besitzen. Das Basiselement endlicher Ordnung ist dann — 1, die 
zugeordnete Matrix — J. 


Man bestiitigt nun fiir die Systeme G’(A) das Bestehen einiger ein- 


facher Regeln, die den Aussagen (26) und (27) iiber die Systeme 
©(A;I(N)) entsprechen. Es gilt 


S’(A)S =G’(AS), Scr(l), 
S’(A)L,=6’'(A), L,<cr(N). 


Um jetzt die angekiindigten Reihen aufzustellen, verstehen wir unter 
lg Mx denjenigen Wert dieser vieldeutigen Funktion, fiir dessen Imaginarteil 


0<argMtr<a 
gilt, sobald t im Innern von © liegt. Offenbar ist 
Ig Mr = Ig(u,t + uy) — Ig (uit + ms) + 2kad, 


wo die ganze rationale Zahl & nur von sgny, und sgnyu; abhangt, wenn 
die Zweige der Logarithmen rechts in der iiblichen Weise (§1) fixiert sind. 








oe 
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Wenn nun K eine Matrix aus Cy ist, so daB 


mK=( 1, *.), nce’, 





"7 Ky Ps 
so folgt daher 
lg MKr=lgMr-+ Ign”. 
Die GréBe 
ony SMe 
$= tye _ 


bleibt mithin ungeandert, wenn man auf + die Substitutionen von Cy 
anwendet. ¢ variiert, wenn sich t im Innern von § bewegt, im Innern 
des Kreisringes 
ex? 
eo ajdj<i, 
den wir fortan mit Rt bezeichnen. 
Es sei nun F(¢) eine im Innern von & bis auf endlich viele Pole und 
auf dem Rande von R durchweg regulare analytische Funktion. Wir setzen 








tt (ort 
e ? e ” 
Q() = 2) Wyma + Ma)” (mit me)” ? 
wo 0<x<1, und versuchen, die reelle Zahl x und das Koeffizienten- 
system 4(M) so zu bestimmen, daB Q(t) ,,formal“ die Invarianzeigenschaft 
einer Modulform von der Stufe N und der Dimension — 2r fiir das Multi- 
plikatorsystem v(Z) besitzt. Man hat also erstens dafiir zu sorgen, daB 
das allgemeine Glied der Summe Q(t) von der Auswahl der Matrix M 
aus der Nebengruppe M@y unabhingig ist, und zweitens zu erreichen, dab 
die Glieder der Reihe 
Q(L,r) ue (% ps) 
v(L, (79% +5y)** ~s Yo 5o cr) 

mit denen der Reihe Q(t) bis auf die Anordnung iibereinstimmen. 

Aus diesen Forderungen ergeben sich die folgenden beiden Gleichungen 
fiir x und 4(M): 


et tink 1 
A(M L™* Ko L)(s" uy t+ 8" wy)” (a wie e™ mg)” ACM) (us t+ oe)” (mre ts)” 
(m ganz rational), 














(57) 4(ML,) =4(M)o(M, L,)o°(M’, Ly) v(Lo). 


Um diese Gleichungen zu lésen, bemerke man zunichst, daB fiir jedes 
reelle M mit M={m,,m,} + {0,0} und fiir alle r 


o*”(M, 8) _ (o” (M, S8))? 
gilt, wenn S eine beliebige reelle Matrix bedeutet. 
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Wir setzen nun mit willkiirlichem 4(A) 
A(M) =A(AL) =A(A)o(A, L)o(A’, L)v(L), 


( . 
wo o=o”. Dann ist 


A(ML,) =a(ALL,) =4(A)o(A, LL,) o(A’, LL.) v(LL,) 
=A(A)o(M, L,)o(M’, L,)o(A, L) o(A’, L) v(L) v(L,) 
= 4(M)o(M, L,)o(M’, L,) v(Lp) 


‘e 
Es wird danach ferner, wenn wir ‘ ) mit E bezeichnen 
é 


4(M-L~* Kj'L) =4(AK3 L) 
= 4(AK¢') o(AKo, L) o(A’ Ke’, L) v(L) 
(A Ko , e’* , 
= Ta A(A)o(E"A,L)o(E'"A, L)v(L). 
Wir bilden nun 
(e = aj Lr+ e’"@ a)’ (e"a, Le+e" a,)" 
= 0(E°A, L)o(E’*A, L) Seis tend)" (ems oy)” 


Ges 
und erhalten mit Hilfe des Symbols 


(e ‘n , 
Pn (A) — 








afr+e'* as)" (e*a,r+e"ay)” 

(a{t+az)"(a,t +a)" 
P.» (A)a(A, L)o(A’, L) (mit + ms)" (Mt + og)’ 
—o(E"A, L)o(E’A,, L)(e™ wie +e ud)" (e" yt + 6" oy)”, 








also 
A(ML~* KL) (e" ut + e" wg)” (e’" gr + e™ us)” 
(A KS iS 
AT Pen A)A(M) (14, # + Hg)” (uyt + pa) ; 
Hier ist 
A(AK,") 





m= Tay Pen(A) 
= 0(A, Ky) 0(A,, Ky) 0(K,) p,.(A) 
=0(A, K,)o(A, K,) v(K,) o(EA, K*"*)o(E' A, K""*) v(KS") @,,(A) 
und ahnlich wie oben 
(e’ a, Ko-*1 + e' a.) (en, Ko *t + ea,)’ 


—o(EA, K™ E’A’, K*- 1, (e’* af ait 4)" (e* a, pste"e)’ 
a ( 0 )o( Ky ) 7 OT 





wo Ky = {ki"~”, k"""}. Nun folgt 
g,(A) o(A, Ki") 0 (A, KS") p,.-.(A) = o (EA, Kl") 0 (E’W,, KS") @,.(A) 


A(AK, A(AK,) : 
On ere 8.(A) “Gua = ( nce 9,(A)) " 
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Hier ist A (A) =1, wenn r reell und |v(Z)|—1 fiir alle ZL aus 
I'(N). Damit ist die allgemeinste Lésung der Gleichungen (56) und (57) 
bestimmt. 
Falls die Gruppe &’ zwei Basiselemente besitzt, ist allerdings noch zu 
bestatigen, daB 
A(— M) (— yt — My)” (— mrt — My)” = A(M) (my + og)” (mrt + eg)”: 
Man findet fiir die linke Seite zunichst 
A(A) 0 (A, — I) 0 (A’, — I) vo(— I) o(—A, L)o(—A, L) 
(— Ht — Ma)” (— mit — My)” 0(L) 
und erhalt hierfiir in leicht verstandlicher Bezeichnung durch ahnliche Be- 
trachtungen wie oben 
A(M) (4,t + og)” (ust + us)’ p_, (A) (A, — 1) o(A’, — I) v(—1). 
Aus der Gleichung 
(a+ +05)" (a4 + 04)" = 0(A, — 1) o(K, — 1) C88 Cat) 
folgt dann in der Tat 
1=o(A, —I)o(A’, —I) v(—I1) @_, (A). 
Wir wollen schlieBlich noch das Verhalten der Reihe Q(t) unter- 
suchen, wenn man auf r ein beliebiges Element S von I"(1) anwendet. 


Man erhilt _ —_ 
Q(8r) = Ps igs? yl” ie ) 
v(S)(er+d)*” ye dS as) 4(M)o(M,8)0(M’, 8) 0(8)(usr+ me)’ (uP r+ ug’) ’ 


wo M*=MS=ASS"*LS. Hier fiihren wir vg(S~*LS) durch die 
Gleichung 














*fq-t 7 (o(L,8))* 

v5 (S 58) = ob) aes 
ein und haben 

4*(M*) = 4(M)o(M, 8S) o(M’, 8) v(S) 
= (A) o(A, L) o(A’, L) o(AL, 8) o(A’L, )C vs (S~*L8) v(8) 
Ad ? 

= (A) o(A, LS) o(A’, LS) o(8, S~*LS)* vs (S~*LS) v(8). 
Nun ist 
o(AS, S~*LS)o(A'8, s-? LS) __ 2(S, 8~* L8)* o (A, LS) o(A’, LS) 





‘dies o(A,8) 0(A’,8) . 


4* (M*) = 2(A) o(A, 8) o(A’, 8) v(S) o(AS, S“* LS) o(A’S,S~* LS)v, (SL) 
__ (A) o(A, 8) o(A 





L(A eB) OCS) 4 (AS)o(A 8, S*LS) o(A’S, S*LS) v, (SL 8) 
mit willkiirlichem 4, (AS) +0. 
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Es erweist sich jetzt als zweckmaBig, analog wie § 1 und 2 einige 
neue Symbole zu benutzen. Sei V eine Matrix mit reellen Koeffizienten 
und von 0 verschiedener Determinante. Wir setzen 


o* 2 (M, V) =o*(M, V) =o(M, V) o(M, V), v(A) =4(A), o(M) =2(M), 


z V 
o* (M, V; v) = @*(M, V) =* (m4, Fore ( ) 


’ *(A,8 
vs(AS) = 4, (AS) = v(SA)sstaay> 
vg (M*) = vg (AS) o* (AS, S-*LS)vg(S~*LS). 





Danach wird 


v(A)o*(A,8) v(S) 
a(as) 2" (8,A). 





Wir setzen ferner 





oni SM, (2""ee) 
E_,,(t; 0; A, "(N); F) = e we ple ie fh 
mceriay CM) (ay t+ Mg)” (mitt ae)” 





Dann gelten die Transformationsformeln 
E_,,(LZ,t; v; A, T'(N); F) 








(58) Wate” E_,,(t;0;A, (N); F), 
E_,,(8t;v;A,T(N);F) 1 luli R 
(59) . v(S)(er+d)** = 578, A) Boar (ts Vs; AS, T'(N); F). 


Um absolute Konvergenz zu erzielen, nehmen wir r > 2 und |v(Z)| = 1 
an. Dabei kénnen wir uns auf die Fille beschrinken, in denen 





“* 
F(t)=R(t)= 
(1) = R() = 
2x5 SA~ 
ist, wo g>0 und m ganze rationale Zahlen und g=e ‘“* eine 


komplexe Zahl im Innern von Rt bezeichnen. Die Betrachtung in §1 der 
Heckeschen Arbeit**) zeigt, daB H_,,(t;v;A,I"(N); R) in jedem abge- 
schlossenen Teil des Inneren von %, welcher die Punkte Lw, LC I'(N), 
nicht enthalt, gleichmaBig und absolut konvergiert. 
Die Funktion Z_,,(t; v; A, "(N); R) ist im Innern von § bis auf 

die Punkte La regular, in deren jedem sie einen Pol der Ordnung g 
aufweist, falls g>0 und falls » nicht elliptischer Fixpunkt der I"(N) 
ist (N=1). Anderenfalls ist die Funktion im Innern von 9 durchweg 
regular. Ersichtlich strebt Z_,, gegen 0, wenn + in einem Vertikalstreifen 
beschriankter Breite gegen + #0o geht. Zusammen mit der Transformations- 
formel (59) lehrt dies, daB H_,, im Sinne unserer Terminologie in allen 
parabolischen Spitzen der I"(N) verschwindet. 

Man sieht schlieBlich noch, daB H_,, fiir r > 2 eine stetige Funktion 
von r ist, wenn man den Multiplikator v,,(Z) —v(L) fiir verinderliches 
Mathematische Annalen. 108. 29 
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r>2 ais stetige Funktion von r bestimmt. Es ist dabei auch hier zu 
beachten, daB die Ungleichung 0 < x <1 fiir verianderliches r im allge- 
meinen nicht erhalten bleibt, wenn man die Funktion F(t) festhalt. 


2. Hin Kleinsches Prinzip zur Aufstellung von Untergruppen der 
Modulgruppe. 

Die in § 3 ausfiihrlich niedergelegte Theorie der allgemeinen Multipli- 
katorsysteme veranlaSt mich, an dieser Stelle auf die Frage der Kon- 
struktion von Untergruppen der Modulgruppe mit Hilfe der Multiplikatoren 
etwas naher einzugehen. Es handelt sich um folgendes, zuerst wohl von 
Klein formuliertes Prinzip, das sich unter Benutzung des Begrifis eines 
Multiplikatorsystems folgendermaBen aussprechen laBt: Es sei f(r) eine 
Modulform der Dimension —r fiir das Multiplikatorsystem v(Z). Wir 
fragen nach der Untergruppe derjenigen Eler-ente Q von I"(1), fiir die 
v(Q) einen ,,méglichst einfachen* Wert, namlich einen Wert e®*‘*’ mit 
ganzem rationalem » annimmt. In der vorhandenen Literatur ist dieses 
Prinzip insofern von Bedeutung, als es mit seiner Hilfe zum erstenmal 
gelungen ist*’), Untergruppen der I"(1) anzugeben, welche nicht Kon- 
gruenzgruppen sind. 

Im folgenden wende ich eine naheliegende Verallgemeinerung dieses 
Prinzips auf die '(N) mit N>2 an; die so erhaltenen Untergruppen 
der I"( NV) lassen sich gruppentheoretisch in einfachster Weise charakterisieren. 
Es ist selbstverstandlich, daB man dabei von automorphen Formen iiber- 
haupt nicht zu reden braucht, sondern da bereits die Betrachtung der 
Multiplikatorsysteme ausreichen muB. 

Wir bemerken vorab, da8 wir im Falle N = 2 nicht die volle Gruppe 
I’(2), sondern die schon erwahnte Untergruppe I"(2) innerhalb I"(2) zu- 
grunde legen wollen. I”(2) enthalt das Element — J von I"(2) nicht und 
ist zu der durch I”(2) induzierten Substitutionsgruppe I'(2) einstufig iso- 
morph, Wir setzen 

r=T(N) fir N>2 wd r=) fir N=2. 
Es seien nun fh Multiplikatoren 
v,(Z), laonsh, Lc, 
gegeben, die simtlich zu der Dimension —r gehéren mégen. Dann frage 
ich nach der Untergruppe I"(r; v,,..., v,) derjenigen Q von I’, fiir welche 


”) R. Fricke (Math. Annalen.28 (1886); S. 99) und G. Pick (ibid., S. 119) be- 
trachten zu diesem Zwecke die Funktion - mit g+1, 2, 4, 8; entsprechendes gilt 
fir Var, wenn g / 24. 
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alle v,(Q), laongh, die Gestalt 
v, (Q) om e2*trar 
vy, ganz rational, annehmen. 
Nach der allgemeinen Theorie der Multiplikatorsysteme gibt es einen 
zu der Dimension —r gehérigen Multiplikator v,(Z) der Gruppe I, welcher 
nur der Werte e**‘*’ mit ganzem rationalem » fahig ist. Wir setzen 


t—(L) = 243 und erhalten eine neue Definition der I(r; v,,...,0,) als 


Gesamtheit der Q von I, fiir die 





%, (Q) = e®***=" mit ganzen rationalen »,, lon ch. 

Es erhellt nun unmittelbar, daB I(r; v,,...,v,) eim Normalteiler 
von I ist, welcher die Kommutatorgruppe f von I enthilt, d.h. I(r; v,, ..., v,) 
ist Normalteiler von J" mit Abelscher Faktorgruppe. 

Wir wollen jetzt umgekehrt beweisen, da8 jeder Normalteiler RN, von I’, 
dessen Faktorgruppe Abelsch ist, mit einer geeigneten I(r; v,,..., v,) tiberein- 
stimmt, wobei man tiberdies mit einer festen Anzahl, nimlich h, == 2p +o —1 
Multiplikatoren auskommt. 

Beim Beweise benutzen wir, daB I" eine freie Gruppe mit h, Er- 
zeugenden ist, daB also die Faktor-Kommutatorgruppe @ von I" eine reine 
unendliche Abelsche Gruppe mit Ah, Basiselementen ist. Wir schreiben 
= %,/f und haben folgendes zu beweisen: Es gibt eine reelle Zahl r 
und h, Charaktere z,, 1<n<h,, von @ derart, dab 


%, (A) = e®*'", » ganz rational, 1on<h,, 


fiir die Elemente A von ll und nur fiir diese zutrifft. 
Beweis. Bekanntlich kann man eine solche Basis 


B,,..., Bs 


der Gruppe @ angeben, daB die Basis der Untergruppe U die nachstehende 
Gestalt hat: 


U, = BY, ..., Um = Bn", m<h,, a,=1 ganz rational, 1<g<m. 


Wir wahlen nun r irrational oder auch r rational, dann aber so, daB 


(60) r=1, k>0, (j,E=1, (i,0,--40,)—1. 


Ferner sei 
1, (B;)=1 fir i+n, 


1,(B,)=e'™ fir 1gn<m, 
z,(B,) =e** fir m+lion<h, 
wo 8, von allen Zahlen der Form 0,7 + 9, (0, Q, tational) verschieden ist. 
29* 
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Ist B = BY By ... Bets ein Element von G, so wird x, (B) =z, (B,)™. 
Aus z,(B,)™" =e°*'*" fiir m+1<n<h, und ganzes rationales y, folgt 
sofort z, = 0. 
2, (B,)" =e'*"""", 1<n<m, », ganz rational, 
besagt, daB 


Ln a i 
—r=f +c¢,, ¢, ganz rational, 


und daraus schlieBt man mit Hilfe von (60), daB x, =0(a,). Damit ist 
ist die Behauptung bewiesen. Man sieht insbesondere, daB im Falle eines 
rationalen r keine Voraussetzungen iiber den Nenner von r gemacht werden. 

Wenn man dies Verfahren auf die Modulgruppe selbst anwendet, so 
erhalt man kein interessantes Resultat, denn die Kommutatorgruppe der I"(1) 
ist eine Untergruppe vom Index 12 innerhalb I'(1). 

Dagegen méchte ich noch kurz den Beweis dafiir andeuten, daB man 
im Falle der I'(2) mit einem einzigen Multiplikator auskommt, obgleich 
h, =2 ist. Dies Resultat kann geeignet sein, die Aufstellung eines mit 
den saimtlichen I"(N) inkommensurablen ,numerischen“ Beispiels einer 
solchen Untergruppe der I"(2) zu erleichtern. 

1. Fall: m=1, U, = BY. 

Wir bestimmen r wie oben und setzen 


22i— xis, 
z1(B,) =e *, z(B,) = e* ’ 


wo 8, von allen Zahlen der Form 0,7 -+ 0, verschieden ist, wenn 9,, 0, 
rational. Aus 


(BE Bi) = ela") _ gtaie 
mit ganzen rationalen z,,2,,» folgt z,—0 und dann z,=0(a,), g.e.d. 
2. Fall: m= 2, U, = BY, U, = Be’. 
Wir nehmen rf irrational und setzen 


txi” 2x 3 
x(B,)=e %, 2x(B,)=e %. 
x I, : : . x 
a°tyerrte mit ganzen rationalen 2, ,z,,¥,c ergibt ele ame, 
q. @. d. 


Hamburg, August 1929. 


(Eingegangen am 23. 10. 1929.) 
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Uber die analytischen Abbildungen von Kreiskérpern 
und Hartogsschen Bereichen. 


Von 


H. Welke in Miinster (Westf.)*). 


Einleitung. 


In der Funktionentheorie von zwei komplexen Veranderlichen w =u +-¢v, 
z=a-+d¢y treten an Stelle der Kreise in der gewohnlichen Funktionen- 
theorie nicht nur die Hyperkugeln, sondern eine gréBere Klasse von vier- 
dimensionalen Gebieten mit Kreissymmetrie. Vor allen Dingen sind es die 
Kreiskérper. 


(D,): Definition des Kreiskérpers. Kreiskérper nennen wir einen 
Bereich dee (w,z)-Raumes, der durch die Transformationen 


w’—a=(w—a)e™, 
z'—b=(z—b)e® 


in sich tibergeht, wo w= a,z=—b innerer Punkt ist. Er sei Mittelpunkt 
des Kreiskorpers genannt. 


7.3 (# reell) 


So sind die Konvergenzgebiete der Potenzreihen*) und die Indikatrizen 
der Carathéodoryschen Metriken*) in der Funktionentheorie einer komplexen 
Veranderlichen Kreise, in der zweier Verinderlichen dagegen Kreiskérper. 

Seit Poincaré*) weiB man: 

Ein Bereich des (w,z)-Raumes lat sich nicht auf jeden anderen 
durch analytische Transformationen 


(1) w'=f,(w,2), 2 =f,(w,2) 


*) Seminar von Prof. Behnke. 

1) Vgl. Behnke, Natiirliche Grenzen, Hamburger Abhandl. 5. 

*) Vgl. Carathéodory, Geometrie bei analytischen Abbildungen, Hamburger Ab- 
hand. 6. 

3) Vgl. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables, Rendiconti di 
Palermo 28, 8. 185—220. 
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abbilden. Man hat in einer Reihe von Arbeiten versucht, naheres iiber 
die Abbildbarkeit von vierdimensionalen Gebieten auszusagen, ohne das 
Problem bisher umfassend lésen zu kénnen. Als Beitrag zu diesen laufen- 
den Untersuchungen ist die folgende Arbeit gedacht. 

Es werden zuniachst die eineindeutigen, analytischen und mittelpunkts- 
treuen Abbildungen der Kreiskérper untersucht. Dabei bediene ich mich 
eines von Herrn Bergmann angegebenen Verfahrens‘). 

Herr Bergmann faBt alle Bereiche des (w,z)-Raumes, die man nor- 
miert (siehe § 1, D,) aufeinander abbilden kann, zu einer Klasse zusammen. 
Mittels eines Verfahrens, das analog dem Dirichletschen Prinzip aufgebaut 
ist, kann Herr Bergmann jedem Bereich § ein gegen normierte Abbildungen 
kovariantes Funktionenpaar zuordnen. Falls das Funktionenpaar eine ein- 
eindeutige analytische Abbildung von § vermittelt, so ist der Bildbereich 8, 
fiir jeden Bereich 8’ derselben Abbildungsklasse derselbe. @, ist ein aus- 
gezeichneter Bereich der Abbildungklasse. Herr Bergmann nennt ihn Reprd- 
sentantenbereich. 

In § 1 habe ich die Ergebnisse von Herrn Bergmann angegeben, soweit 
sie in den folgenden Uberlegungen gebraucht werden. 

In § 2 zeige ich, daB die Kreiskérper Reprisentantenbereiche sind. 
(Die Normierung ist auf den Mittelpunkt des Kreisbereichs bezogen.) 
Daraus folgt unmittelbar, daB die Kreiskérper verschiedenen Abbildungs- 
klassen angehéren. Eine nicht normierte Abbildung kann man aber durch 
Einsetzen einer ganzen linearen Transformation in eine normierte Abbildung 
iiberfiihren. Also sind Kreiskérper mittelpunktstreu nur affin auf Kreie- 
kérper abzubilden. Die affinen Transformationen der Kreiskérper sind aber 
schon eingehend von Herrn Blaschke und Herrn Carathéodory untersucht. 

Zu demselben Ergebnis, nimlich da8 die Kreiskérper ahnlich wie die 
Kreise der gewohnlichen Funktionentheorie mittelpunktstreu nur affin auf- 
einander abzubilden sind, ist Herr Behnke durch Studium der kontinuier- 
lichen Gruppen von Kreiskérpertransformationen ohne Benutzung der 
Bergmannschen Theorie gelangt’). 

In § 3 untersuche ich die Abbildungen einer weiteren Klasse von Be- 
reichen mit Kreissymmetrie. In seiner grundlegenden Arbeit in den Mathe- 


*) Vgl. Bergmann, Uber unendliche Hermitesche Formen, die einem Bereiche zu- 
geordnet sind, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 640—677; Uber die Existenz von Repra- 
sentantenbereichen, Math. Annalen 102 (1930), S.480—442; Uber Hermitesche Formen, 
die zu einem Bereiche gehéren, Berliner Sitzungsberichte 1927, 8. 178—184. 

*) Vgl. eine demnichst in den Hamburger Abhandlungen erscheinende Arbeit. 
Wahrend der Drucklegung dieser Arbeit hat Herr Henri Cartan einen sehr eleganten 
Beweis desselben Satzes in den Comptes Rendus 190 (1930), S. 718—720 — vgl. auch 
8. 354—356 — verdffentlicht. 
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matischen Annalen*) hat Herr Hartogs die Konvergenzbereiche der Reihen 
S2’f,(w) untersucht. Er gibt diese Bereiche in der Form an: 
v=0 

|z| = R(w). 
Diese Bereiche sind offenbar invariant gegeniiber den Transformationen 


w’=—w, 


Za! io (@ reell). 


z’—a=(z—a)e 

(D,): Definition eines Hartogsschen Bereichs. Hinen Bereich, 
der invariant ist gegeniiber den Transformationen T,, nenne ich einen 
Hartogeschen Bereich. (Die analytische Ebene z= a des (w,z)-Raumes 
sei Symmetrieebene des Hartogsschen Bereichs genannt. ) 

Ich zeige in § 3, da® Hartogssche Bereiche nur ,durch die Trans- 
formationen 

2’ = 2-9,(w), 
wo" = 9,(w) 
normiert abgebildet werden kénnen. 

(Die Normierung ist bezogen auf einen beliebigen Punkt der Symmetrie- 
ebene, den ich als Mittelpunkt meines Koordinatensystems gewahlt habe.) 

Jeder Hartogssche Bereich, der zu gleicher Zeit ein Kreiskérper ist, 
ist ein Reinhardtscher Kreiskérper. 

(D,): Definition des Reinhardtschen Kreiskérpers. Hin 
Reinhardtscher Kreiskérper ist dadurch charakterisiert, daB er durch die 
Transformationen 

_ w’—a=(w—a)e”, 
ss’ —b=(z—b)e” 


in sich tibergeht. (w =a, z=b Mittelpunkt.) 

Herr Bergmann hat schon gezeigt, daB die Reinhardtschen Kreis- 
bereiche Reprisentantenbereiche sind’). Ich kann zeigen: Nicht in jeder 
Abbildungsklasse, in der ein Hartogsscher Bereich liegt (Normierung auf 
einen Punkt der Symmetrieebene bezogen), liegt auch ein Kreisbereich. 
Es gibt also noch eine weitere Klasse von Reprisentantenbereichen. Nicht 
jeder Bereich la8t sich auf einen Kreisbereich abbilden. 

Es bleibt natiirlich offen, welche Abbildungsklassen dee (w, z)-Raumes, 
die wir durch die Reprisentantenbereiche charakterisiert haben, es sonst 


(0, p reell) 


*) Vgl. Hartogs, Uber analytische Funktionen mehrerer Verinderlichen, Math. 
Annalen 62 (1906), 8. 1—88. 
") Vgl. Anm. ‘). 
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noch geben mag. Hier liegt eine wesentliche Schwierigkeit des Bergmann- 
schen Ansatzes. Uberlegt man sich nimlich das Analoge in der Theorie 
einer komplexen Veranderlichen, so kann man leicht zeigen, daB der Kreis 
Reprisentantenbereich ist. Da® er der einzige Reprasentantenbereich ist, 
ist lediglich im Rahmen dieses Ansatzes bisher noch nicht gezeigt. Erst 
wenn ein vollstaindiges System von Reprisentantenbereichen gefunden ist, 
kann man das Abbildungsproblem des (w, z)-Raumes als gelést betrachten. 


Bezeichnungen. In den folgenden Untersuchungen werden mit Herrn 
Bergmann nur ,ganz im Endlichen gelegene, einfach zusammenhangende, 
schlichte, von stiickweise reguléren, doppelpunktslosen, dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten berandete Bereiche 8, 9, &%,... des (w, z)-Raumes be- 
trachtet“. 

Unter J f(w,z) f(w,z)dw,, sei das uneigentliche Integral 


lim Sf t(w, z) f(w,z)dw,, verstanden, wo %, eine Folge ganz im 
RPO gs. 


Innern von % gelegener Bereiche, die gegen § konvergieren, ist. 
dw, , ist eine Abkiirzung fir dwdw@dzdz. R(w) —w=u+iv — 
bedeute eine reelle Funktion R(u,v) der reellen Veranderlichen u und v. 
A, R(w) sei als Abkiirsung fir 2"(“>*) , 2°R(4,0) prsstst, 
ww ng au? av? gese 
Unter Transformationen (Abbildungen) 7, L, ... wollen wir immer 
nur analytische Transformationen verstehen, auch wenn es nicht ausdriick- 


lich gesagt ist. 





$1. 
Bericht iiber die Bergmannschen Arbeiten. 

Die Ergebnisse der in der Einleitung erwahnten Arbeiten des Herrn 
Bergmann, soweit sie in meinen Untersuchungen gebraucht werden, méchte 
ich zunichst kurz in den folgenden Satzen und De‘fnitionen zusammen- 
fassen *). 

Satz 1. Es gibt jeweils genau eine Funktion uj, u2 oder ug, die 
das Integral 
(2) ft (w, z) f(w,z)da,, , 
zum Minimum macht, wobei zur Konkurrenz alle Funktionen zugelassen 
sind, die im Innern von 8 regular sind und normiert sind durch 


N*: f(0,0)=0; ££(0,0)=1; £(0,0)=0 





*) Siehe auch eine demnichst erscheinende Arbeit des Verfassers, die einen ver- 
einfachten Beweis des Satzes 1 bringt. 
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N*: £(0,0)=0; ££(0,0)=0; £/(0,0)=1 
oder 
N*: £(0,0)=1. 
Wir fiihren zunachst mit Herrn Bergmazn folgenden Begriff ein. 
(D,): Definition der Abbildungsklassen. Zwei Bereiche 8 und 8’ 
des (w,z)-Raumes gehéren zur selben Abbildungsklasse, falls sie normiert 
aufeinander abzubilden sind. Normiert heiBt eine eineindeutige Abbildung 
eines Bereiches 8 durch ein in 8 analytisches Funktionenpaar: 


a w' = f,(w, 2) oe f,(0,0)=0; f,(0,0)=1; f,(0,0) =0; 
2’ = f,(w, 2) f,(0,0)=0; f,(0,0)=90; f,(0,0)=1. 


Mit Hilfe der Minimalfunktionen des Satzes 1 kénnen wir jetzt zu 
jedem Gebiet 8 ein Funktionenpaar angeben, das charakteristisch fiir die 
Abbildungsklasse ist, zu der § gehért. 


Satz 2. Das Funktionenpaar 


(4) ~ ut (w,z) ~ _ u*(w,z) 


8 u®(w,z)’ 8 u®(w,z) 








ist kovariant gegen normierte Abbildungen. 


(4) definiert eine in der Umgebung des Normierungspunktes einein- 
deutige analytische Abbildung. 

Unter ,kovariant* verstehen wir: 

B und %* mégen derselben Abbildungskiasse angehéren. Die Ab- 
bildung sei gegeben durch (3). Dann ist. 


W,(w, 2) = W,.(f,(w, z), f(w, 2)), 
Z_(w,z) = 2,.(f, (w, 2), f(w, 2)). 
Denn aus dem in Satz 1 angegebenen Minimumprinzip folgt direkt 
ud (w, z) = ug.(f, (w, 2), fy(w, 2))-F(w, 2), 
wo F(w,z) die Funktionaldeterminante von (3) ist. 
Die Bedeutung des Kovariantenpaares (4) ergibt sich aus 


(D,): Definition des Bergmannschen Reprasentantenbereichs. 
Einen Bereich, bei dem sich das Kovariantenpaar auf 


~ 


(5) b=w, z=2 
reduziert, nennen wir Reprdsentantenbereich. 

Aus Satz 2 folgt: Wenn das Kovariantenpaar (4) in ganz $ regular 
ist (u* kénnte Null werden) und % eineindeutig auf einen Bereich 6p 
abbildet, so ist ®,p ein Reprisentantenbereich. Nicht nur %, sondern alle 
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Bereiche @’ der Abbildungsklasse von $ werden durch ihr Funktionen- 
paar (w,2z) (w, z) auf By abgebildet. Gy ist ein ausgezeichneter Bereich 
der Abbildungsklasse, der ,,Reprisentant“ dieser Klasse *). 

Bei den entsprechenden Uberlegungen in der Funktionentheorie einer 
komplexen Verinderlichen findet man, da8 Reprisentantenbereiche die 
Kreise um den Nullpunkt sind. (Da8 zwei Kreise mit verschiedenem 
Radius Reprisentantenbereiche sind, liegt an der Normierung: f’ (0) = 1.) 


H. Welke. 


§ 2. 
Uber die Abbildungen von Kreiskérpern. 


In diesem Paragraphen wollen wir nachweisen, da8 Kreiskérper Re- 
prasentantenbereiche sind. Dazu brauchen wir 

Satz 3. Jede Funktion, die in einem Kreiskérper 8 regular ist, lapt 
sich darstellen in der Form einer Diagonalenrethe 


(6) f(w, z) = 3{ 30,,.07-2'*}, 


die in jedem inneren Teilbereich von & gleichmafig konvergiert. 
Der Konvergenzbereich einer Diagonaienreihe einer in (0,0) analyti- 
schen Funktion f(w, z) ist der Kreiskérper &,, der von jeder analytischen 


Ebene durch (0,0) EZ: «= = = konst. in einem Kreis, der die Entfernung 


des niachsten singularen Punktes in Z als Radius hat, geschnitten wird. 
Die Reihe konvergiert gleichmaSig in jedem inneren Punkte und deshalb 
nach dem Heine-Borelschen Theorem auch gleichmaBig in jedem abge- 
schlossenen Teilbereich von &, *). 


Da f(w,z) regular ist in &, liegt kein Punkt von & auBerhalb des 
dazu konzentrischen §,. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 


*) Es ist bis jetzt noch nicht gelungen, den Beweis zu fiihren, da8 das Kovarianten- 
paar (4) © immer eineindeutig auf ein schlichtes Gebiet 6, abbildet. Dazu miBte 
gezeigt werden, daB seat o und u*(w,z)+0 in ganz 8 ist. Herr Bergmann 
bittet mich mitzuteilen, daB man diese Schwierigkeit umgehen kéunte, falls man nicht- 
schlichte Bereiche zur Konkurrenz zulaBt. (In der Arbeit Math. Annalen 102, 8. 434 
hat Herr Bergmann das durch den Satz angedeutet: Die Reprisentantenbereiche 
brauchen natiirlich im allgemeinen nicht schlicht zu sein.) Doch wird es schwierig 
sein, eine derartige Betrachtung durchzufiihren, da bis jetzt wenig tiber die Existenz 
von analytischen Funktionen zweier komplexer Verinderlichen auf nicht-schlichten 
Gebieten bekannt ist, und weil im Vierdimensionalen die méglichen Verzweigungen 
topologisch nicht einfach zu behandeln sein werden. 

0) Vgl. Anm. *). 
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Satz 4. Die Kreiskérper sind Bergmannsche Reprasentantenbereiche. 

Die Bergmannschen Minimalfunktionen eines Kreiskérpers 8, bei der 
die Normierungen auf den Mittelpunkt des Kreiskérpers bezogen sind, 
lauten 

w=w, ut=z und wt =i. 

Zum Beweise zerlegen wir & in drei Teile: 

1. Teil. Ein Dizylinder D: |w|<d; |z|<d, der ganz im Innern 
von § liegt. 

2. Teil. Der Kreiskérpersektor 6: \F|<1; |z|=d. © kann man 


in der Form |z| < R(s) schreiben. s =<. 

8. Teil. Der Kreiskérpersektor £ darstellbar als |w|< R’(t); t= —, 
wo |t| <1 und |w| Sd ist*’). 

Wir lésen die drei Bergmannschen Minimumaufgaben, die sich durch 
die Normierungen N*, N* und N* unterscheiden, jeweils fiir die drei Teil- 
bereiche, wobei zur Konkurrenz nur Funktionen zugelassen sind, die in ganz 
R regular sind. 

Der Dizylinder ist ein Reinhardtscher Kreisbereich. Die Minimum- 
aufgaben ergeben nach Bergmann: 

w=w; ur=z und y*=1. 

Da alle drei Funktionen in ganz §& regulir sind, sind sie auch 
Lésungen des Minimumproblems im Dizylinder, wenn zur Konkurrenz nur 
die in & reguliren Funktionen zugelassen sind. 

Zur Lésung der Minimumaufgabe fiir © stellen wir die in & regularen 
und entsprechend den einzelnen Problemen normierten f(w,z) als Dia- 
gonalenreihen dar. 


f(w,z) = 5 { a, ,_,0"2'*}. 


De || <a>0 =o “é 
= S2'{ Da_.8"} = 3 2'h(0): 
Dabei ist 


fy(8) =o; fy (8) = 498 + M3: 
Die Normierungsbedingungen fiir die drei Probleme lauten: 
N*: fo(s)=0; f,(8) =e. 
N*: fo(e)=0; f,(#)=1. 
N*: fo(s) =1. 


11) Naheres iber diese Darstellung der Kreiskérpersektoren in der in Anm.*) an- 
gefihrten Arbeit von Behnke. 
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Wir setzen nun nach Bergmann das Dirichletsche Integral (2) an. 
fffdo,.,= lim J tfde,,,. 
, n> oc 4 . 
S,, sei das Gebiet: 
d<|2|<0,R(s) fir |s|<1. 
Dabei ist 0<0,<1 und lim6,=1 


J tfdo,,, =lm»> f Sf  al**z" **dzdz f(s) fy(s)ded3 


nro ll’ <1 g<\2|S6n Ris) 

@ 

— lim y’ 
n->o 

l=0 


=D aprz | (RO) — a? f(s) fle) deas. 
1=0 jeiS1 
Da R(s)=>d, ist der Integrand. immer positiv, also jeder Summand positiv. 
Die Summe wird am kleinsten, wenn ich alle f,(s) = 0 setze, soweit 
es die Normierungsbedingungen erlauben. 
So erhalten wir 


w=ze=—w; ur'=z und x= 





rae f {R(s)*'** — d*'**\ £(8) i(e)deds 
je|S1 


Die Minimumaufgabe fiir ET lésen wir genau so; wir brauchen nur an 
Stelle der Variablen s die Variable ¢ = = zu wahlen. Die Lésungen sind 
die gleichen. 
’ Die Funktionen 
w=w, urt=z und uvwt=1 


sind auch Lésungen des Minimalproblems fiir ganz &. 
Denn es ist 
{fido, ,-f+J+f. 


Jedes Integral ist positiv und die obigen Funktionen liefern das Minimum 
fiir jedes der drei Teilintegrale. 

Satz 5. Die einzigen mittelpunktstreuen Abbildungen eines Kreis- 
korpers auf einen anderen sind die ajfinen Transformationen. 

Aus Satz 4 folgt zuniachst, daB Kreiskérper nicht normiert aufeinander 
abbildbar sind (siehe Schlu8 von § 1). 

Nicht normierte Abbildungen kann man aber durch Zwischenschalten 
von ganzen linearen Transformationen in normierte verwandeln. Selbst- 


verstandlich fiihren die affinen Transformationen einen Kreiskérper in einen 
Kreiskérper iiber. 














\ 
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§ 3. 
Uber die Abbildung von Hartogsschen Bereichen. 

Jeder Hartogssche Bereich 9 laBt sich in der Form |z| = R(w) dar- 
stellen. Mit 6, will ich das einfach zusammenhingende Gebiet der w-Ebene 
bezeichnen, das durch die Gesamtheit der w-Koordinaten des Hartogsschen 
Bereichs gegeben wird, d.h. also die Projektion von 9 auf die w-Ebene. 

Geben wir zunichst eine geeignete Reihenentwicklung einer in einem 
gegebenen Hartogsschen Bereich 9 regularen Funktion an. 

Satz 5. Ist f(w,s) in dem gegebenen Hartogsschen Bereich 9 regular, 
so lat es sich durch eine in jedem inneren Teilbereich von D gleichmafig 
konvergente Rethe 


(7) f(w, 2) = 32"F,(w) 


— f,(w) regulér in 8, — darstellen**). 
Mit Hilfe dieser Darstellung kénnen wir jetzt nahere Aussagen iiber 
die Minimalfunktionen in Satz 1 machen. 


Satz 6. Die Minimalfunktionen in Satz 1 sind bet einem Hartogsschen 
Bereich von der Form 


u'=u,(w); uwt*=—u,(w) und u*=u,(w). 
Es ist 
{f(w, 2) f(w,2)do, , = lim Jf fdo,., 


wo ©, der Bereich: |z|=0,R(w) mit 0<0,<1 und Jim 6, =1 ist. 
Unter Anwendung von Satz 5 ergibt sich, da man in §, wegen der gleich- 
maBigen Konvergenz von (7) Summation und Integration vertauschen kann, 


= lim Zf f 2". 2" dzdz-f,(w)f,(w)dwde, 
PO ng’ |z|=R(w) 


-5 aia] Bw) hw) h(wyawae 


Die einzelnen Summanden sind positiv. Wir erhalten den kleinsten Wert 
fiir das Integral, falls wir méglichst viele f,(w) = 0 annehmen, soweit es 
die Normierungen erlauben. 
Diese Normierungen lauten ja bei der Darstellung durch 
N*: f,(0)=0; (0)=1; f,(0)=0. 
N*: f,(0)=0; f(0)=0; £,(0)=—1. 
N*: f,(0) =1. 


1%) Zum Beweis siehe die in Anm. *) angefiihrte Arbeit von Hartogs, S. 27, § 6. 
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So finden wir: 
u' ist eine reine Funktion von w und zwar die Funktion, die 
£B*(w) f(w) f(w) dwaw 
zum Minimum macht, wo fiir f(w) alle die Funktionen zur Konkurrenz 
zugelassen sind, die in 8, regular sind und den Nebenbedingungen (0) = 0 
und f’(0)=1 geniigen. 
Ebenso ergibt sich ((0) 1, wo u* die Lésung von 
LF(w) f- fdwd® = Min. 
mit der Nebenbedingung f(0)—1 ist, und u*=u,(w) als Lésung von 
J R*(w) ff dw dw = Min. 
Se 
mit /(0)=—1. 


Aus der speziellen Form der Minimalfunktionen eines Hartogsschen 
Bereichs folgt jetzt: 


Satz 7. Wenn ein Hartogsscher Bereich 9, auf einen anderen 9, 
normiert 80 abgebildet wird, daB der Nullpunkt innerer Punkt und Punkt 
der Symmetrieebene von 9, und 9, ist, so ist die Abbildung von der Form 

w'=9 (w) , 

z’=2z-h(w). 
Jede eineindeutige Transformation L bildet einen Hartogsschen Bereich 
auf einen Hartogsschen Bereich ab. 

Es sei 

w’ = 9; (w, z) , 

2’ = g,(w, z) 
eine solche normierte Abbildung von 9, auf 9,. Die Funktion w(w, z) 
in Satz 2, die zum Bereich 9, gehért, ist nach Satz 6 unabhingig von 2z’. 





» mo). 
=o dente =— 4 e 
% ug, (w’) w (w ) 
Entsprechend ist 
1 
&, — “al _ 5 (w) 
ug, (w) 


unabhingig von z. 
Da nach Satz 2 wm kovariant gegen normierte Abbildungen ist, folgt 


wg, (gu (10, 2)) = e, (1) 
und daher =, . 


0%  — 
32 = 9: d. h. =g(w). 








Au 


fol 


(é 


} 
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Aus der Kovarianz von 
5 = i -i(w) 
folgt dann ebenso 
9,(w,z) =z-h(w). 
Die Umkehrung beweist man leicht, wenn man in die Darstellung 
|z|= R(w) von 9 die Transformation L einsetzt. 
Satz 8. Wenn ein Hartogsscher Bereich  normiert auf einen Kreis- 
kérper R abbildbar ist, so ist R ein Reinhardtscher Kreiskorper. 
(8) @¢ 9(w), 
Z,=2-h(w) 
sei das 9 zugeordnete Funktionenpaar (w@,2Z), dessen spezielle Form wir 
ja im vorigen Satze fanden. 
Nach Satz 4 ist ein Kreiskérper ein Repriasentantenreich, also 
w 


— 
gw, 


(9) Z. = 2’ 
ems’. 
Nach §1 Schlu8 folgt: 

(8) ist die Reprisentantenabbildung von 9, also die Abbildung von 
© auf &. 

— Die nétigen Voraussetzungen sind erfiillt, da es in der zu 9 und & 
gehérigen Abbildungsklasse ein eineindeutiges Abbildungspaar (w,z) gibt, 
namlich (9). — 

Die Abbildung (8) ist aber von der Form L, bildet also nach Satz 8 
© auf einen Hartogsschen Bereich 9, ab. 

©, = & muB also zugleich Kreiskérper und Hartogsscher Bereich sein. 
Diese Eigenschaft haben aber nur die Reinhardtschen Kreiskérper. 

Satz 9. Wenn ein Kreiskérper auf einen Hartogsschen Bereich so 
abgebildet wird, daB der Mittelpunkt in einen Punkt der Symmetrieebene 
des Hartogsschen Bereichs iibergeht, so ist der Kreiskérper ein affines Bild 
eines Reinhardtschen Kreiskérpers. 

Der Beweis folgt direkt aus Satz 7, wenn man bedenkt, daBS man 
jede Transformation durch Einschalten von ganzen linearen Transformationen 
in eine normierte Transformation iiberfiihren kann. 

Man kénnte nun annehmen, jeder Hartogssche Bereich sei auf einen 
Reinhardtschen Kreiskérper auf die angegebene Weise abbildbar. Das ist 
aber nicht der Fall. Um das einzusehen, wollen wir zunichst die Ab- 
bildungen von Hartogsschen Bereichen auf Reinhardtsche Kreiskérper durch 
normierte Transformationen L naher untersuchen. Durch die Transformationen 


w' =9(w), 


L,: 


2’=2z 
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wird der Bereich %, auf einen anderen %,, abgebildet. Das Gebiet %,, 
eines Reinhardtschen Kreiskérpers i ist ein Kreis. Wenn also 9 auf einen 
Reinhardtschen Kreiskérper abgebildet werden soll, so mu8 $6, zunichst 
durch Transformation LD, in einen Kreis iibergefiihrt werden. In L ist also 
eine Transformation L, enthalten. Die Funktion g(w) von L, ist die nach 
dem Riemannschen Abbildungssatz eindeutig bestimmte Kreisabbildungs- 
funktion g(0) 0 und g’(0) =1. Sie bildet auf einen Bereich Og ab, 
dessen $, ein Kreis & ist. Die Transformationen, die g normiert auf 
einen Bereich i abbilden, miissen jetzt von der Form 


w'=w, 
Ly: '=2-h(w) 
sein. 

Nach dieser Zerlegung der Transformationen LZ in L,-Z, kann ich 
leicht beweisen : 

Satz 10. Es gibt Hartogssche Bereiche $*: |z| = R*(w), die sich 
normiert nicht auf Reinhardtsche Kreiskérper R: |z|= R(|w|) abbilden 
lassen. 

Nach den obigen Ausfiihrungen kann ich annehmen, §%,, ist ein Kreis &. 
Dann kann die Abbildung nur die Form L, haben. 

Ich betrachte nur solche Bereiche 9, deren R(w) in ganz & dreimal 
differentiierbar ist. Dann ist 


A(w) = 4, In R(w) 


eine in ganz § differentiierbare Funktion, die invariant gegen L, ist. 
Wenn wir Polarkoordinaten w= re‘* einfiihren, so schreibt sich ein 
Reinhardtscher Kreiskérper in der Form 


(10) |2|=R(r). 
Es ist 7; R(w) =0. In (r,¢~) Koordinaten ist 


a* In R(w) 


1 + 
—_—" + 


2a 
r* ag* 


r Or 





A(w) = In R(w) + In R(w). 


Falls FA (w) 0, so ist auch 5 Bw) #0, also R(w) kein Reinhardt- 
scher Kreiskérper. Da als R(w) jede beliebige in & dreimal differentiier- 
bare positive Funktion R(u,v) gewahlt werden kann, so kann man leicht 
Hartogssche Bereiche finden, deren A(w) unabhingig von ¢ ist. Solche 
Bereiche seien mit $*: |z|— R*(w) bezeichnet. Die Bereiche $* sind 
aber sicher nicht durch L, auf Reinhardtsche Kreiskérper abbildbar. Denn 
da A(w) invariant gegen J, ist, gilt fiir jeden durch L, abgebildeten 
. + 7] : 
Bereich von $*, daB ag A) == 0 ist. 
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Satz11. Nicht alle Hartogsschen Bereiche sind so auf Reinhardtsche 
Kreiskérper abbildbar, daB ein Punkt der Symmetrieebene des Hartogsschen 
Bereichs in den Mittelpunkt des Kreiskérpers ibergeht. 

Gebe ich die Normierung der Abbildungen auf, so kénnten die Be- 
reiche § nur durch die Transformationen 


w= ({a| <1), 
2'=2 
auf die im Satz geforderte Weise auf Reinhardtsche Kreiskérper abgebildet 
werden. (Ich kann jetzt annehmen, & sei der Einheitskreis.) Wenn man 
unter den R*(w) nur solche auswahit, fiir die 


a «/ w-—a@ 
Fp 4ulnR (2—*;) #0 
fiir alle |a|< 1 ist, was man sicher erreichen kann, so haben diese Be- 


reiche die im Satz geforderte Eigenschaft. 


Satz 12. Nicht alle Hartogsschen Bereiche sind auf Kreiskérper & 
so abbildbar, daB ein Punkt der Symmetrieebene von 9 in den Mittel- 
punkt von & ibergeht. 

Der Beweis folgt direkt aus den Satzen 9 und 11. 





(Eingegangen am 14. 12. 1929.) 


Mathematische Annalen. 193. 











Ein Satz iiber primire Integrititsbereiche. 


Von 
Wolfgang Krull in Erlangen. 


Vorbemerkungen zur Terminologie. 


Unter einem ,,Ring“ schlechtweg verstehen wir im folgenden stets einen 
kommutativen Ring mit Einheitselement ¢, unter einem ,,Integritatsbereich“ 
einen Ring ohne echte Nullteiler. Die Worte ,,Einheit“, ,(echter) Null- 
teiler“, ,,(echtes) nilpotentes Element“ gebrauchen wir im iiblichen Sinn; 
unter einem ,,reguliren“ Element verstehen wir einen Nichtnullteiler, unter 
einem ,reguliéren“ Ideal ein Ideal, das mindestens einen Nichtnuilteiler 
enthalt. Im iibrigen gebrauchen wir die in der Idealtheorie iiblichen Ab- 
kiirzungen: a+b, a7\b, a:b bzw. Ria bedeutet den gréBten gemein- 
schaftlichen Teiler, den Durchschnitt, den Quotienten der Ideale a und 6 
bzw. das Restklassensystem des Ringes ® nach dem Ideal a. Das Ein- 
heitsideal bezeichnen wir mit 0, das Nullideal mit n, unter Ideal schlecht- 
weg verstehen wir stets ein von o — und im Falle des Integritatsbereichs 
auch von n — verschiedenes Ideal. Die Bezeichnungen ,,Basis (a,, a,, ..., a,) 
des Ideals a“ und ,endliche Modulbasis des Ringes ® hinsichtlich des 
Ringes SG“ gebrauchen wir in dem in der allgemeinen Idealtheorie iiblichen 
Sinne’*). 

Zu jedem Ring & gehért ein durch § (bis auf Isomorphie) eindeutig 
bestimmter Quotientenring &, der aus allen formalen Quotienten von Ele- 
menten aus & mit regulérem Nenner besteht; & ist der kleinste Erwei- 
terungsring von §, in dem alle regularen Elemente von $ Einheiten werden. 
Ist J Integritatsbereich, so stellt & einen Kérper dar, und wir reden vom 
Quotientenkérper anstatt vom Quotientenring. 


*) Zu den im folgenden benutzten Definitionen und Siétzen aus der allgemeinen 
Idealtheorie vgl. vor allem die beiden grundlegenden Arbeiten von E. Noether: Ideal- 
theorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921), S. 23—67 (in Zukunft kurz ,N. I“); 
Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionenkérpern, 
Math. Annalen 96 (1926), 8S. 23-61 (in Zukunft kurz ,N. II*). 





ae f£f  oe O 














W. Krull. Primare Integritatsbereiche. 451 


Ein Element « aus & heiSt ,von § ganz abhingig“, wenn es einer 
Gleichung «" + a,a"~*+-...+-a, =0 mit Koeffizienten a, aus & geniigt. 
Die Gesamtheit aller Elemente aus §, die von § ganz abhiingen, bildet 
einen Zwischenring © zwischen § und §&, ,,den zu QJ gehérigen ganz ab- 
geschlossenen Ring“. 


Einleitung. 


Ein Integritatsbereich § soll primdr heiben, wenn er nur ein einziges 
Primideal p enthalt; die primiren Integritatsbereiche sind vor allem des- 
halb wichtig, weil jeder beliebige Integritatsbereich aus algebraischen Zahlen 
als Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) primiren dargestellt 
werden kann*). Fiir die Untersuchung eines vorgelegten primiaren Integritiats- 
bereichs § ist die Kenntnis der Idealstruktur des zugehérigen ganz ab- 
geschlossenen Integritatsbereichs © von entscheidender Bedeutung. In der 
vorliegenden Arbeit beweisen wir nun folgenden allgemeinen Satz: Gilt in 
dem primaren Integritatsbereich der Noethersche Teilerkettensatz, so laBt 
sich in dem zugehérigen ganz abgeschlossenen Integrititsbereich 0 jedes 
Ideal als Produkt von Potenzen endlich vieler fester, paarweise teilerfremder 
Primideale darstellen. 

Der Beweis unseres Satzes ist nicht einfach, aber in verschiedener 
Hinsicht methodisch interessant. Zunichst ist leicht einzusehen, daB die 
Behauptung richtig ist, wenn in © der Teilerkettensatz gilt, und das ist 
sicher der Fall, wenn © hinsichtlich § eine endliche Modulbasis besitzt. 
Die Existenz der endlichen Modulbasis aber kann ohne weiteres nur unter 
der besonderen Annahme bewiesen werden, daB & ,,p-adisch abgeschlossen“ 
ist, d. h. daB in & jedes ,,vertrigliche* unendliche Kongruenzensystem nach 
simtlichen Potenzen des Primideals p stets eine Lésung besitzt. Um nun 
allgemein durchzukommen, konstruieren wir nach Priifer-v. Neumannschem 
Vorbild*) zu einem beliebigen primiren Integritatsbereich § dadurch einen 
Erweiterungsring $*, da8 wir zu § als neue Elemente ,,ideale Lésungen“ 
der simtlichen vertriglichen in § selbst noch nicht lésbaren Kongruenzen- 
systeme nach den Potenzen von p adjungieren. Der so entstehende Ring 3* 
ist im allgemeinen kein Integritatsbereich mehr; dagegen gilt in $* ebenso 
wie in & der Teilerkettensatz, und es gibt in §* ein einziges regulares 
Primideal p*, hinsichtlich dessen $* p-adisch abgeschlossen ist. Mit Hilfe 
dieser Tatsachen kann man nun zeigen, daB in dem zu &* gehérigen ganz 


*) Vgl. W. Krull, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern, Math. 
Zeitschr. 29 (1928), S. 42—54, § 1. 

*) H. Priifer, Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Annalen 
94 (1925), S. 138-248; J. v. Neumann, Zur Priiferschen Theorie der idealen Zahlen, 
Szegeder Berichte 1926. 


30* 
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abgeschlossenen Ring ©* jedes regulare Ideal eindeutig als Produkt von 
Potenzen endlich vieler fester, paarweise teilerfremder Primideale darstell- 
bar ist. Enthalt namlich §* kein echtes nilpotentes Element, so ergibt 
sich die Behauptung aus der (allerdings nicht ganz einfach zu beweisenden) 
Existenz einer endlichen Modulbasis von 0* hinsichtlich $*; im allgemeinen 
Fall kommt man dann dadurch zum Ziel, da8 man von §* zum Rest- 
klassensystem $*|{* nach dem Ideal {* aller nilpotenten Elemente aus 3* 
iibergeht. 

Es handelt sich nun noch darum, den fiir D* gewonnenen Satz auf den 
zu dem urspriinglichen Integritatsbereich § gehérigen ganz abgeschlossenen 
Ring © zu iibertragen. Hier liefern die Begrifisbildungen der ,, Bewertungs- 
theorie“ das entscheidende Hilfsmittel Man kann nimlich auf Grund des 
fiir die reguliren Ideale von ©* giiltigen Produktzerlegungssatzes endlich 
viel ,,Bewertungen“ B,, B,,...,B, des Quotientenkérpers & von § so 
konstruieren, daB © gerade aus allen und nur den Elementen von & be- 
steht, die in B,, B,,..., B, gleichzeitig nichtnegative Werte besitzen. Nun 
gilt aber — und damit schlieBt sich die Beweiskette — der folgende, auch 
an und fiir sich interessante Bewertungssatz: 

Sind B,, B,,...,B, endlich viel Bewertungen des Kérpers & und be- 
deutet © den Integritiatsbereich aller der Kérperelemente, die in B,, B,,..., B, 
gleichzeitig nichtnegative Werte besitzen, so laBt sich in © jedes Ideal ein- 
deutig als Produkt von Potenzen von n festen, paarweise teilerfremden 
Primidealen darstellen. 

Die oben skizzierte Beweisanordnung unseres Hauptsatzes hat den Vor- 
teil, die leitenden Gedanken klar hervortreten zu lassen. Ubersichtlicher 
im einzelnen und kiirzer diirfte dagegen der Beweis bei der Anordnung 
ausfallen, die fiir die ausfiihrliche Darstellung des Textes gewahlt wurde. 
In § 1 wird der oben erwahnte Bewertungssatz mit den fiir unsere Zwecke 
wichtigen Anwendungen abgeleitet. In § 2 wird dann gleich die Theorie 
der allgemeinen, p-adisch abgeschlossenen Ringe 3* entwickelt, und in § 3 
wird gezeigt, wie man zu einem beliebig vorgegebenen primaren Integritits- 
bereich den zugehérigen p-adisch abgeschlossenen Ring $* konstruieren 
kann, wobei die Hauptschwierigkeit in dem Nachweis liegt, daB §* wirk- 
lich die gewiinschten Eigenschaften besitzt, insbesondere dem Teilerketten- 
satz geniigt. 

Zum Schlu8 mége noch kurz auf die Bedeutung der vorliegenden Note 
fiir die allgemeine Theorie der p-adischen Zahlen hingewiesen werden, 
Unsere Untersuchungen zeigen, daB die grundlegenden p-adischen Begriffs- 
bildungen in der Fassung, wie-sie ihnen-z. B. H. Priifer gegeben hat, iiber 
ihr bisheriges Anwendungsgebiet hinaus auch zum Studium von solchen 
Integritatsbereichen und Ringen herangezogen werden kénnen, die nicht 
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ganz abgeschlossen sind, und in denen daher sicher nicht jedes regulire 
Ideal Primidealpotenz oder Produkt von Primidealpotenzen ist. Besonders 
beachtenswert ist dabei die Tatsache, daB bei unsern Entwicklungen die 
Einfiihrung der ,,p-adischen Abgeschlussenheit“ eines Ringes nicht nur 
einen Kunstgriff darstellt, der etwa fiir einen bereits bewiesenen Satz einen 
besonders einfachen oder von einem gewissen Standpunkt aus besonders 
durchsichtigen Beweis liefert. Im Gegenteil, ohne die p-adischen Hilfsmittel 
ware es mir wenigstens heute absolut unméglich, den meines Wissens noch 
nicht bekannten Hauptsatz der vorliegenden Note zu beweisen. 


§ 1. 
Ein allgemeiner Bewertungssatz nebst Anwendung. 


Es sei & ein beliebiger Kérper. Dann wollen wir von einer (ganz- 
zahligen) ,, Bewertung B“ von & sprechen, wenn jedem von 0 verschiedenen 
KGérperelement « eine eindeutig bestimmte ganze rationale Zahl als ,, Wert“ 
zugeordnet ist, und wenn dabei die folgenden Bedingungen erfiillt sind‘): 


1. Der Wert des Produktes ist gleich der Summe der Werte der ein- 
zelnen Faktoren. 


2. Der Wert einer von 0 verschiedenen Summe ist nie kleiner als der 
kleinste der Werte der einzelnen Summanden. 


3. Es gibt in & mindestens ein Element, das in der Bewertung den 
Wert 1 besitzt. 


Ist irgendeine Menge M von Bewertungen von § vorgelegt, so bildet 
die Gesamtheit derjenigen Kérperelemente, die in den Bewertungen von M 
nichtnegative Werte besitzen, zusammen mit dem Nullelement einen in & 
enthaltenen Integritiatsbereich ©. Besteht dabei insbesondere die Menge M 
aus der einzigen Bewertung B, so gilt folgender, leicht zu beweisender Satz °): 

Es gibt in © nur Hauptideale, die simtlich Potenzen eines einzigen 
Primideals p sind. p” besteht aus allen und nur den Elementen, die in B 


*) Zu der hier gewahlten Bewertungsdefinition vgl. W. Krull, Idealtheorie in un- 
endlichen algebraischen Zahlkérpern II, Math. Zeitschr. 31 (1930), 8S. 527—557, § 1, 
insbesondere Anm.*), In der genannten Arbeit ist die Bewertungsdefinition in zwei 
Hinsichten weiter gefaBt als im Text. Einerseits werden als Werte beliebige reelle, 
nicht nur ganze rationale Zahlen zugelassen und andererseits wird als Eigenschaft 3 
nur die Existenz eines Elementes von von 0 verschiedenem Werte, nicht die Existenz 
eines Elementes vom Werte 1 gefordert. Die engere Definition des Textes reicht fir 
die Zwecke der vorliegenden Arbeit aus und hat auSerdem den Vorteil, daB es keine 
zwei verschiedenen Bewertungen von & im Sinne des Textes gibt, bei denen genau 
die gleiche Menge von Elementen nichtnegative Werte besitzt. 

5) Vgl. K. Rychlik, Zur Bewertungstheorie der algebraischen Kérper, Journ. f. 
Math. 158 (1923), S. 94-107, § 6, sowie § 8 der in Anm. *) zitierten Arbeit. 
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mindestens den Wert r haben, und es bildet jedes Element vom genauen 
Werte r in B eine eingliedrige Basis von p’. — Wir beweisen jetzt folgende 
Verallgemeinerung : 

Satz 1. Hs seien B,, B,,...,B, endlich viel Bewertungen von &, 
D sei der Integritdtsbereich derjenigen Korperelemente, die in sdmtlichen B, 
nichinegative Werte besitzen. Dann sind alle Ideale von © Hauptideale 
und Produkte von Potenzen endlich vieler Primideale p,, p,,---, ?,- Das 
Ideal p:-pi-...-pr» besteht aus allen und nur den Elementen, die fiir 
i=1,2,...,n tn B, jeweils mindestens den Wert r; haben, und jedes 
Element von den genauen Werten r, in den B, liefert eine eingliedrige 
Basis von ph-pr-...-py. 

Satz 1 wird bewiesen sein, sobald die Richtigkeit der folgenden beiden 
Hilfssitze gezeigt ist: 

Hilfssatz 1. Sind r,,r,,...,7, irgendwelche nichtnegative ganze 
Zahlen, so gibt es in R mindestens ein Element a, das fiir i=1,2,...,n 
in B; jeweils gerade den Wert r, hat. 

Hilfssatz la. HEnthdli das Ideal a aus © fiir i=1,2,...,n jeweils 
ein Element a; vom Werte r; in B;, so gibt es in a auch ein Element a, 
das gleichzeitig in B,, B,,...,B, die bzw. Werte r,,1,,..., 17, besitzt. 

Was zunichst Hilfssatz 1a angeht, so ist er eine einfache Folge von 
Hilfssatz 1 und den Grundeigenschaften der Bewertungen. Verstehen wir 
namlich unter }; ein nach Hilfssatz 1 in © stets vorhandenes Element, 
das fiir k +i in B, den Wert r,+ 1, in B,; dagegen den Wert 0 hat, so 
ist a=a,-b, +a,-b,+...+a,-b, ein Element der in Hilfssatz 2 gefor- 
derten Art. — Es bleibt also nur noch Hilfssatz 1 zu beweisen. Hier fiihrt 
eine zwar kurze, aber etwas unschéne Rechnung zum Ziel. Vielleicht ist es 
am besten, diese Rechnung selbst nur anzudeuten, dafiir aber die benutzten 
Gedanken scharf hervorzuheben: 


a) Aus den Bewertungseigenschaften 1 und 2 ergibt sich unmittelbar: 
Bedeutet o ein Element aus &, das in keiner der Bewertungen B,; den 
Wert 0 hat, und verstehen wir unter « (hier wie immer im folgenden) das 
Einheitselement von &, so gehért o =(e-+0)~* zu ©, und awar ist der 
Wert von o in B, dann und nur dann positiv, wenn der Wert von o dort 
negativ ist. 

b) Fir «+k gibt es in & stets mindestens ein Element 0,, von 
negativem Werte in B, und positivem Werte in B,.*) Bilden wir nun 
fiir festes & das Produkt al I, o;j!, so kénnen wir durch geeignete 


%) Folgt leicht aus der am Schlusse von Anm. ‘) angegebenen Eindeutigkeits- 
eigenschaft der Bewertungen. 
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Wahl der Exponenten e;, erreichen, daB der Wert von o,, in B, positiv, 
in einem beliebig vorgeschriebenen B; + B, negativ, in allen iibrigen B, 
jedenfalls von 0 verschieden ist. Dann aber stellt (nach a)) t,,=(e+,,)~* 
ein Element aus © vom Werte 0 in B, und von positivem Werte in B; dar. 


c) Setzen wir 2“ = J] 1,,, 2;= Sa, so hat 2, nur in B, einen 
teh kFi 


von 0 verschiedenen, und zwar positiven Wert. Bedeutet ferner «, irgend- 

ein Element aus §& vom Werte 1 in B,, so ist fiir geniigend groBes e der 

Wert von a*=«,- [[a{+ 2}? in B, gleich 1, in B, +B, stets gleich 0. 
k+i 


— Aus den Elementen af kann man schlieBlich durch Produktbildung 
ohne weiteres Elemente gewinnen, die in B,, B,,..., B, beliebig vor- 
geschriebene ganzzahlige Werte haben. 

Durch a), b), c) ist der Beweis von Hilfssatz 1 und damit auch der 


von Satz 1 in vollem Umfange erbracht. Als Anwendung ergibt sich: 


Satz 2. Es set & der Quotientenkérper des Integritdtsbereiches ©, 
R* der Quotientenring des Ringes O*. Ferner sei D* Obermenge von O, 
R* Obermenge von &, und es sei D gerade gleich dem Durchschnitt 
von D* und R. Lapt sich dann jedes regulére Ideal aus D* eindeutig 
als Produkt endlich vieler fester, paarweise teilerfremder Primideale 


p*, pf, ..., p% darstellen, so gilt das gleiche fiir die (von n verschiedenen) 
Ideale von ©. 
Es seien p*, pt, .... p* (m<m) diejenigen unter den Primidealen p*, 


die von 0 verschiedene Elemente aus © enthalten. SchlieBen wir den 
trivialen Fall & = © von der Betrachtung aus, so ist sicher n>0O. Wir 
zeigen jetzt, daB © gerade aus allen und nur den Elementen besteht, die 
in n nicht notwendig simtlich verschiedenen, den Primidealen p*, pf, ..., p* 
entsprechenden Bewertungen B,, B,, ..., B, von S. nichtnegative Werte 
haben. Damit wird dann angesichts von Satz 1 die Richtigkeit von Satz 2 
bewiesen sein. 

Die Konstruktion der zu den p* gehérigen Bewertungen B; verlauft 


folgendermaBen: Es sei « +0 ein beliebiges Element aus @, « = = sei 


eine beliebige Quotientendarstellung von « durch Elemente von ©, 
e;, bzw. e, bedeute den Exponenten, mit dem das Primideal p* im regu- 
laren Hauptideal (z) bzw. (n) von ©* aufgeht. Dann hangt die Differenz 
v;(@) = e;,,— e, nur von «@, nicht von der speziellen Quotientendarstellung 


« =— ab, und es ist fiir gewisse « sicher v,(«) > 0. 
n 


Als Wert w,(«) in B, definieren wir nun den Quotienten von v,(«) 
durch den positiv genommenen gréBten gemeinschaftlichen Teiler j; aller 
v;(8) fiir beliebiges 6 +0 aus &. 
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Man iiberzeugt sich miihelos, daB die so eingefiihrten Bewertungen B, 
tatsichlich den oben aufgestellten drei Bewertungsaxiomen geniigen. DaB 
insbesondere in & stets Elemente vom Werte 1 in B, existieren, folgt aus 
dem Umstand, da8 die Gesamtheit der ganzen rationalen Werte einerseits 
hinsichtlich der Addition eine Gruppe bildet und andererseits keinen von 1 
verschiedenen gréBten gemeinschaftlichen Teiler besitzt. 


Wir untersuchen nun, wann das Element « = = aus & bereits in 


vorkommt. Wegen der Giiltigkeit der Durchschnittsgleichung D = O*/~\ & 
ist fiir das Vorkommen von « in © notwendig und hinreichend, daB « 
zu )* gehdrt, daB also in \* das Hauptideal (z) durch das Hauptideal (n) 
teilbar ist. Das hei®t aber nichts anderes, als daB fiir i = 1, 2,...,m das 
Hauptideal (z) niemals durch eine niedrigere Potenz von p* teilbar sein 
darf als das Hauptideal (nm), und nach der Art, wie wir die Bewertungen B; 
konstruiert haben, ist diese Bedingung wiederum gleichwertig mit der 
Forderung, daB « in B,, B,,..., B, nichtnegative Werte besitzen soll. 
(Man beachte, da8 (z) und (nm) wegen der Zugehérigkeit von z und n 


zu § sicher durch p*,., p*,,,..., p% unteilbar sind!) 

Die angestellten Betrachtungen zeigen, da8 auf den Integrititsbereich D 
aus § tatsichlich Satz 1 angewandt werden kann, und die in Satz 2 
tiber die Idealstruktur von © aufgestellte Behauptung ist somit gerecht- 
fertigt. 


§ 2. 
Der Hauptsatz iiber p-adisch abgeschlossene Ringe. 


In § 2 verstehen wir unter § einen Ring mit dem Quotientenring & 
und dem zugehérigen ganz abgeschlossenen Ring ©, der den folgenden 
vier Bedingungen geniigt: 

1. In & gilt der Teilerkettensatz. 

2. J enthalt kein echtes nilpotentes Element. 

3. In & gibt es ein einziges reguldres Primideal p; jedes durch p 
unteilbare Element ist in & Hinheit. 

4. Jedes vertrdgliche unendliche Kongruenzensystem x = «,(p‘) nach 
sdimtlichen Potenzen von p besitet in $3 eine Lésung «. 


Dabei soll in Bedingung 4 ein unendliches Kongruenzensystem x = «,(p‘) 
(¢ =1,2,...) ,,vertriglich* heiBen, wenn jedes endliche Untersystem in § 
lésbar ist, d.h. wenn die Kongruenzen «;,, = «,(p*) (i =1,2,...) simtlich 
erfiillt sind. Die Bedingung 2 besagt wegen der Giiltigkeit des Teilerketten- 
satzes nichts anderes, als daB in § das Nullideal den Durchschnitt von 
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endlich vielen (gegenseitig primen) Primidealen m,, m,,..., m,, darstellt’). 
Aus Bedingung 3 kann man folgern: 

Hilfssatz 2. Bedeutet p einen beliebigen festen Nichinullteiler aus %, 
so laBt sich jedes Element aus & als Quotient eines Elementes aus 3 
durch eine Potenz von p darstellen. 


In der Tat, es sei a =7 eine Quotientendarstellung des beliebigen 


Elementes « aus & durch Elemente aus §. Dann ist in § das Haupt- 
ideal (q) entweder gleich dem Einheits- oder gleich einem zu p gehérigen 
Primarideal*); es ist daher auf jeden Fall eine endliche Potenz von p 


r-s 
ra 





durch g teilbar, p°=—gq-s, und wir erhalten « = 


Wir denken uns nun fiir die weiteren Untersuchungen von §2 das 
Element p ein fiir allemal fest gewahlt und verstehen fiir i =—1,2,... 
unter ©, die Menge derjenigen Elemente aus ©, die sich in der Form 


c= 7 schreiben lassen, unter q, dagegen das Ideal aus §, das von den 


Zahlern der Elemente von ©, bei der angegebenen Darstellung gebildet wird. 
Dann ist O;,, stets Obermenge von ©, und es ist D nach Hilfssatz 1 
gleich der Vereinigungsmenge sémtlicher O,. g,;,, dagegen stellt stets eine 
Untermenge von q; dar, und es gilt sogar: 


Hilfssatz 3. Der Durchschnitt der sdmtlichen Ideale q; ist gleich 
dem Nullideal n. 


Wir zeigen, da die Annahme der Existenz eines von 0 verschiedenen, 
in simtlichen Idealen q; vorkommenden Elementes g zu einem Widerspruch 
fiihrt. — Setzen wir zunichst voraus, daB in § das Nullideal Primideal, 
daB also § Integritatsbereich ist, so muB (q) ein zu p gehériges Primar- 
ideal, es muB also fiir hinreichend groBes i —1 das Element p*~* durch 
q teilbar sein, p'*=g-r. Es mii®te dann weiter wegen der Zugehérig- 
keit von g zu q, das Element p-*=g-r-p~* von & ganz abhangen, und 
das ist unméglich, da p zu p gehért. — Ist allgemeiner in § das Null- 
ideal Durchschnitt von endlich viel Primidealen m,, m,, ..., m,, 80 ist q 
jedenfails durch ein m,, etwa durch m, unteilbar, und wir kommen zu 
demselben Widerspruch wie oben, wenn wir von § zum Restklassenring $| m, 
iibergehen*). — Auf Grund von Hilfssatz 3 und der (beim Beweise der 


*) Die Behauptung des Textes folgt z.B. aus den Ergebnissen von N.I § 5. 

*) Weil jedes Ideal aus § nach N.I als Durchschnitt von Primiridealen dar- 
stellbar ist und q auBer p und o keine Primidealteiler besitzt. 

*) Man beachte: &|m, ist Integritétsbereich und geniigt den Bedingungen 1, 3, 4; 
bedeuten ferner 7 und p die durch g und p in §|m, erzeugten Restklassen, so sind 
(7) und (p) zu dem ausgezeichneten Primideal von $|m, gehérige Primirideale, und 
es hangt der Quotient der Klassen 7 und jp‘ fiir jedes i von 3|m, ganz ab. 
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Hilfssitze 2 und 3 nicht benutzten) p-adischen Abgeschlossenheit von § 
zeigen wir jetzt weiter: 

Hilfssatz 4. Fiir hinreichend grofes i ist q, durch das Haupt- 
ideal (p) teilbar. 

Wir bezeichnen mit r, den gréBten gemeinschaftlichen Teiler q; + (p) 
von q, und (p). Die Kette r,, r,, ... ist dann eine Vielfachenkette von 
zu p gehérigen Primiridealen, bei der saimtliche Glieder Teiler des festen 
zu » gehérigen Primirideals (p) sind. Nach einem bekannten Satz miissen 
daher von einem gewissen ¢ an die Ideale r; simtlich gleich werden, 
t;=1;,,=1;,,=.---*°). Wir wollen zeigen, daS daraus die Teilbarkeit 
von q, durch (p) folgt, und beweisen zunichst: 

Jedes beliebige Element q, aus 4q;,, gentigt der Kongruenz 
q, = 9 ((p***) + Gana): 

In der Tat, fir k=O ist die Behauptung wegen r;—r1,;,, trivial. 
Wir diirfen sie daher beim Beweise fiir k >0 fiir &—1 bereits als be- 
wiesen annehmen. Aus r;,,—Tt;,,,, folgt ee Kongruenz g,= p-a(q;,,.,), 
und wegen der Teilbarkeit von q;,,,, durch q,;,, ist dabei p-a=0(q;,,) 
und mithin a= 0(q;,,_,)- (Man beachte die Definition von q;,,!) Auf 
a \a8t sich nun die Induktionsvoraussetzung anwenden, und man erhilt 
a=p'-b+c; c=0(4,,.)) G=P b+ p-c=pi**-b(G., 441), WO 
mit die Hilfsbehauptung bewiesen ist. 

Fiir ein beliebiges Element g, aus q; liefert das gewonnene Er- 
gebnis ein Kongruenzensystem g, = 4,-p(4;,3), Go = 4° P +4, P"(Qj.¢); 
IW = 4%: Pp + a,:p*+a,-p*(q;,,),--.- Bezeichnen wir nun mit r, eine 
wegen der p-adischen Abgeschlossenheit von & sicher vorhandene Lé- 
sung des unendlichen Kongruenzensystems z=a,(p), x =a,+ a,-p(p*), 
x =a,+a,-p-+a,-p*(p*), ..., so ist die Differenz g,—1,-p durch die 
simtlichen Ideale gq, teilbar und mithin nach Hilfssatz 3 gleich dem Null- 
ideal, wie unmittelbar aus der Tatsache zu ersehen, daB zu jedem 4q, stets 
eine durch q, teilbare Potenz von p existiert. — Es ist also jedes beliebige 
Element g, aus q; und damit das Ideal q,; selbst durch (p) teilbar. — Wir 
kénnen nunmehr leicht den folgenden Hauptsatz beweisen: 


Satz 3. In dem zu % gehdrigen ganz abgeschlossenen Ring © lapt 
sich jedes reguldre Ideal eindeutig als Produkt von Potenzen endlich vieler 
fester, paarweise teilerfremder Primideale darstellen. AuBerdem besitzt D 
iiber 3 eine endliche Modulbasis. 

Wir erledigen zunachst den zweiten Teil der Behauptung. Wahlen wir 
* so groB, daB die Ideale q,,q;,,,9;,9,--. samtlich durch (p) teilbar 


©) Vgl. W. Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichen, Sitz.-Ber. der 
Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Klasse, 1928, 7. Abhandl., § 1, Hilfssatz e). 
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sind, so wird g,,,—(p)"-q,, weil in der Gleichung q,,,—(p)-f,,, der 
wegen der Regularitét von (p) eindeutig bestimmte Faktor f;,, offenbar 
gerade aus simtlichen Elementen von q;,,_, besteht, eine Tatsache, von 
der wir bereits beim Beweise von Hilfssatz 4 gelegentlich Gebrauch gemacht 
haben. — Aus q,,,=(p)*-q, (ek =1,2,...) folgt aber O,— O,,,—0,,, 


=...=. Bezeichnen wir nun mit (z,,z,,...,2,) eine wegen der Giiltig- 

keit des Teilerkettensatzes in & sicher vorhandene endliche Basis von q,, 

so bilden die Elemente «, = a «. = =», ey + gerade eine endliche 
1 2 P t P 


Modulbasis von D = Q, iiber &. 

Aus der Existenz der endlichen Modulbasis und der Giiltigkeit des 
Teilerkettensatzes in & ergibt sich die Giiltigkeit des Teilerkettensatzes 
in ©.™) Bedeutet weiter p irgendein regulires Primideal aus ©, so ist 
pD“\3=p, die regularen Primideale von © entsprechen daher eindeutig 
umkehrbar den simtlichen Primidealen des Restklassensystems © | (©-p) von O 
nach dem Erweiterungsideal von p in ©. Das letztere Restklassensystem 
laBt sich aber auffassen als eine — wegen der Existenz der endlichen 
Modulbasis von © iiber J endliche — algebraische Erweiterung des Rest- 
klassenkérpers J|p. ©|(0-p) ist mithin ein ,,.kommutatives endliches hyper- 
komplexes System“ und enthalt daher nur endlich viele, paarweise teiler- 
fremde Primideale**). Wir kénnen also feststellen, daB in dem ganz ab- 
geschlossenen Ring © der Teilerkettensatz gilt, und daB auBerdem in 
nur endlich viele regulire Primideale existieren, die untereinander paarweise 
teilerfremd sind. Daraus folgt aber nach bekannten Satzen die in Satz 3 
iiber die Idealstruktur von © aufgestelite Behauptung **). 

Es ist fiir unsere weiteren Untersuchungen wesentlich, daB wenigstens 
der erste Teil von Satz 3 auch dann noch gilt, wenn in § echte nilpotente 
Elemente auftreten: 


Satz 4. Auch wenn ¥ nur den Bedingungen. 1, 3, 4, nicht aber der 
Bedingung 2 geniigt, laBt sich in © jedes reguldre Ideal eindeutig als 
Produkt von Potenzen endlich vieler fester, paarweise teilerfremder Prim- 
tdeale darstellen. 


In der Tat, verstehen wir unter [ das Ideal aller nilpotenten Elemente 
aus dem Quotientenring &, so ist { auch Ideal in ©, und es ist sogar 
{ durch die samtlichen reguliren Ideale von © teilbar, weil gleichzeitig 
mit 4 stets auch der Quotient 4: von 4 durch ein beliebiges regulires 
Element « aus © nilpotent ist und damit von & ganz abhingt. Der Be- 


11) Vgl. N. IL § 2. 

1%) Vgl. Krull, Algebraische Erweiterungen kommutativer hyperkomplexer Systeme, 
Math. Annalen 97 (1927), S.473—483, § 1. 
48) Vgl. N. II § 7. 











460 W. Krull. 


reich der reguliren Ideale von © ist daher hinsichtlich der Teilbarkeits- 
verhaltnisse und der Produktbildung dem Bereich der reguliren Ideale 
von D=O|I isomorph. O seinerseits besitzt & — &|{ als Quotientenring, 
und es bildet die Gesamtheit aller Restklassen aus D, die Elemente aus 
enthalten, einen zu 9/1 isomorphen Ring 3. Ferner stellt D den zu § 
gehérigen ganz abgeschlossenen Ring dar, und es geniigt $, wie sehr leicht 
einzusehen, den simtlichen Bedingungen 1, 2, 3,4. Man darf daher auf 5 
den Satz 3 anwenden, und daraus ergibt sich wegen des zwischen D und D 
bestehenden Zusammenhangs sofort die Richtigkeit von Satz 4. — Wir 
beweisen schlieBlich noch die folgende 


Erganzung zu Satz 4. Enthdlt S$ ein echtes nilpotentes Element o, 
8o besitzt D hinsichtlich § sicher keine endliche Modulbasis. Da namlich 
wegen der Giiltigkeit der Bedingungen 1 und 3 in & der Durchschnitt der 
simtlichen Potenzen des Primideals p gleich dem Nullideal ist, kann @ nicht 
durch saimtliche Potenzen von p teilbar sein, man kann daher einen Nicht- 


nullteiler p aus $ so bestimmen, da8 = nicht zu J gehért. Aus der Tat- 


sache, daB die Elemente =i (¢=1,2,...) als nilpotente Elemente 
simtlich von & ganz abhangen, ergibt sich dann weiter, da® fiir kein ¢ 
alle Elemente aus © als Quotienten von Elementen aus J mit dem festen 
Nenner p‘ dargestellt werden kénnen, wie es doch nach Hilfssatz 3 der 
Fall sein miiBte, wenn © iiber & eine endliche Modulbasis besiBe. 


§ 3. 
Der Hauptsatz fiir primaire endliche Integritatsbereiche. 

Es sei jetzt $ ein endlicher primdrer Integritdtsbereich, d. h. ein 
Integritiitsbereich, der den Bedingungen 1 und 3 von § 2 geniigt, D bzw. & 
sei wie iiblich sein zugehériger ganz abgeschlossener Integritatsbereich bzw. 
sein Quotientenkérper. Um zu zeigen, da8 fiir © auch in diesem Fall der 
Satz 4 von § 2 gilt, konstruieren wir zunacht zu § einen primaren p-adisch 
abgeschlossenen Erweiterungsring {* nach dem folgenden, von der Ein- 
fihrung der p-adischen Zahlkérper her bekannten Schema**): 

Wir wahlen als Elemente von %* alle und nur die unendlichen Folgen 
{a,, @,, @,,...} von Elementen a, aus %, die den Kongruenzen a,,, =a, (p') 
(¢ =1,2,...) geniigen, und definieren Gleichheit, Addition und Multipli- 
kation durch: 

(1) {a,, a,, a,,...} = {b,, b,, by, ...} dann und nur dann, wenn a, =}, (p‘) 
(§ = 1, 2,...). 


(2) {a,, ay, ay, ...}4{b,, by, by, ...} = {a,4),, a,4b,, a, 40,,...}. 


1*) Vgl. vor allem die in Anm. *) zitierte Priifersche Arbeit. 





se Ss a@& Bet eS 


~~ fe A OS 

















Primare Integritaétsbereiche. 461 


Da8 bei unsern Festsetzungen $* einen Ring darstellt, ist unmittelbar klar. 
Beachtet man ferner die leicht zu beweisende Tatsache, da8 in § allein 
das Nullelement durch simtliche Potenzen von p teilbar ist, so erkennt 
man weiter, daB die Elemente aus %* von der Form {a,a,a,...} einen 
za & isomorphen Integritatsbereich bilden; identifizieren wir, was erlaubt 
ist, und in Zukunft geschehen soll, das Element {a,a,a,...} aus 3* 
geradezu mit dem Element a aus &, so erscheint §* als Erweiterungsring 
von %. DaB auch (was gleichfalls in Zukunft geschehen soll) der zu 3* 
gehérige Quotientenring &* als Erweiterung des Quotientenkérpers ® auf- 
gefaBt werden kann, ergibt sich aus 

Hilfssatz 5. Hin Nichtnullteiler aus 3 ist auch in %* Nichtnullteiler. 

In der Tat, es seia ={a,a,a,...} +0,a*= {a,,a,, a,,...},a-a*=0, 
d.h. nach (1) und (2): a-a,=0(p*‘) (¢=1, 2,...). 

Da nun in § das Hauptideal (a) ein zu p gehériges Primiarideal oder 
das Einheitsideal darstellt, gilt eine Gleichung p®=(a)-q, und aus 
b-a =0(p**’) (c ]>0) folgt daher b= 0(q-p’), also auchb=0O(p’). Es 
ist mithin insbesondere a,,,=0(p*) (o =0,1,2,...), und das ist wegen 
der Kongruenzen a,,,=a,(p") nur dann méglich, wenn a,=0(p*) 
(r=1,2,...), dh a*=0. 

Es soll nunmehr gezeigt werden, daB der Ring %* die Eigenschaften 
1,3 und 4 von § 2 besitzt. Um zunichst die Giiltigkeit des Teilerketten- 
satzes fiir * nachzuweisen, verstehen wir unter (p,, P,,.-,, P,) eine end- 
liche Basis von p in §, und zeigen, daB man mit den Elementen von 3* 
im gewissen Sinne so rechnen kann wie mit formalen Potenzreihen in n 
Variablen z,, 2,,...,2, mit Koeffizienten aus dem Restklassenkérper # = 3|p. 

Wir bezeichnen mit G,,(2) eine Form m-ten Grades in den Variablen z; 
mit Koeffizienten aus ®, mit y,(p) eines der modp™*? eindeutig be- 
stimmten Elemente aus §, das aus G,,(2) dadurch entsteht, daB man die 
Variablen xz, durch die Elemente p;, die Koeffizientenrestklassen durch 
beliebige Reprasentanten ersetzt. Ferner soll G(x) eine ,Anfangsform“ 
von a* = {a,,a,,@5,...} genannt werden, wenn die Kongruenzen a, = 0 (p*) 
(i<m), ¢,,(p) =a,(p"**) (¢>m) gelten. Man iiberzeugt sich dann 
miihelos von der Richtigkeit der folgenden Tatsachen: 

Jedes Element a*+0 besitzt Anfangsformen, und zwar besitzt 
a* = {a,,a,,...} mindestens eine Anfangsform m-ten, aber keine Anfangs- 
form gréBeren als m-ten Grades, wenn a, = 0(p*) (i < m), a,,,,==0(p"*’). 
Ist @,, (x) gemeinsame Anfangsform von a*={a,,a,,...} und b*={b,,b,,...}, 
so gelten die Kongruenzen a,= b,(p"**) (i> m). — Stellt G(x) eine 
Anfangsform von a*, @,, (2) eine Anfangsform von b* dar, so ist $,(x)-#,, (2) 
Anfangsform von a*-b*; fiir 1 = m ist auBerdem %,(x) + 9,, (xz) Anfangs- 
form von a* + b*. 
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Bezeichnen wir mit R[x] den Bereich der Formen in z,,2,,...., 2, 
mit Koeffizienten aus &, so stellt die Gesamtheit der Anfangsformen der 
Elemente eines Ideals a* aus §* ein Formenideal af aus [2] dar"), 
und es gilt: 

Hilfssatz 6. Liefern die Anjangsformen G2 (x), GL (z), «++, PLO (x 
der Elemente a", as*,..., a," aus a* eine Basis von az, so ist a* = (as, as*,..., a;"). 

Es sei af = {a,,,@,5,4,,---} (4=1,2,...,8); @*={a,,a,,...} 
bedeute ein beliebiges Element aus a*, G,,(2) sei eine Anfangsform von a*. 
Dann gilt eine Gleichung 


F(x) -5 PY (x)-O2 (2) (Fym,(%)=0, wenn m—m,<0), 


und daraus ergeben sich angesichts der charakteristischen Eigenschaften 
der Anfangsformen sofort die Kongruenzen: 


a,— Save», (P) = 0(9') (i <m), 
a,— Sai: © an, (P) = 0 (p™**) (i>). 


Beachtet man ferner die Kongruenzen Vem, (P) = 0(p"-™) (A=1,2,...,8), 
sowie die Tatsache, daB a* — Sat. Ve m,(P) nach den oben iiber die 
A=1 

Anfangsformen gemachten Bemerkungen mindestens eine Anfangsform 

m -+- 1-ten oder héheren Grades besitzt, so schlieBt man aus dem gewonnenen 

Ergebnis leicht weiter: Es lassen sich Elemente b,; (A= 1, 2,...,8; #=1,2,...) 

aus § so bestimmen, daB in § die Kongruenzen b,;,, = b;; (i =1, 2,...); 

a;— Sarda =0 (p‘) (¢=1,2,...) gelten. Das heiBt aber nichts anderes, 
4=1 

als daB die Elemente bf = {b,,,5,.,...} aus 3* in’ 3* der Gleichung 

a* = Sat b¥ geniigen, und da a* ein beliebiges Element aus a* bedeutete, 
A=1 

ist damit Hilfssatz 6 bewiesen. 


Aus Hilfssatz 6 ergibt sich angesichts der Tatsache, daB in R [2] jedes 
Ideal eine endliche Basis besitzt, sofort die Giiltigkeit des Teilerkettensatzes 
fiir &*. Wir zeigen weiter: 


‘%) Man beachte, da8 auch im Formenbereich der Idealbegriff brauchbar ist, ob- 
wohl dort die Addition nur fir Formen gleicher Dimension definiert ist. Vgl. N.I 
§ 10, S. 53. 
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Hilfssatz 7. a) Hin Element a* = {a,,a,,...} aus 3* ist dann und 
nur dann Hinheit in 3*, wenn ein und damit jedes a, durch p unteilbar, 
also in § Hinheit ist. Die Gesamtheit derjenigen Elemente a* = {a,, dg, ...} 
aus %*, die keine Einheiten, und bei denen somit alle a; durch p teilbar 
sind, bilden in 3° ein ausgezeichnetes Primideal p*. 

b) p* ist Erweiterungsideal von p, d. h. es gilt die Gleichung p* =p-3*. 
Jedes reguldére Ideal q aus %* stellt ein zu p* gehériges Primdrideal dar. 

a) Sind die das Element a* = {a,,a,,...} definierenden Elemente a, 
in & Einheiten, so ist ein von 0 verschiedenes Element aus & Anfangs- 
form von a*, und aus Hilfssatz 6 folgt daher (a*)=— 3, a* ist Einheit. 
Der zweite Teil der Behauptung a) ergibt sich aus dem Umstand, daB das 
System p* der Nichteinheiten in 9* ersichtlich Idealeigenschaft besitzt. 

b) p-* ist Untermenge von p* und es ist offenbar das Ideal 
(a, %»,---,%,) sowohl zugeordnetes Formenideal von p-3* wie von p’*. 
Nach Hilfssatz 6 ist daher p-%*=—p*. Bedeutet nun p+ 0 irgendeine 
Nichtemheit aus §, so gilt in § eine Kongruenz p" = 0((p)), und daraus 
folgt in §* die Teilbarkeit von p*” = p™-* durch (p)-*; es gibt da- 
her in §* Hauptideale — z. B. (p)-3* —, die zu p* gehdrige Primar- 
ideale darstellen. Nach einem von mir an anderer Stelle bewiesenen Satze**) 
kann aber unter diesen Umstanden in §* kein echtes regulires Primideal- 
vielfaches von p* existieren; es mu8 mithin jedes regulire Ideal r* aus 9* 
das Ideal p* als einzigen Primidealteiler besitzen, also ein zu p* gehériges 
Primirideal sein. 

Hilfssatz 8. &* ist hinsichtlich p* p-adisch abgeschlossen. 

Man beachte die Konstruktion von $*, sowie die aus Hilfssatz 7 leicht 
abzuleitende Tatsache, da8 ein volles Restsystem von ¥ nach p™ (m=1, 2,...) 
stets auch ein volles Restsystem von %* nach p*” darstellt. Das Ergebnis 
der Hilfssitze 6, 7 und 8 fassen wir nunmehr zusammen in 

Satz 5. Der durch & eindeutig bestimmte Ring &*, der als ,zu & 
gehériger p-adisch abgeschlossener Ring“ bezeichnet werden soll, besitzt die 
Eigenschaften 1,3 und 4 von § 2. 

Nachdem durch Satz 5 der nétige Einblick in die Struktur von 3* 
gewonnen ist, untersuchen wir jetzt den Zusammenhang zwischen $* und &. 

Hilfssatz 9. Es ist ¥*\R =, dh. & ist ,,hinsichtlich §* relativ- 
ganz“. 

Es seien namlich p und q beliebige Elemente aus §, ¢ +0, und es 
sei p=g-r* in §* durch g teilbar. Dann gilt fiir i —1,2,... in & eine 
Kongruenz p=q-r;(p'), es ist also in § das Element p modulo jeder 


16) Vgl. § 3 der in Anm. *) zitierten Arbeit. 
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Potenz von p durch g teilbar, und da in § eine endliche Potenz von p 
durch das Hauptideal (q) teilbar ist, folgt daraus die Teilbarkeit von p 


durch g in §. Gehért also das Element 3 aus & zu $*, so gehért es 
bereits zu &. 


Hilfssatz 10. Der zu %* gehérige ganz abgeschlossene Ring D* be- 
sitzt mit R gerade den Durchschnitt ©. 

Da ©* offenbar Obermenge von © ist, brauchen wir zum Beweis nur 
zu zeigen, daB jedes von 3* ganz abhingige Element aus & bereits von $ 


ganz abhiangt. Ist aber a = . ein von %* ganz abhingiges Element aus &, 


so existiert ein von 0 verschiedenes Element r aus § (z. B. eine hinreichend 
hohe Potenz von q), fiir das alle Produkte r-a' (¢ =1,2,...,) zu 9%, 
also auch zu §*“\& = gehéren; daraus folgt aber wegen der Giiltigkeit 
des Teilerkettensatzes in § bekanntlich die Zugehérigkeit von « zu D *”). — 
Wir gelangen jetzt leicht zum Beweis unseres Hauptsatzes: 

Satz 6. In dem zum primdren endlichen Integritdtsbereich 3 gehdrigen 
ganz abgeschlossenen Integritdtsbereich © laBt sich jedes Ideal eindeutig 
als Produkt von Potenzen endlich vieler fester, paarweise teilerfremder Prim- 
tdeale darstellen. 

In der Tat, der Quotientenring R* von ©* ist Erweiterungsring von & 
und es stellt © gerade den Durchschnitt von ©* und & dar. Ferner gilt 
eine Idealzerlegung der in Satz 6 fiir die Ideale von  geforderten Art nach 
Satz 4 und Satz 5 fiir die regularen Ideale von D*. Wir kénnen daher aus 
Satz 2 die Richtigkeit des Hauptsatzes erschlieBen. 

Das gewonnene Ergebnis kann noch erginzt werden durch 


Satz 7. Der zu dem primdren endlichen Integritatsbereich § gehdrige 
ganz abgeschlossene Integritatsbereich D besitzt dann und nur dann iiber $ 
eine endliche Modulbasis, wenn in dem zu & gehérigen p-adisch ab- 
geschlossenen Ring %* kein echtes nilpotentes Element auftritt. 

a) Enthalt G* kein echtes nilpotentes Element, so hat nach Satz 3 
der Ring ©* iiber $* eine endliche Modulbasis, es gibt daher ein regulires 
Element p* aus $* dessen Produkte mit den Elementen von D* simtlich 
zu * gehéren. Verstehen wir nun unter p ein von 0 verschiedenes, durch 
p* teilbares Element aus 3 — ein solches Element existiert, da (p*) eine 
endliche Potenz von p*=p-3* teilt —, so kommen die Produkte von p 
mit den Elementen von © samtlich in §*7~\® = § vor; daraus folgt aber 
wegen der Giiltigkeit des Teilerkettensatzes in § die Existenz einer end- 
lichen Modulbasis von © iiber §. 


1) Vgl. N. II § 1 Absatz 4. 
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b) Es sei r* = {r,,17,,...} ein echtes nilpotentes Element aus §*, 
r** ==. Dann gibt es ein w derart, daB 7,,1,,,,7,,9,--- sémtlich durch 
p” unteilbar sind, wAhrend fiir alle i die Kongruenz rf = 0(p’) gilt. Be- 
deutet nun p ein durch p* teilbares Element aus %, das seinerseits alle 
Elemente von p’ (»>,) teilt, so geniigen die Elemente «, = > Glei- 


chungen der Form ef —a;=0 mit Koeffizienten a, aus §, sie sind also 
von ganz abhiangig, und es stellt andererseits ¢ jeweils den kleinsten 
Exponenten & dar, fiir den p*-a, zu 3 gehért. Diese Tatsachen schlieSen 
aber, wie bereits am Schlusse von § 2 hervorgehoben wurde, die Existenz 
einer endlichen Modulbasis von © iiber & aus. 


(Eingegangen am 21. 11. 1929.) 


Mathematische Annalen. 103. 
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K. Menger. Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. IV. 


I. Zur Theorie der Bogenlange. 
1. Der Bogen als kiirzeste Verbindung aller seiner Punkte. 


Bei einer der klassischen Definitionen der Bogenlange geht man folgender- 
mafen vor: Man setzt, wenn ein Bogen B zwischen den Punkten a und c 
gegeben ist, auf B einen Richtungssinn fest, etwa von @ nach c. Man 
ordnet sodann, wenn £ eine endliche, etwa n Punkte enthaltende Teil- 
menge von B ist, die Punkte von £Z in jene Reihenfolge, in welcher sie 
bei der Durchlaufung von B in der festgesetzten Richtung angetroffen 
werden, und numeriert sie in dieser Reihenfolge mit 6,, b,,...,b,. Man 
bildet hierauf, wenn 6,b,,, den Abstand der Punkte b, und b be- 
zeichnet, die Zahl 1(Z, B) = "Sb, b;,, und erklart als Lange des Bogens B 

i=1 
die Zahl 0.8. 1(2, B), d.h. die obere Schranke aller Zahlen 1(Z, B), wo 
EcB 
E alle endlichen Teilmengen von B durchlauft. 

Wir legen allgemein einen metrischen Raum zugrunde, d. h. eine Menge 
von Elementen, Punkte genannt, in der fiir je zwei Elemente p und g ein Ab- 
stand, d.i. eine Zahl pg=qp> 0 fiir p+q und pg=qp=0 fir p=q 
erklart ist, welche der Dretecksungleichung, d.i. der Beziehung pq + qr => pr 
fiir je drei Punkte p,q, r geniigt. Wir ordnen, wenn £ eine endliche Teil- 
menge des Raumes ist, der Menge E eine Zahl 4(#) zu, welche, anschau- 
lich gesprochen, die Ldnge des kiirzesten Weges durch die Punkte der 
Menge E darstellt; genauer: Sind p,, p,,..., p, die Punkte der Menge 2 


i+1 


und ist a die Permutation, welche die Zahlen 1,2,..., in die Zahlen 
a-1 

t,,%,,-.-,%, tiberfiihrt, so ordnen wir Z und x die Zahl 4,(£Z) = Sp, p,, 
fui +1 


zu und nennen A(#) die kleinste unter den endlichvielen Zahlen 4, (2), 
die zu den verschiedenen Permutationen 2 der Zahlen 1, 2,..., gehéren. 
Bilden wir nun, wenn ein Bogen B gegeben ist, zu jeder seiner endlichen 
Teilmengen Z die (nur von £, nicht von B abhangige) Zahl 2(Z), d.i. 
die Lange der kiirzesten Verbindung der Punkte von Z, so kann man nach 
der oberen Schranke aller dieser Zahlen fragen, also gleichsam nach der 
Lange der kiirzesten Verbindung aller Punkte des Bogens B. Es wird sich 
nun im folgenden u. a. ergeben, daB diese Zahl mit der Linge von B im 
klassischen Sinn identisch ist, daf also jeder Bogen gleichsam die kiirzeste 
Verbindung aller seiner Punkte ist. Diese Aussage wird auch in der Rich- 
tung eine Prizisierung finden, daB wir zum Vergleich mit dem Bogen alle 
ihn als Teilmengen enthaltenden stetigen Streckenbilder heranziehen wer- 
den. Im Anschlu8 an diese Tatsachen werden wir einige Verallgemeinerungen 
des Langenbegriffes behandeln. 

31* 
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2. Gleichverteilte <«- Ketten. 


Wir beginnen mit einem Hilfsbegriff. Ist K eine endliche Teilmenge 
des Bogens B zwischen den Punkten a und c, deren Punkte in jener 
Ordnung, in welcher sie bei der Durchlaufung des Bogens B von a nach b 
angetroffen werden, 6,, b,,..., 6, heiSen mégen, — dann nennen wir K eine 
in B gleichverteilte «-Kette, wenn 

l. ab<e, cbh<e. 

2. b,b,=e fiir |¢ —j|—1. 

3. bb, >e¢ fiir |§—j| >1. 

Wir behaupten : 

In jedem Bogen B existiert fiir jedes « >0 eine in B gleichverteilte 
e- Kette. 

Wir setzen 6, =a. Ist b,c<e, so ist die aus dem Punkt 8, allein 
bestehende Menge G, eine in B gleichverteilte e-Kette. Wenn dies nicht 
der Fall ist, d. h. wenn b,c > ist, so bezeichnen wir mit b, den letzten 
Punkt, welchen wir auf B von 6, nach ¢ laufend im Abstand « von b, 
antrefien. Wir machen nun die Annahme A,: Es liege bereits eine aus 
k Punkten 5,, b,,...,6, bestehende geordnete Menge G, vor, so daB b,,, 
fiir jede der Zahlen j = 1, 2, ..., & — 1 der letzte Punkt ist, den man auf B 
von b; nach c laufend im Abstand e von b; antrifft, und so da8 keiner 
der Punkte 5,,b,,...,6,_, von ¢ einen Abstand <« hat. Ist b,c <e, 
dann ist G, eine in B gleichverteilte «-Kette. Wenn dies nicht der Fall 
ist, d.h. wenn b,c >e ist, dann bezeichnen wir mit b, , , den letzten Punkt, 
den man auf B von b, nach ¢ laufend im Abstand e« von 6b, antrifft, und 
mit G,,, die geordnete Menge },, b,,..., 6,,5,,,. Wir haben also zu der 
der Annahme A, geniigenden Menge G,, falls b,c >< gilt, eine der An- 
nahme A,,, geniigende Menge G,,, > G, konstruiert. 

Wir behaupten: Fiir je zwei Punkte 5, und 6; von G,,, gilt 

1. 6,6;=e, wenn |i —j|=1, 

2. 6,6;>e, wenn |i —j|>1. 

Ist nimlich erstens j =¢-+1, so hat 6, [fiir i < &—1 nach Annahme A, 
und fiir «=k wegen der Wahl von 6,,,] von b, den Abstand e«. Set 
zweitens j= i+k (k>1). Der Punkt b,,, ist nach Annahme der letzte, 
welchen man auf B von b; nach c laufend im Abstande e von }, antrifft. 
Der Punkt b,,,, welcher auf B zwischen b,;, und c liegt, hat also von b; 
einen Abstand > «. : 

Wir haben also festgestellt, daB wir fiir jedes natiirliche k&, fiir welches 
b,c =e ist, zu der die Annahme A, erfiillenden Menge G, eine die An- 
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nahme A,,, erfiillende Menge G,,, >G, angeben kénnen, welche aus 
k+ 1 Punkten besteht, die, wie aus dem eben Bewiesenen folgt, paarweise 
Abstinde >« haben. Wiirde fiir jede natiirliche Zahl k die Beziehung 
b,c > gelten, so erhielten wir also eine unendliche Folge von Punkten {b,} 
(k= 1, 2,...adinf.) mit paarweisen Abstinden >e. Dies ist wegen der 
Kompaktheit von B unméglich. Also gibt es eine kleinste natiirliche Zahl n, 
so daB b.c<e gilt. Die Menge G, bestehend aus den Punkten 3,, b,,..., 5, 
bildet dann offenbar eine in B gleichverteilte «-Kette. 


Damit ist die behauptete Existenz gleichverteilter e-Ketten bewiesen. 


3. d-Dichte. 


Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes R heiBe in R 4-dicht, 
wenn jeder Punkt des Raumes von M einen Abstand <6 hat. Wir be- 
zeichnen ferner eine endliche Menge von Punkten 6,, b,,..., b, des Bogens B 
zwischen den Punkten a und c in iiblicher Weise als eine e-Kette in B, 
wenn ab,<e, 66,,,5 6, be<e (¢=1,2,...,n—1) gilt. (Insbeson- 
dere ist also jede in B gleichverteilte «-Kette eine e-Kette.) Es gilt dann 
bekanntlich : 


I. Ist B ein vorgelegter Bogen und 56>0 eine gegebene Zahl, so 
existiert ein e > 0 derart, dap jede «-Kette in B d-dicht ist. 


Zwischen B und der Strecke existiert eine topologische, d. h. beider- 
seits eindeutige und stetige, demnach wegen der Kompaktheit beiderseits 
gleichmaBig stetige Abbildung. Zum gegebenen 6 > 0 existiert daher ein 
»>0, so daB je zwei Punkte der Strecke, deren Abstand < » ist, zwei 
Punkten von B, deren Abstand < 6 ist, entsprechen. Zu diesem 7 exi- 
stiert ein «e >0, so daB je zwei Punkte von B, deren Abstand < e ist, 
zwei Punkten der Strecke, deren Abstand < y ist, entsprechen. Ist dann 
irgendeine e-Kette im Bogen gegeben, so sind ihre Bildpunkte eine »-Kette 
in der Strecke, daher »-dicht in der Strecke. Demnach ist die «-Kette 
é-dicht im Bogen. 

Bekanntlich gilt ferner, wie hier der Vollstandigkeit halber bewiesen 
werden moége, der Satz 


Il. Ist B ein Bogen der Lange 1(B) und n> 0 eine vorgelegte Zahl, 
8o existiert ein d>0 derart, daB fiir jede in B d-dichte Menge E die 
Beziehung gilt 1(2, B)>1(B)—y». Hat B keine endliche Lénge, so 
extstiert fiir jede reelle Zahl r ein 56>0, so daB fiir jede in B 6-dichte 
Teilmenge E von B die Beziehung gilt 1(Z,B)>r. 

Ist B ein Bogen der (endlichen) Lange 1(B) und »>0 eine vor- 
gegebene Zahl, so enthalt B auf Grund der Definition der Bogenlinge 
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eine endliche Teilmenge M, so daB 1(M, B) >1(B) — > gilt. Es seien 


Py: Pas +++> P, die Punkte von M in jener Reihenfolge, in der sie bei der 
Durchlaufung von B angetroffen werden. Ist nun 6 > 0 irgendeine Zahl 


Vv] 
< 4n’ 


die Beziehung 1(£, B) > 1(B) — ». 

Sei nimlich F eine in B 6-dichte Menge, deren Punkte in der Reihen- 
folge, in der sie bei der Durchlaufung von B angetroffen werden, q, , q., ---; Ym 
heiBen mégen. Wegen der 4-Dichtheit von EZ in B gibt es zu jedem 
der n Punkte p; von M einen Punkt g; von £, der von p,; einen Ab- 


} 


stand <0 hat. Bezeichnen wir mit E; (j=1,2,..., n) die Menge der 


so gilt, wie wir beweisen werden, fiir jede in B d-dichte Menge E 


n-1 
Punkte 9; ,9; .1>--+»9;,,,» So gilt 1(£,B) > S'1(E;, B). Nun ist fiir jedes j 
4 J Jt 


j=l 


L(E;,B)>4q,9;,..- Ferner ergibt sich aus p,q; < 0, Pj+1%,.,< 6 auf 
3 I+t #] +1 
Grund der Dreiecksgleichung fiir jedes j die Beziehung q; q; ‘ } P; Pj. — 29. 
.— 


Also ist 1(E, B) > 3'p,p,,, —2nd =1(M, B) — 2 >1(B) — ». 
j=! 


Analog verlauft der Beweis, wenn /(B) =o gilt. 


4. Der Beweis des Hauptsatzes. 
Es sei B ein vorgelegter Bogen der Linge /(B) und es bezeichne 4(£) 
n-1 
fiir jede endliche Menge £ die kleinste der Zahlen » Pi, Pi, , fiir alle 


j=i1 
Permutationen 7,,%,,...,%, der Zahlen 1,2,...,. Wir beweisen die in 
Abschnitt 1 formulierte Behauptung: 
1(B) = 0.8. 1(E). 


EcB 
Es gilt erstens 0.8.4(£) <1(B). Denn es ist 1(B)=0.8.1(2, B) 
EcB EcB 
und fiir jede Menge £ ist 4(#) < 1(H, B). 
Es gilt zweitens 0.8. 4(#) >1(B). Ist namlich 7 > 0 eine vorgelegte 
EcB 


Zahl, so existiert, wie wir zeigen werden, eine endliche Teilmenge E von B, 
fiir welche 4(£) > 1(B) — y gilt. Es existiert vor allem nach Satz II des 
vorigen Abschnittes zum vorgelegten 7 >0 eine Zahl 6>0 derart, daB 
fiir jede in B 4-dichte Menge E die Beziehung gilt 1(£, B) > 1(B) — ». 
Es existiert nach Satz I des vorigen Abschnittes zu diesem 6 ein « >0 
derart, daB jede e-Kette in B 6-dicht ist. Dem Ergebnis von Abschnitt 2 
zufolge existiert fiir dieses ¢ eine in, B gleichverteilte e-Kette K. Die 
Punkte dieser Kette K mégen in jener Reihenfolge, in welcher sie bei der 
Durchlaufung des Bogens angetroffen werden, p,, p,,..., p, heiBen. Weil 
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diese Punkte mit Riicksicht auf die Wahl von « in B 6-dicht liegen, gilt 
mit Riicksicht auf die Wahl von 6 erstens die Beziehung 1(K, B) >1(B) — n. 
Zweitens gilt, weil K eine gleichverteilte e-Kette ist, mit Riicksicht auf eine 
gleich zu beweisende Bemerkung, /(K,B)=A(K). Zusammengenommen 
ergibt dies die Behauptung 4(K) > 1(B) — ». 

Bemerkung. Ist K eine im Bogen B gleichverteilte Kette (d. h. eine 
in B fiir irgendein e > 0 gleichverteilte e-Kette), dann gilt 1(K,B) =1(K). 

Sind namlich p,, p,,...,p, die Punkte der in B gleichverteilten 
e-Kette in jener Reihenfolge, in welcher sie bei der Durchlaufung von B 
angetrofien werden, so gilt, auf Grund der Definition der gleichverteilten 
e-Kette, 


Pp; =e, wenn |¢—j|=—1, und pp; >e, wenn |i —j| >1. 


n—-1 
Es ist also 1(K,B)= Sp; p;,, = (n —1)-e. Bezeichnet ¢,, ¢,...., 7, irgend- 
i=1 n-1 
eine Permutation der Zahlen 1,2,...,”, so ist Sp, p; 2(n—1)-e. 
ri a sali 


n-1 n—1 
Also gilt fiir jede Permutation Sp, p,; => Sp;p;,,- Daher ist 
j=1 / i=1 


Hae 


n—1 
A(K) = Sp, p;,., =1(K, B), womit die Bemerkung bewiesen ist. 
i=1 


5. Die Durchlaufungslinge stetiger Streckenbilder. 


Die Menge S sei stetiges Streckenbild. Es ist also jeder reellen Zahl r 
eines abgeschlossenen Intervalles J eindeutig ein Punkt p(r) von S zu- 
geordnet, und zwar so, daB erstens jeder Punkt von S mindestens einer 
Zahl aus J entspricht und daB zweitens fiir jedes « > 0 ein 6 > 0 existiert 
derart, daB fiir je zwei Zahlen r und r’ aus J, fiir welche |r —r’| <6 
gilt, die Punkte p(r) und p(r’) einen Abstand < « haben. 

Ist EH irgendeine endliche Teilmenge von J, etwa bestehend aus 
n Zahlen, welche der GréBe nach geordnet r,,7,,...,7,, heiben médgen, so 
setzen wir: 


n-1l 
l(E, 8) = 2 P(r;) P(ri43) 


wo p(r;) p(r;,,) den Abstand der Punkte p(r;) und p(r;,,) bezeichnet. 
Und wir bezeichnen als die zur vorgelegten Abbildung von J auf S ge- 
hérige Durchlaufungsldnge von S die Zahl 


1(S) =0.8.1(£, 8), 
EcJ 
wo £ alle endlichen Teilmengen von J durchlauft. 


Die so definierte Durchlaufungslinge hiangt offenbar nicht bloB von 
der Menge S, sondern auch von der Abbildung des Intervalles J auf S ab. 
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Ist z. B. S eine Kreislinie vom Radius 9 in einem euklidischen Raum, 
welche derart als stetiges Bild von J dargestellt wird, daB ein Punkt von S 
dem Anfangs- und Endpunkt von J entspricht und iiberdies n Punkten von J 
zugeordnet ist, waihrend jeder andere Punkt von S genau n+ 1 Punkten 
von J entspricht, wo n irgendeine positive ganze Zahl ist, dann ist die Durch- 
laufungslinge von S, welche dieser Abbildung entspricht, = 2(n-+-1) oz, 
also von n abhangig. 
In Analogie zu Satz II von S. 469 gilt 


Il’. Ist S stetiges Bild des Intervalles J mit der Durchlaujungs- 
lange 1(S) und ist »>O eine vorgelegte Zahl, so existiert ein 5> 0 
derart, daB fiir jede in J 4-dichte endliche Menge E die Beziehung gilt 
1(£, 8) > (8S) — 7». 

Zum Beweise betrachten wir eine (nach Definition von /(S) sicher 
existierende) endliche Teilmenge M von J, fiir welche 1(M, S) > 1(S) — + 


gilt. Die Menge M mége aus n Zahlen bestehen, welche der GréBe nach geord- 
net r,,7,,---,7, heiBen mégen. Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Abbil- 
dung von J auf S existiert eine Zahl y’ derart, daB fiir je zwei Zahlen r und r’, 
fiir die |r —r’| <n’ gilt, die Punkte p(r) und p(r’) einen Abstand ri 
haben. Ist dann 4 irgendeine Zahl < »’, so gilt fiir jede in J 6-dichte 
endliche Teilmenge E die Beziehung 1(Z,S)>1(S)—y aus denselben 
Griinden, welche beim Beweise von Satz II auf 8. 469 angefiihrt wurden. 

Es la6t sich auch in S hinsichtlich der vorgegebenen Abbildung von J 
auf S eine in S gleichverteilte e-Kette definieren und angeben. Wir be- 
zeichnen mit p, den dem Anfangspunkt a, von J entsprechenden Punkt 
von S. Wir bezeichnen, wenn die Punkte p; von S und a, von J bereits 
definiert sind, mit a;,, die gréBte Zahl von J, welcher ein Punkt im Ab- 
stand e von p,; zugeordnet wird, und nennen p,;,, den dem Punkt a,,, 
zugeordneten Punkt von S. Da man wegen der Kompaktheit von S nach 
endlichvielen Schritten zu einem Punkt p, kommen muB, der von jenem 
Punkt von S, welcher dem Endpunkt von J zugeordnet ist, einen Ab- 
stand <e« hat, so erhilt man auf diese Weise eine endliche Teilmenge M 
von J und eine endliche Menge E der den Punkten von M zugeordneten 
Punkte von S. Die Menge Z nennen wir eine in S gleichverteilte e- Kette, 
die Menge M eine ausgezeichnete Urbildmenge von E. 

Man kann nun in Analogie zur Bemerkung von S. 471 beweisen, dab 
fiir jede so definierte in S gieichverteilte Kette H und ihre ausgezeichnete 
Urbildmenge M die Beziehung gilt 4(Z)—1(M,S). Hingegen gilt nicht 
die dem Satz I von S. 469 entsprechende Behauptung, da8 zu jedem vor- 
gegebenen 4 jede in § gleichverteilte e-Kette, wofern nur ¢ hinreichend 
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klein ist, in S 6-dicht sei, oder daB die zugehérigen ausgezeichneten Ur- 
bildmengen in J 6-dicht seien. 

Aus diesem Grunde kann die Durchlaufungslinge von S gréBer sein, 
als die obere Schranke der Zahlen 4(H#), wo E die endlichen Teilmengen 
von E£ durchliuft, so daB der Hauptsatz von Abschnitt 4 auf stetige 
Streckenbilder nicht verallgemeinert werden kann. Indes ergibt die Be- 
trachtung der 4(#) doch auch fiir die Lange der stetigen Streckenbilder, 
oder, was bekanntlich dasselbe ist, der im kleinen zusammenhangenden 
Kontinua, eine einfache, aber bisweilen (vgl. 8. 495) verwendbare Aussage, 
namlich den folgenden (meines Wissens bisher nirgends erwahnten) 


Satz. Ist S ein im kleinen zusammenhdngendes Kontinuum, B ein 
Teilbogen von S, so ist die Lange von B nicht groBer als eine Durch- 
laufungslange von S, die zu irgendeiner stetigen Abbildung einer Strecke 
auf S gehodrt. 

Sei nimlich. § irgendwie als stetiges Bild des Intervalles J dargestellt. 
Es bezeichne s die Durchlaufungslinge von S, welche zu dieser Abbildung 
gehért, und 7 die Lange des Teilbogens B von S. Da / gleich der oberen 
Schranke der Zahlen 4(H#) ist, wo E die endlichen Teilmengen von B 
durchlauft, so wiirde im Falle der Giiltigkeit der Beziehung / > s eine end- 
liche Teilmenge Z von B existieren, fiir welche 4(#)>s ware. Nun ist 
die Durchlaufungslinge von S die obere Schranke der Zahlen /(M, 8), wo 
M die endlichen Teilmengen von J durchliuft. Wir bezeichnen mit M eine 
Teilmenge von J, welche zu jedem Punkt von £ genau einen Punkt ent- 
halt, dem bei der Abbildung von J auf S der betreffende Punkt von Z 
zugeordnet wird. Dann gilt 1(M,S)>A(H)>s. Andererseits gilt der 
Definition von s geméB 1(M,S)<s. Aus der Annahme / > s folgt also 
ein Widerspruch, womit der behauptete Satz bewiesen ist. 

Diese Aussage 1a8t sich auch dahin aussprechen, da8, wie immer man 
zu einem Bogen B ein ihn als Teilmenge enthaltendes stetiges Strecken- 
bild S konstruiert und wie immer man § durchlauft, niemals die Durch- 
laufungslinge von § kleiner als die Lange von B sein kann. Die Aussage: 
Ein Bogen ist die kiirzeste Verbindung aller seiner Punkte, gestattet also 
eine Prizisierung durch den Zusatz: verglichen mit allen die Punkte des 
Bogens enthaltenden stetigen Streckenbildern. 


6. Eine Verallgemeinerung des Langenbegriffes. 


Wahrend eine Ausdehnung des Hauptsatzes auf stetige Streckenbilder, 
wie wir im vorigen Abschnitte sahen, unméglich ist, gibt die im Abschnitt 4 
bewiesene Bemerkung zu einer andersartigen Verallgemeinerung des Haupt- 
satzes und damit zu einer Verallgemeinerung des Langenbegriffes AnlaB. 
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Es sei in der Menge M eine symmetrische, nichtreflexive Relation o 
der Elemente definiert, d. h. es mége fiir je zwei Elemente a und 6b von M 
feststehen, ob die Beziehung ag b und die mit ihr aquivalente Beziehung 6 oa 
gilt oder nicht, wobei fiir kein Element a die Beziehung aga gelten soll. 
Zwei Elemente a und 3, fiir welche agb gilt, wollen wir auch hinsicht- 
lich der Relation @ benachbart nennen. 

Die Menge M heiBe in bezug auf die Relation 9 zusammenhdngend, 
wenn die Menge zu je zweien ihrer Elemente a und b eine dieselben hin- 
sichtlich der Relation verbindende Kette, d. h. endlichviele Elemente 
m,, ™m,,..-, m, enthalt derart, dal’ a—m,, b=m, und m;om,,, 
(¢ =1,2,...,n—1) gilt. 

Es sei beispielsweise ein eindimensionaler Komplex gegeben (d. h. eine 
Menge, welche Summe von endlichvielen Bogen ist, die zu je zweien héch- 
stens Endpunkte gemein haben). Bezeichnen wir erstens mit M die (end- 
liche) Menge der Punkte, zwischen denen der Komplex aufgespannt ist 
(d. h. die Menge aller Punkte, die Endpunkt von mindestens einem Bogen 
des Komplexes sind) und erkliren wir zweitens die Relation 9 durch die 
Festsetzung, daB fiir zwei Punkte a und 6 von M die Beziehung aob 
dann und nur dann gelten soll, wenn a und b durch einen Bogen des 
Komplexes verbunden sind, dann ist M in bezug auf diese Relation zu- 
sammenhangend dann und nur dann, wenn der eindimensionale Komplex 
im iiblichen Sinne zusammenhangend ist. 

Ist je zwei Punkten a und b von M ein Abstand ab=ba> 0 fiir 
a+b und = 0 fiir a = b zugeordnet, dann entspricht jeder in M erklarten 
symmetrischen nichtreflexiven Relation 9 eine Zahl, namlich die Summe 
der Abstinde aller Paare von hinsichtlich der Relation 9 benachbarten 
Punkten von M. Wir wollen diese Zahl als den Langeninhalt von M hin- 
sichtlich der Relation o bezeichnen. Einige Beispiele mégen diese Begrifis- 
bildung erlautern. 

1. Es sei M eine endliche Teilmenge des Bogens B, deren Punkte in 
jener Reihenfolge, in welcher sie bei der Durchlaufung von B angetroffen 
werden, p,, P.;---, P, heiBen mégen. Erklairen wir die Relation 9 durch 
die Festsetzung, da8 p,op,; dann und nur dann gilt, wenn |i — j| = 1 ist, 
dann ist der zu dieser Relation gehérige Lingeninhalt von M offenbar 
=1(M,B). Die Menge M ist hinsichtlich dieser Relation zusammen- 
hangend. 

2. Ist M eine aus den Punkten p,, p,,..., p, bestehende Menge und 
bezeichnet #,,7%,,...,%, jene Permutation der Zahlen 1, 2,..., n, fiir welche 


n-1 
der Ausdruck 2 P;, P;,, den -kleinsten Wert annimmt, dann ist, wenn wir 
j=1 z 


p,,@p,, dann und nur dann festsetzen, falls |j — k|—=1 gilt, der zu dieser 
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Relation gehérige Langeninhalt von M offenbar = 14(M). Die Menge M 
ist hinsichtlich dieser Relation zusammenhangend. 

3. Bezeichnet B das Einheitsintervall [0,1] und M die Teilmenge 
von B bestehend aus den Punkten 0, }, 3, $, 1 und setzen wir iiber die 
Relation g fest, daB nur die Punkte 0 und }, sowie ? und 1 hinsichtlich 9 
benachbart sein sollen, dann ist die Menge M hinsichtlich dieser Relation 
nicht zusammenhangend und der zugehérige Langeninhalt = }. 

4. Wird die Relation o fiir die Menge M so erklart, daB fiir keine 
zwei Punkte a und b von M die Beziehung ag b gilt, dann ist die Menge M 
hinsichtlich dieser Relation 9, falls sie mehr als einen Punkt enthilt, nicht 
zusammenhangend, und ihr zugehériger Langeninhalt = 0. 

Ist M eine gegebene endliche Menge, so gibt es offenbar nur endlich- 
viele Méglichkeiten, eine symmetrische nichtreflexive Relation in M zu er- 
klaren. Jeder dieser Relationen entspricht ein zugehériger Langeninhalt 
von M. Die kleinste der endlichvielen Zahlen, welche auftreten als Langen- 
inhalt von M hinsichtlich einer Relation, fiir welche M zusammenhingend 
ist, wollen wir den Langeninhalt von M schlechthin nennen und mit «(M) 
bezeichnen. Die Beschrinkung auf Relationen, hinsichtlich welcher M 
zusammenhdngend ist, ist dabei wesentlich, weil unter den Relationen, hin- 
sichtlich welcher M nicht zusammenhingend ist, dem Beispiel 4 gemaS 
stets auch eine mit'dem zugehérigen Langeninhalt 0 vorkommt, demnach der 
kleinste unter allen méglichen Langeninhalten auftretende Wert fiir jede 
Menge = 0 ist. 

Anschaulich 14Bt sich diese Definition so aussprechen: Ist eine end- 
liche Menge mit einer Abstandsdefinition gegeben, so spannen wir in M 
auf alle médglichen Arten zusammenhingende eindimensionale Komplexe 
ein, wobei wir als Lange jedes Bogens eines Komplexes den Abstand seiner 
Endpunkte festsetzen. Wir bilden sodann zu jedem dieser zusammen- 
hangenden Komplexe den Langeninhalt (d. i. die Summe der Langen aller 
Bogen des Komplexes) und nennen Langeninhalt von M schlechthin die 
kleinste dieser Zahlen, also den Liangeninhalt des kiirzesten in M einspann- 
baren Komplexes. 

Da dem obigen Beispiel 2 zufolge fiir jede endliche Menge M die 
Zahl 4(M) unter den Langeninhalten auftritt, die zu Relationen gehéren, 
hinsichtlich welcher M zusammenhingend ist, so gilt fiir jede endliche 
Menge M die Beziehung 

u(M)S4(M). 
In dieser Beziehung kann das < -Zeichen geiten. Betrachten wir etwa die 
aus vier Punkten p,, p,, P,, p, bestehende Menge M mit den Abstinden 
P: Ps = Py Ps =Pi1P, = 1, De Py = Py Py = Py Pa = y3, so gilt offenbar 
4(M)=2+ 73, u(M) =3. 
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Wihrend, wenn M eine endliche Menge und M’ eine Teilmenge von 
M ist, offenbar stets i(M’)<4(M) gilt, kann «(M’)>(M) sein. Be- 
steht M’ aus den vier Eckpunkten eines Quadrates der Ebene, M aus den 
vier Punkten von M’ und dem Quadratmittelpunkt, so ist u(M’)=—3, 
u(M)= 2-72. 





7. Versehirfung des Hauptsatzes. 


Da fiir eine endliche Menge M, wie wir sahen, die Beziehung 
(M) < A(M) gelten kann, so ist der folgende Satz eine Verscharfung des 
im Abschnitt 4 bewiesenen Hauptsatzes: 

Fiir jeden Bogen B gilt 1(B) = 0.8. u (2). 

EcB 


Mit Riicksicht auf das Beispiel 1 des vorigen Abschnittes gilt fiir jede 
endliche Teilmenge Z eines Bogens B die Beziehung u(#) <1(#,B). Also 
ist 0. S.u(Z) << 0.8.1(2, B) =1(B). 

EcB EcB 


Um zu zeigen, da8 umgekehbrt 0.8.u(#)>/1(B) gilt, geniigt auf 
EcB 


Grund der am Ende von Abschnitt 4 angewendeten SchluBweise offenbar 
der Beweis von folgender 

Verscharjung der Bemerkung von 8.471. Ist K eine in B gleich- 
verteilie Kette, so gilt u(K) =1(K, B). 

Besteht die in B gleichverteilte «-Kette etwa aus m Punkten, dann 
gilt, wie oben (S. 471) festgestellt, 1(K, B) —(m—1)-e. Unsere Behaup- 
tung ist daher bewiesen, wenn wir zeigen: Fiir jede in K definierte Re- 
lation @, hinsichtlich welcher K zusammenhangend ist, ist der zugehérige 
Langeninhalt >(m—1)-e. Da fiir je zwei Punkte von K der Abstand 
=> « ist, so ist die zu beweisende Behauptung enthalten in der folgenden: 

Ist die aus m Punkten bestehende Menge M hinsichtlich der Re- 
lation @ zusammenhdngend, dann existieren in M mindestens m—1 zu 
je zweien nichtidentische Paare von Elementen, die hinsichtlich der 
Relation o benachbart sind. 

Wir geben fiir diese Behauptung, welche im wesentlichen mit dem 
bekannten Satz Aquivalent ist, daB ein zusammenhingender zwischen 
m Punkten aufgespannter eindimensionaler Komplex mindestens m — 1 
Bogen enthalt, der Vollstaindigkeit halber einen Beweis an. Die Behauptung 
ist trivial fir m= 1 und m=2. Angenommen, sie sei bewiesen fiir alle 
Mengen einer Machtigkeit <m-— 1. Sei dann eine Menge M der Machtig- 
keit m (m>1) gegeben. Sei a irgendein festes Element von M. Die 
Menge M —(a) ist Summe von endlichvielen, etwa von k, Komponenten 
hinsichtlich der Relation 9, d.h. von paarweise fremden Mengen M,, M,,..., M,, 
von denen jede hinsichtlich der Relation 9 zusammenhangend ist, aber 
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nach Hinzufiigung irgendeines nicht zu ihr gehérigen Punktes von M —(a) 
nicht zusammenhangend ist. Ist m,; die Miachtigkeit von M,, so gilt 
m,<m--1 (¢=1,2,...,%). Daher existieren in der Menge M, minde- 
stens m;— 1 Paare von hinsichtlich der Relation 9 benachbarten Elementen. 


k 
Es sind also in M— (qa) insgesamt mindestens S)(m,—1)=m—1—k 
t=1 


solcher Elementenpaare vorhanden. Nun ist M— (a) nach Hinzufiigung 
von a mit M identisch, also hinsichtlich der Relation g zusammenhangend. 
Daher mu8 zum Element a in jeder der Mengen M; mindestens ein Ele- 
ment a, existieren, das mit a hinsichtlich der Relation @ benachbart ist. 
Es kommen also zu den m—1—k Paaren benachbarter Elemente von 
M — (a) mindestens k weitere Paare in ganz M hinzu, so daB in M min- 
stens m—1 solcher Paare vorhanden sind, wie der Satz behauptet. 


8. Der Langeninhalt beliebiger Kontinua und seine Halbstetigkeit. 
Weitere Verallgemeinerungen. 


Der im vorigen Abschnitt dargelegte Sachverhalt legt folgende Defi- 
nition nahe. Wir bezeichnen als Ldngeninhalt des Kontinuums K die 
Zahl o.8.u(#). Ist K speziell ein Bogen, dann stimmt auf Grund des im 

Eck 


vorigen Abschnitt bewiesenen Satzes der Langeninhalt von B im eben 
definierten Sinne mit der Lange des Bogens B im klassischen Sinne iiberein. 

Um die Stetigkeitseigenschaften des so erklirten Langeninhaltes, als 
Funktion der Kontinua eines Raumes behandeln zu kénnen, erinnern wir 
vor allem an folgende von Hausdorff stammende Abstands- bzw. Konver- 
genzdefinition fiir abgeschlossene Mengen: Sind M und M’ zwei gegebene 
abgeschlossene Mengen eines Raumes, so bilden wir die obere Schranke 
der Abstiinde zwischen M und m’ fiir alle Punkte m’ von M’ und die 
obere Schranke der Abstinde von M’ und m fiir alle Punkte m von M. 
Die gréBere dieser beiden Zahlen nennen wir den Abstand von M und M’. 
Wir sagen ferner, die Mengenfolge {M,} (n=1,2,... ad inf.) konver- 
giere gegen die Menge M, wenn die Abstinde von M, und M mit wachsen- 
dem n gegen Null konvergieren. 

Wir legen nun einen metrischen Raum zugrunde und behaupten: 


Der Langeninhalt ist eine unterhalb stetige Funktion der Teilkontinua 
des Raumes, d.h. ist K ein Kontinuum und {K,} (n= 1, 2,... ad inf) 
eine gegen K konvergente Folge von Kontinua, so gilt u(K)< limu(K,). 

"=o 


Zum Beweise ist offenbar zu zeigen: Ist K ein vorgelegtes Kontinuum 
und e>0 eine gegebene Zahl, so existiert ein 6 > 0 derart, daB fiir jedes 
Kontinuum K’, das von K einen Abstand <4 hat, die Beziehung gilt 
u(K’)>w(K)—e. Um dies einzusehen, betrachten wir fiir das vor- 











478 K. Menger. 


gelegte « eine nach Definition von u(K) existierende endliche Teilmenge Z 
von K, fiir welche u(£) > w(K) — 5 gilt. Die betrachtete Menge E bestehe 


etwa aus k Punkten. Wir werden zeigen, daB dann 6 = unserer 


é 
PER-1) 
Behauptung geniigt. Sei nimlich K’ irgendein Kontinuum, dessen Abstand 
von K kleiner als die eben angegebene Zahl 6 ist. Wir wollen zeigen, dab 
u(K’) > u(K)—e gilt. 

Nach Definition des Abstandes existiert zu jedem der k Punkte von K 
ein Punkt von K’ in einem Abstand <4 vom betreffenden Punkt von K. 
Die Menge dieser k (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Punkte 
von K’ heiBe E’. Wir bilden u(E’). Es sei o’ die Relation in 2’, zu 
welcher die Zahl «(E’) als Langeninhalt gehért. Nach der Definition des 
Langeninhaltes ist E’ hinsichtlich dieser Relation 0’ zusammenhingend. 
Wir erkliren nun eine Relation 9’ in der Menge E durch die Festsetzung, 
da8 fiir zwei verschiedene Punkte a und b von E die Beziehung ao’b 
dann und nur dann gilt, wenn fiir die beiden entsprechende: Punkte a’ 
und b’ von E’ entweder a’o’b’ oder a’= bd’ gilt. Da E’ hinsichtlich der 
Relation 9’ zusammenhangend ist, ist 2 hinsichtlich 9’ zusammenhangend. 
Wir bezeichnen mit «’(Z) den zu dieser Relation 0’ gehérigen Langen- 
inhalt von Z. Sind a und 6b zwei Punkte von £ und a’ und Bb’ die ent- 
sprechenden Punkte von E’, so folgt aus aa’<6, bb’<6 durch zwei- 
malige Anwendung der Dreiecksungleichung |a’b’—ab| < 26. Nun ent- 
halt die Menge E k Punkte, also a3—-) Punktepaare und daher héch- 


; 2 
stens cs ad Paare von Punkten, die hinsichtlich der Relation 9’ benach- 





bart sind. Fiir jedes solche Punktepaar unterscheidet sich der Abstand 
um héchstens 26 = Ce) vom Abstand des entsprechenden Punktepaares 
von £’. Es ist also «’(Z) um héchstens aot Fat 55 D =5 gréBer als 
u(B’), dh. es gilt u(Z’) >p'(E)—5. Nach Definition von (EZ) gilt, 


da £ hinsichtlich o’ zusammenhingend ist, yw’(Z)>n(B), also 





é 


u(B’) > w(B) — + Folglich gilt, wegen u (EZ) > w(K) — q die Beziehung 
u(B’) > w(K) —e, wie behauptet. 

Um die Definition des Langeninhaltes von Kontinua endlich noch auf 
beliebige (auch nicht zusammenhingende) eindimensionale kompakte Raume 
zu verallgemeinern, fiihren wir folgenden Hilfsbegriff ein: Ist M eine Teil- 
menge eines Raumes und £ eine endliche Teilmenge von M, so sagen wir, 
da8 £ hinsichtlich der Relation 9 von demselben Zusammenhang sei wie M, 
wenn zwei Punkte von E dann und nur dann einer hinsichtlich 9 zusammen- 
hangenden Teilmenge von E angehéren, falls die beiden Punkte in der- 





ur 
kh 


je 
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selben Komponente von M liegen. Wir bezeichnen nun, wenn eine Menge M 
und eine endliche Teilmenge E von M vorgegeben sind, mit «(Z, M) die 
kleinste Zahl, welche auftritt unter den Lingeninhalten von 2, die zu 
jenen Relationen gehéren, hinsichtlich welcher E denselben Zusammenhang 
hat wie M. Da eine Teilmenge Z einer zusammenhingenden Menge M 
dann und nur dann hinsichtlich der Relation 9 denselben Zusammenhang 
wie M hat, wenn £ hinsichtlich 9 zusammenhingend ist, so gilt, falls M 
speziell ein Kontinuum ist, fiir jede endliche Teilmenge Z von M die Be- 
ziehung u(E£, M) = «(Z) im Sinne der Definition von 8. 475. 


Wir erkliren nunmehr als Ldngeninhalt einer kompakten Menge M 
die Zahl 0.8. u(£, M) und bezeichnen dieselbe mit u(M). Fir Kontinua 


EcM 
stimmt auf Grund der ebenerwahnten Tatsache der so definierte Liangen- 
inhalt mit dem im vorigen Abschnitt eingefiihrten iiberein. 


Wiahrend der Langeninhalt im Bereiche der Kontinua, wie wir sahen, 
unterhalb stetig ist, gilt das Entsprechende im Bereiche der kompakten 
Mengen nicht. 

Wenn wir beispielsweise in der Ebene die Strecke M 0O<2<1, 
y= 0 betrachten, so gibt es in jedem noch so kleinen Abstand von dieser 
Strecke abgeschlossene Mengen (und sogar abgeschlossene eindimensionale 


Mengen, wenngleich natiirlich nicht Kontinua), deren Langeninhalte < 
: ‘ ‘ . , . _ 2% 2i+1 
sind. Bezeichnen wir mit M, die Summe der Strecken = <2 < ; 


== 2" 


(¢= 0, 1,...,2°-* —1}), y=, so hat jede Menge der Folge {M,} 





(n =1,2,... ad inf.) den Langeninhalt } und die Folge enthalt zu jedem 
e> 0 eine Menge in einem Abstand < e von der Menge M, deren Liangen- 
inhalt 1 ist. 


Die wichtigste Verallgemeinerung dieser Untersuchungen iiber den 
Langenbegriff ist natiirlich die auf héhere Dimensionen. Ist Z eine end- 
liche Menge, so kann £ auf endlichviele verschiedene Arten _,,trianguliert“ 
werden, d. h. zur Menge der Eckpunkte eines unberandeten Polyeders vom 
Zusammenhang der Kugeloberfliche gemacht werden. Ist EZ speziell als 
Teilmenge eines euklidischen Raumes oder allgemeiner eines Raumes mit 
zweidimensionaler Metrik (im Sinne der dritten metrischen Untersuchung, 
Math. Annalen 100) gegeben, so entspricht jeder dieser Triangulie- 
rungen ein Flacheninhalt. Mit »(#) wollen wir die kleinste dieser end- 
lichvielen Zahlen bezeichnen. Ich vermute dann in Verallgemeinerung der 
Ergebnisse dieses Aufsatzes folgenden Sachverhalt: Ist F eine konvexe 
geschlossene Fliche des R,, so ist ihr Flacheninhalt gleich der oberen 
Schranke der Zahlen g(Z£) fiir alle endlichen Teilmengen E von F. Ist F 
irgendeine geschlossene Flache, so ist ihr Flicheninhalt die obere Schranke 
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der Zahlen lim y(Z,) fiir alle F immer dichter erfiillenden Folgen {£,} 
von endlichen Mengen. Damit ist eine Definition des Flacheninhaltes ge- 
wonnen, welche 1. intrinsek ist, indem sie lediglich Punkte der zu messen- 
den Flache selbst in Betracht zieht, welche 2. rein metrisch ist, indem sie 
lediglich die den Punktetripeln der Flaiche zugeordneten Flacheninhalte, 
nicht aber Koordinatendarstellungen, Projektionen od. dgl. in Betracht 
zieht, und welche 3. verallgemeinerbar auf beliebige Dimensionen ist. Wie 
durch den Gedanken der g(Z) definierenden Minimaltriangulierung von £ 
die Schwierigkeiten iiberwunden werden, welche die bekannte Entdeckung 
von H. A. Schwarz fiir die Theorie des Flacheninhaltes mit sich brachte, ist klar. 


IL. Zur Theorie der Bogenkrimmung. 
1. Kriimmung dreier Punkte. 


Es liege ein metrischer Raum vor, d. h. eine Menge von Ele- 
menten (Punkte genannt), in der jedem Punktepaar p,q eine Zahl 
>0, wenn p+qg9 
PI= GP _ 0, wen p =e (der Abstand der Punkte p und q) zugeordnet 
ist, die fiir je drei Punkte p,q, r der Beziehung pg+qripr (Drei- 
ecksungleichung) geniigt. 
Wir ordnen je drei paarweise verschiedenen Punkten p, g, r des 
Raumes die Zahl 





Vipq+ar+rp) (pg+ar—rp) (pq—aqr+rp) (—pgtagr+rp) 
Pq-qr-rp 
zu und nennen diese Zahl die Kriimmung der drei Punkte p,g,r. Ihren 
reziproken Wert, die Zahl — a 
*(p,q,7) 


nennen diese Zahl den Kriimmungsradius der drei Punkte p, gq, r. 

Fiir je drei paarweise verschiedene Punkte p,q, r ist die so definierte 
Zahl x(p,q,r) reell und nichtnegativ. Denn der Nenner ist Produkt dreier 
positiver reeller Faktoren, von denen wegen der paarweisen Verschiedenheit 
der drei Punkte keiner verschwindet, und der Radikand im Zahler ist Pro- 
dukt von vier nichtnegativen reellen Faktoren (die Nichtnegativitaét der 
drei letzten Faktoren fiir je drei Punkte p,q, r ist offenbar mit der voraus- 
gesetzten Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir je drei Punkte des Raumes 
aquivalent und die des ersten Faktors ist evident). 

Es gilt fiir drei paarweise verschiedene Punkte p,qg,r die Beziehung 
x(p,q,r)=0 dann und nur dann, wenn einer der drei letzten Faktoren 
des Radikanden im Zahler verschwindet; dies ist aber in der Ausdrucks- 
weise der Konvexititstheorie dann und nur dann der Fall, wenn einer der 
drei Punkte Zwischenpunkt der beiden anderen ist. 





*(p,9q,7) = 


bezeichnen wir mit o(p,g,r) und 





~~ = kh OS 
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Ist der zugrunde liegende metrische Raum euklidisch, dann ist fiir je 
drei paarweise verschiedene Punkte p,g,r die Zahl o(p, q, r) gleich der 
Lange des Radius des den drei Punkten umgeschriebenen Kreises. Und es 
ist in diesem Falle die Zahl x(p,g,r) dann. und nur dann =0, wenn 
die drei Punkte p,q,r auf einer Geraden liegen. 


2. Kriimmung eines Bogens. 


Die Kriimmung x(p,q,1r) ist eine auf der Menge der Punktetripel 
definierte reelle Funktion (dabei verstehen wir unter Punktetripel hier und 
im folgenden stets Tripel von paarweise verschiedenen Punkten). Ist nun 
M eine Teilmenge, p ein Punkt eines metrischen Raumes und n eine natiir- 
liche Zahl, so bezeichnen wir die obere bzw. untere Schranke der Kriim- 


mungen aller Punktetripel der Menge M, die in U(, $4 liegen, mit 
pe g P3 =) g' 


x\p; M; =) bzw. mit x(p; M; =): Wir setzen ferner 
lim sup % (p; M; -) =x(p;M), lim infx (p; M; *) = x(p; M) 


und nennen diese Zahlen die obere bzw. untere Kriimmung der Menge M 
im Punkt p. Wenn fiir einen Punkt p die Beziehung x (p; M) = x(p; M) 
gilt, dann bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert mit x(p; M) und 
nennen ihn die Kriimmung der Menge M im Punkte p. 


Wir sagen also (dieser Definition zufolge), die Menge M besitze im 
Punkte m die Kriimmung x, wo x eine nichtnegative endliche Zahl ist, 
wenn zu jedem e¢>0O ein 6>0 existiert, so da fiir je drei paarweise 
verschiedene Punkte p,q, r der Menge M, die von m einen Abstand < 6 
haben, die Beziehung | x (p,q, r) — «|< e gilt. Und wir sagen, die Menge M 
besitze im Punkte m die Kriimmung oo, wenn zu jeder noch so grofen 
positiven Zahl 9 ein 56> 0 existiert, so daB fiir je drei Punkte p, g.r 
der Menge M, die von m einen Abstand <6 haben, die Beziehung gilt 
x(p,q,7r)> 0. 


~ 


Wenn M ein Bogen ist, so ist klar, wie die Begriffe rechtsseitige (bzw. 
linksseitige) obere und untere Kriimmung zu definieren sind. Ist B 
ein (durch zweimal differenzierbare Parameterfunktionen gegebener) Teil- 
bogen eines euklidischen Raumes, der in seinem Punkte p eine Kriim- 
mung im klassischen Sinne der Differentialgeometrie besitzt, dann besitzt, 
wie die Analyse der klassischen Kriimmungsdefinition unmittelbar ergibt, 
der Bogen in diesem Punkte offenbar auch eine Kriimmung im Sinne der 
obigen Definition, und zwar stimmt dieselbe mit der Kriimmung im klassi- 
schen Sinne iiberein. 

Mathematische Annalen. 103. 32 
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Betrachten wir beispielsweise einen Bogen B eines euklidischen Raumes, 
welcher Summe zweier Strecken ist, ohne selbst mit einer Strecke kon- 
gruent zu sein (welcher also Summe zweier eine Ecke bildenden Strecken 
ist), dann ist die Kriimmung in jedem von der Ecke verschiedenen Punkte 
des Bogens = 0. In der Ecke besitzt B eine verschwindende rechtsseitige 
und linksseitige Krimmung, denn fiir je drei auf einer Seite der Ecke ge- 
legene Punkte des Bogens verschwindet die Kriimmung. Die untere Kriim- 
mung des Bogens in der Ecke ist also = (0. Die obere Kriimmung in der 
Ecke ist aber = co. Denn es gibt in beliebig kleiner Nachbarschaft der 
Ecke Punktetripel, deren Kriimmung eine beliebig vorgelegte Zahl iiber- 
steigt. Eine Kriimmung besitzt also B in der Ecke nicht. 


3. Ungekriimmte, aber nicht gerade Bogen. 


In der zweiten Untersuchung iiber allgemeine Metrik wurde (in metrischer 
Prazisierung eines topologischen Satzes von Biedermann) bewiesen: Damit 
ein Bogen gerade (d. h. kongruent mit einer Strecke) sei, ist notwendig 
und hinreichend, da8 fiir je drei Punkte p,g,r von B die Beziehung gilt 


D(p,q,7r)=9, 
wobei 
0 1 1 1 
_|1 0 (pq)? (pr)* 
Pip.ary=|, (pq)®> © (qr)? 


ne 


| (pr)* (gr)* 0 
=(pg+qr+rp)-(pg+ar—rp)-(pq—aqr+rp)-(—pq+ar+rp) 
bedeutet. Da in dieser Schreibweise fiir jedes Punktetripel 


YD (p,4q,7) 


x(p, q> r) = Pqd-qr-rTp 


gilt, wobei der Nenner sicherlich nicht verschwindet, so kann dieses Er- 
gebnis offenbar auch dahin ausgesprochen werden, daf ein Teilbogen eines 
beliebigen metrischen Raumes dann und nur dann gerade ist, wenn fiir 
je drei seiner Punkte die Kriimmung verschwindet, d. h. x(p,q,r)=0 gilt. 

Dieser Umstand dringt die Frage auf, ob nicht die mit der Strecke 
kongruenten Bogen neben dieser Kennzeichnung ,im grofen“ auch eine 
entsprechende Kennzeichnung ,tm kleinen“ gestatten durch den Satz; 
Damit ein Bogen gerade sei, ist notwendig und hinreichend, daB er in 
jedem seiner Punkte die Kriimmung Null besitze? Unter den Teilbogen 
euklidischer Raume sind ja die Strecken tatsichlich dadurch gekennzeichnet, 
da8 ihre Kriimmung im klassischen Sinne fiir jeden Punkt = 0 ist 





rr 
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Fiir Teilbogen beliebiger (nicht notwendig euklidischer) metrischer 
Raume ist indes die eben aufgeworfene Frage zu verneinen. Wir geben im 
folgenden einen metrischen Raum an, welcher ein Bogen ist, der in jedem 
seiner Punkte die Kriimmung Null besitzt und dennoch nicht mit einer 
Strecke kongruent ist. 

Der betrachtete Bogen B sei topologisch auf das abgeschlossene In- 
tervall [— 1; 1] abgebildet, so daB also jeder Punkt von B durch eine Zahl 
dieses Intervalles gekennzeichnet ist. Als Abstand der Punkte xz und y sei 
erklart die Zahl 

|e—y|, wenn sign x = sign y, (*) 
ae {ia +|y|—2*-y®, wenn sign z +signy. (**) 

Dabei ordnen wir der Zahl 0 sowohl das Signum + als auch das 
Signum — zu, so daB also vermége jeder der Vorschriften (*) und (**) 
r(x, 0)=|2| fiir jedes x gilt. 

Wir behaupten vor allem: Vermége dieser Abstandsdefinition ist B 
ein metrischer Rdum. 

In der Tat gilt offenbar fiir je zwei Punkte x und y von B die Be- 
ziehung r(z,y)=—r(y,2). Sind 2 und y zwei verschiedene Punkte, so 
gilt r(z,y)>0, wahrend fiir jeden Punkt x die Beziehung r(z, x) = 0 
gilt. Es bleibt also noch die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung 

r(z,y)+r(y,2) Sr(z, 2) 
fiir je drei Punkte x, y, z zu erweisen. 

Wenn sign x = sign y = signz gilt, so ist diese Beziehung offenbar 
erfiillt, denn die beiden Teilbogen von B, bestehend aus den Strecken 
[—1,0] und [0,1], sind vermége (*) mit einer Strecke kongruent. Es 
ist also die Dreiecksungleichung noch zu erweisen fiir den Fall, daB zwei 
von den drei Punkten x, y, z dasselbe und der dritte ein verschiedenes 
Vorzeichen besitzen. Da z und z symmetrisch in die zu beweisende Be- 
ziehung eingehen se geniigt es, die Fille zu untersuchen: 

1. sign 2 = sign y + sign z; 

2. sign 2 = sign z + sign y. 

Im Falle 1 lautet die zu beweisende Beziehung 
(t) |e — y|+ly|+]2|—y*%2* j|2| + |z|— 22" 
oder 

|e —y|=>|2|—|y|+2*(y*?— 2°). 

Wenn a) |z|<|y| gilt, dann ist |y|—|x|—|2—y]|. Also lautet 
die zu beweisende Beziehung 2(|y|—|z|)>z*(y*—2*). Nun gilt, weil 
xz, y und z dem Intervall [—1, 1] entnommen sind, 

222*%(\y{+ |z|), 
32* 
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woraus durch Multiplikation mit der positiven Zahl |y|—|z!| die zu be- 
weisende Beziehung folgt. 

Wenn b) |z|>|{y!| gilt, dann ist |x —y|=—|z|—|y|; also lautet 
die zu beweisende Beziehung 


|z|—|y] ]\2| —|y| +2*(y* — 2?) 

und dies ist richtig, da wegen Annahme b) y* — x* < 0 ist. 

Im Falle 2 lautet die zu beweisende Beziehung 
(tt) jz] +|y|—2*y*+|y| +]2|—y*2*S|2—2|, 
und da |x — z| < |z| + |2| ist, so ist (ff) erfiillt, falls 2|y| — y*(a*+2?)>0 
gilt. Dies ist aber wegen 2*-+ z*< 2 und y* <|y| tatsichlich richtig. 

Der Bogen B ist also ein metrischer Raum. 

Wir behaupten weiter: B hat in jedem Punkt die Kriimmung 0. Fiir 
jeden vom Punkte 0 verschiedenen Punkt ist dies evident, denn wenn 
z+0, so ist die Umgebung des Punktes x, bestehend aus allen Punkten 


von B, die vom Punkte z einen Abstand < lal haben, mit einer Strecke 


kongruent. Es ist also nur nachzuweisen, daS B im Punkte 0 die Kriim- 
mung 0 besitzt, m.a.W. es ist zu zeigen: Ist «> eine vorgelegte Zahl, 
so gilt fiir je drei Punkte x, y, z, fiir die |x|, \y|, |z| hinldnglich klein 
sind, die Beziehung x(x, y,z)<e. 

Da fiir den Fall, daB sign 2 = sign y = sign z gilt, sicherlich x (x, y,z) =0 
ist (weil dann z, y, z kongruent mit drei Punkten einer Strecke sind), 
so geniigt es, etwa jene Tripel von Punkten zu untersuchen, fiir die 
‘sign x = sign y + signz gilt, wobei noch |z|<|y| angenommen werden 
kann. Es ist dann 

x(z,y,z)= 





e Vi2\y| +2 |z| —2*(z*+ y*)]-[2 |y| —2 |x] + 2? (x*— y*)]- [22 (y?— x*)]-[2 |x] + 2 1z| — 2? (22+ y?)] 





(ly| —|2z|)-Cly| + lz] — y*®2z*)-(|2| + |2z| —2*2*) 


Mit Riicksicht auf |x| <|y| vergréBern wir den Zahler dieses Bruches, 
indem wir den ersten Faktor unter dem Wurzelzeichen durch 2(|y| + |z)), 
den zweiten durch 2(|y| —|2z|) und den letzten durch 2 (|2| + |z| — 2*z*) 
ersetzen. Wir erhalten hierdurch 








(x,y, 2) < V8 (iy! + l2|)-Cy} — |[2[)-2*-(y* — 2*)-(|2| + |2| — 2*2*) 


Indem wir im Zahler y* — x* durch (|y| + |2])-(|y| — ||) ersetzen und 
Zahler und Nenner durch |y| —|z| und den letzten Faktor des Zahlers 
dividieren, erhalten wir - . 


x(x, y, 2) < lool + Tef)-2*- 2] + Iv) 








= Vjzi + lz|—282*-(y| + )2| —y%2*) 








eaeaeod&cee#kbeée, oft 
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Wir vergréBern diesen Ausdruck, indem wir den letzten Faktor des Zahlers 
durch 2|\y| ersetzen. Da ferner |x| > 2x*z*, |y| > y*z?, |z| >y*z* gilt, 
so verkleinern wir den Nenner, indem wir den ersten Faktor durch Viz| ersetzen, 
und den zweiten Faktor, welcher = ¥(|y|-+ |z| — y?z*)-(jy| +|2| — y?z*) 
geschrieben werden kann, durch j|y|-|z| ersetzen. Wir erhalten, wenn wir 
nach diesen VergréBerungen des Bruches Zahler und Nenner durch /2?-| y| 
dividieren, die Beziehung 


x(x, y,%) S4)\y|+|2|- 
Aus diesem Ergebnis folgt: Ist ¢ irgendeine Zahl >0 und <1 und 





sind y und z ihrem Betrage nach so klein, daB |y| + |z| <i ist, dann 


gilt x(z,y,z)<e. Insbesondere folgt hieraus: Ist ¢ irgendeine gegebene 
Zahl >0O und <1, so ist fiir je drei Punkte z, y,z von B, deren drei 


e? 


Betrage simtlich < 35 sind, die Kriimmung <e. Damit ist bewiesen, 


daB B im Punkte 0, also in jedem Punkte, die Kriimmung 0 besitzt. 

Wir behaupten schlieBlich, daf B nicht mit einer Strecke kongruent 
ist. In der Tat, B enthalt drei Punkte, namlich die Punkte —1,0,1, die 
zu je zwei voneinander den Abstand 1 haben. Diese drei Punkte sind aber 
nicht mit drei Punkten einer Geraden kongruent. 


Der konstruierte Bogen B ist also ungekriimmt, aber nicht gerade, 
wie behauptet. 


4. Ein Lemma iiber euklidische Raume. 


Wenn unter den Teilbogen euklidischer Raiume die Strecken durch 
iiberall verschwindende Kriimmung gekennzeichnet sind, so mu dies den 
vorangehenden Ausfiihrungen zufolge eine Konsequenz besonderer metrischer 
Eigenschaften euklidischer Raume sein. Der klassische differentialgeome- 
trische Beweis fiir die Charakterisierung der Geraden durch Ungekriimmt- 
heit, welcher darauf beruht, daB die zum Vergleich zugelassenen Bogen 
mit Hilfe eines Koordinatensystems arithmetisch-analytisch gegeben werden, 
die Kriimmung durch einen Differentialausdruck dargestellt wird und die 
gesuchten Kurven verschwindender Kriimmung durch Integration einer 
Differentialgleichung gewonnen werden, — dieser Beweis la8t infolge seiner 
Basierung auf den Koordinatenbegriff die erwihnten metrischen Eigen- 
schaften euklidischer Raume nicht erkennen. Es ist daher vielleicht 
nicht iiberfliissig, fiir die hinsichtlich euklidischer Raume altbekannte 
Tatsache der Kennzeichnung der Geraden durch Ungekriimmtheit einen 
den Koordinatenbegriff nicht verwendenden rein metrischen Beweis zu 
erbringen. 
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Wir beginnen mit folgendem 

Lemma. Voraussetzungen: Es seien n Punkte p,, p,,.--, P, eines 
euklidischen Raumes R gegeben und ebenso viele Punkte p;, p’,..., p’ in 
der Ebene, welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1. PPi.,=P, Pia, (€=1,2,....8—1). 

2. Pi PisgSPiPing ($= 1,2,....0—2). 

83. Der Streckenzug p/p)... p,_,p’ p, ist ein geschlossenes konvexes 
Polygon. 

Behauptung: Es gilt pip’ < p, p,. 

Ich bringe im folgenden einen im wesentlichen von Gustav Bergmann 
stammenden Beweis dieses Lemmas. 

Die Behauptung ist trivial fiir n 3. Denn die Behauptung p/p} <p, p, 
ist in diesem Fall schon durch die Voraussetzung 2 erfiillt. 

Wir machen also fiir irgendeine natiirliche Zahl & die (fiir n=3 
eben bewiesene) Annahme 

A;. Sind k Punkte eines euklidischen Raumes und ebenso viele Punkte 
der Ebene gegeben, welche den Bedingungen 1, 2, 3 geniigen, so gilt 


P,P, SP, P,- 


Das Lemma ist durch vollstandige Induktion bewiesen, wenn wir auf Grund 
der Annahme A, die Giiltigkeit der Annahme A,, , herleiten. 

Es seien zu diesem Zwecke k-+-1 Punkte p,, p,,..-, Py, P,,, eines 
euklidischen Raumes und k-+ 1 entsprechende Punkte te P, ‘ Pree 
gegeben, welche den Bedingungen 1, 2, 3 geniigen. Wir haben nachzuweisen 


P; Pigs SP Pyar: 


Wir drehen die Strecke p{p; um den Punkt p; so lange, bis pj zum 
ersten Male in einen Punkt gelangt (derselbe heiBe p/’), dessen Abstand 
von p; gleich dem Abstand p, p,(> p{p;) ist. Dann gilt 

Pi Ps = PiP2=PrP2> PL P3=PiPs> Pi Piss > PiPL 4s: 
Die letztere Beziehung entnimmt man einem Vergleich der beiden Drei- 
ecke pi, pz, P,,, und p,’, pj, p,,,- (Die in pj zusammenstoBenden Seiten 
sind in beiden Dreiecken gleich. Der Winkel bei p; ist im zweiten Dreieck 
groBer.) Da x pip; py < 180°, ist der Streckenzug p/p, pj... pi,,p; ein 
geschlossenes konvexes Polygon. 

Nun drehen wir das Dreieck p/’p;p; um den Punkt p; so lange, bis 
der Punkt p; zum erstenmal in einen Punkt gelangt (derselbe heiBe p;’), 
dessen Abstand von p{ gleich dem Abstand p, p,(> pi p{) ist. Der Punkt, 
in den :p;’ bei dieser Drehung iibergeht, mége p{” heiBen. Da p!’ p; pj < 180°, 
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ist der Streckenzug p{” pi’ pj p; --. p,,, P;" ein geschlossenes konvexes Poly- 
gon. Es gilt ferner 


wt ow ’ ” , ”“ , 


Pi Po = Pi Pa = P,P,» =P, PS = PL PS= Pi Ps, Ps Py = Ps Py = Da Py» 


” ft wm 


Po Pg = PaPy; PsP, = Py Py, Py Pron S Pt Pras: 


Die letzte dieser Beziehungen entnimmt man einem Vergleich der beiden 
Dreiecke pj’, pj, Py, und pi”, pj, p,,,- Aus den fiinf ersten Beziehungen 
folgt, daB das raumliche Tetraeder y,, p,, p,, p, und das ebene p”, p,’, p;, pi 
alle Kanten, ausgenommen héchstens p,p,, gleich haben. Wegen der Kon- 
vexitaét des Viereckes pj”, p;’, p;, p, folgt daraus p/” pi < p,p,. Fiir die 
k Punkte p,, 95, P,,---»P,4, des Raumes und die k Punkte p{”, p;, pj, .-., Piss 
der Ebene sind also die drei Bedingungen des Lemmas erfiillt, so daB 


“" 


aus der Annahme A, die Ungleichung pi" p,,,< 7,p,,, folgt. Wegen 


PY Phar S Pi Pirie P; P,,, folgt hieraus die Behauptung PPh as S Pr Pass: 
Damit ist das Lemma bewiesen. 


5. Uber 2 - Gitter. 


Wir werden noch von folgender Begrifisbildung Gebrauch machen: 
Eine aus n-+-1 Punkten bestehende Teilmenge G des Bogens B zwischen 
den Punkten a und c heiBe ein n-Gitter von B, wenn folgendes gilt: Die 
Punkte von G@ lassen sich derart anordnen und mit },, b,, ..., 6, be- 
zeichnen, daB a= b,, c= b, gilt und je zwei konsekutive Punkte b, und 
b,,, fir ¢=0,1,...,2—1 einen und denselben Abstand haben. Offen- 
har gilt der 


Satz. Ist B ein vorgelegter Bogen und n eine natiirliche Zahl, so 
existiert ein n-Gitter von B. 

Sei naimlich ein Bogen B und eine natiirliche Zahl n vorgelegt und 
iiberdies eine reelle Zahl «>0 gegeben. Wir setzen },(¢)—=a und be- 
zeichnen, wenn fiir eine natiirliche Zahl k (0 k<m) der Punkt 5b,(e) 
bereits definiert ist, mit 5,,,(¢) den ersten Punkt, welchen man auf B 
von b,(e) nach ¢ laufend im Abstand e von b,(e) antrifft. Es sind dann 
zwei Fille méglich: entweder ein Punkt b.(e) von B existiert oder dies 
ist nicht der Fall. Der zweite Fall liegt offenbar dann vor, wenn fiir ein 
k<n auf B zwischen dem Punkt b,(¢) und ¢ kein Punkt im Abstand « 
von 6, (e) existiert, dh. wenn fiir ein k< n der Abstand von 6b,(«) und c 
kleiner als ¢ ist. 

Wir nehmen nun eine Einteilung der reellen Zahlen in zwei Klassen 
vor, indem wir eine reelle Zahl ¢« in die Unterklasse bzw. in die Oberklasse 
werfen, je nachdem fiir sie der erste bzw. der zweite angefiihrte Fall vor- 
liegt. Man bestatigt miihelos, daB die so definierte Einteilung der reellen 
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Zahlen ein Dedekindscher Schnitt ist, und daB, wenn 1(n) die den Schnitt 
erzeugende reelle Zahl bezeichnet, der Punkt 6 (/(n))=c ist. Daraus 
folgt unmittelbar, daB zu jedem n fiir die solcherart definierte Zahl 1(n) 
die n-+-1 Punkte b,(l(n)) (¢=0,1,...,n) ein n-Gitter in B bilden, 
womit die behauptete Existenz von n-Gittern erwiesen ist. 


6. Die Strecke unter den euklidischen Bogen von endlicher Lange. 


Damit ein Bogen B eines euklidischen Raumes eine Strecke sei, ist 
notwendig und hinreichend, daf B in jedem seiner Punkte die Kriimmung 0 
besttze. 

Die Notwendigkeit der Bedingung ist evident. DaB sie auch hinreichend 
sei, beweisen wir zunichst fiir den Fall der Bogen mit endlicher Lange. 

Es sei irgendein Bogen B zwischen zwei Punkten a und c vorgelegt, 
dessen Lange endlich, etwa =—/, ist. Wir geben eine natiirliche Zahl n 
vor und bilden ein n-Gitter von B, bestehend aus den Punkten 
bo, by, ..., bf, wobei also (der Definition eines n-Gitters zufolge) bs =a, 
b; = c gilt und je zwei aufeinanderfolgende Punkte des Gitters einen und 
denselben Abstand voneinander haben. Derselbe mége etwa I(n) heifben, 
d. h. es gelte b/b?,,;=—I(n), (¢=0,1,...,n—1). 

Wir bilden nun fiir je drei aufeinanderfolgende Punkte des n-Gitters 
den Kriimmungsradius und bezeichnen mit o(n) die kleinste dieser endlich- 
vielen Zahlen, setzen also 


o(n) = Min 0(b;", b',1, bi, 2) (¢ = 0, 1,...,%— 2). 


Wir betrachten sodann in der Ebene eine Kreislinie K mit dem Radius o(n), 
deren Zentrum p heiBen mége. Wir tragen auf K n-+-1 Punkte p”, p’,..., p™ 
auf, so dab p*p" .—I(n) gilt. 

Es liegen dann also n+1 Punkte bj, by’, ..., bf eines euklidischen 
Raumes und ebenso viele Punkte p*, p®, ..., p® vor, so daB die Beziehung gilt 


(1) P; P, = 67 be (¢ =0,1,...,n—1). 


i+1 
Ferner gilt fiir je drei aufeinanderfolgende Punkte p?, p™,, p", mit 
Riicksicht auf die Definition von o(n) 
0 (i's Piss» Prise) Se (b/s Bi,4> Bi.) » 
also gilt wegen (1) 
(2) S Piet & Sic (¢=0,1,...,n—2). 


Als Abstand der Punkte p* und p® ergibt sich ferner offenbar 





(*) Py P,, = 20(n) -sin in - aresin | ; 
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Wir machen nun iiber den Bogen B die Voraussetzung, daf er in 
jedem seiner Punkte die Kriimmung 0 (also den Kriimmungsradius co) 
besttze, und behaupten unter dieser Voraussetzung: Wenn wir ein n-Gitter 


von B fiir jede der Zahlen n =1, 2,... ad inf. und fiir jedes natiirliche n 
die Zahl o(n) bilden, so gilt 
P) lim 9(n) = cc. 


Wire namlich diese Behauptung unrichtig, so existierte eine reelle Zahl R 
und eine Zahlenfolge {k,} (n=1,2,... ad inf), so daB o(k,)<R 
(n =1,2,... ad inf.) ware. Auf Grund der Definition von o(n) gibe es 
also im k,-Gitter von B ein Tripel 7;, von aufeinanderfolgenden Punkten, 
fiir welche der Kriimmungsradius < R ware. Nun haben je zwei auf- 
einanderfolgende Punkte des k,-Gitters den Abstand [(k,), und es besitzt 
daher jedes Tripel von aufeinanderfolgenden Punkten des k,,-Gitters einen 
Durchmesser < 2-1(k,). Der Durchmesser von 7;,,, ist demnach < 2-1(k,). 
Da fiir jedes n das n-Gitter G, eine endliche Teilmenge des Bogens B 
ist, fiir welche in der Symbolik von Abschnitt 1 des ersten Kapitels dieser 
Arbeit die Beziehung 1(G,, B)=n-I(n) gilt, so gilt fiir jedes n 
(**) n-I(n) Sl, 
demnach Jim l(n)=0. Also konvergieren die Durchmesser der Tripel 7,,, 
mit wachsendem n gegen Null. Wegen der Kompaktheit von B existiert 
daher ein Punkt p von B, fiir welchen sich in jeder Umgebung ein Tripel 
der Folge {7;,,} befindet; d.h. es existiert ein Punkt p von B, fiir welchen 
in jeder Umgebung Punktetripel mit Kriimmungsradien < FR sich befinden. 
Dann kann aber B in diesem Punkte p nicht die Kriimmung 0 (d. h. den 
Kriimmungsradius oo) besitzen, im Widerspruch zur Voraussetzung, dab 
B in jedem Punkte verschwindende Kriimmung besitzt. Die Annahme von 
der Ungiiltigkeit der Beziehung (**) fiihrt somit zu einem Widerspruch, 
womit (**) bewiesen ist. 

Mit Riicksicht auf (*) und (**) gilt 


lim n- arcsin i 
n= © 2o(n) 





Fiir jedes hinreichend groBe n ist also 

nm - arc sin =~ Feta} s2, 
d. h. fiir jedes hinreichend grobe n mi die Punkte p*, p,..., p® auf 
einer Halbkreislinie und bestimmen daher einen geschlossenen konvexen 
Streckenzug. Damit ist, wenn n hinreichend groB ist, fiir die Punkte 
b*, b®, ..., 6 und die entsprechenden Punkte der Ebene p;, p!’, ..., p,. 
neben den Voraussetzungen 1 und 2 auch die Voraussetzung 3 des Lemmas 
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von 8. 486 erfiillt. Die Anwendung dieses Lemmas ergibt daher fiir alle 
hinreichend groBen n die Beziehung b°b">p*p”, also, da fiir jedes n 


die Beziehungen b* =a, b” =c bestehen, ac>p; p,", und daher wegen (*) 


ac > 20(n)-sin in - arcsin a] . 


Nun gilt mit Riicksicht auf (**) und auf die aus (***) sich ergebende 
Beziehung jim n -U(n)=1 





I(n) J 

ecm] —! 

also ist ac>I/. Da der Abstand der sickens eines Bogens unméglich 
gréBer sein kann als die Lange des betreffenden Bogens, so muB in der 
letzteren Beziehung das Gleichheitszeichen gelten, und wir haben also fest- 
gestellt : 

Fiir einen Bogen von endlicher Linge, der in jedem Punkte die 
Kriimmung 0 besitzt, ist der Abstand der Endpunkte gleich der Linge. 
Ein solcher Bogen ist also, da die Strecke der einzige Bogen ist, fiir 
welchen Lange und Abstand der Endpunkte iibereinstimmen, eine Strecke. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 





jim 20(m) - sin [n Arcsin 5 


7. Die Strecken unter den euklidischen Bogen iiberhaupt. 


Die Beschrinkung auf Bogen endlicher Lange kann bei der Kenn- 
zeichnung der Strecken unter den Bogen durch iiberall verschwindende 
Kriimmung fallen gelassen werden, da, wie wir nun zeigen werden, eukli- 
dische Bogen von unendlicher Lange mit iiberall verschwindender Kriim- 
mung nicht existieren, mithin jeder euklidische Bogen iiberall verschwin- 
dender Kriimmung von selbst eine endliche Linge hat und mit einer 
Strecke kongruent ist. 

Sei B ein euklidischer Bogen von unendlicher Lange. Wir machen 
die Annahme, da8 die Kriimmung von B in jedem Punkt verschwinde, 
und leiten aus dieser Annahme einen Widerspruch her. Wir geben wieder 
eine natiirliche Zahl n vor, bilden ein n-Gitter by, b/,..., 6, von B, 
dessen konsekutive Punkte den Abstand /(n) haben mégen. Wir setzen 
wieder o(n) gleich dem kleinsten Kriimmungsradius von drei aufeinander- 
folgenden Punkten des n-Gitters, betrachten eine Kreislinie der Ebene mit 
dem Radius g(m) und tragen auf ihr n-+1 Punkte p*, p?,...,p” auf, 
von denen je zwei aufeinanderfolgende den Abstand /(n) haben. Der Ab- 


stand des ersten und letzten dieser ey ist 20(m)-sin [ n- are sin re: 


<a gilt, m,—n, und falls 





Wir setzen nun, falls n- arc sin 5 


I(n) 
2e(n) 





Tele) = 
at) 


y-are sin 





<2 <(» +1)-aresin 5 





gilt, wo y< n ist, m,=yv. Wir 


n) 
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betrachten sodann fiir jedes mn den Punkt p® auf der Kreislinie und den 
entsprechenden Punkt b,, des n-Gitters von B. Die Anwendung des 
Lemmas von §. 486, welche méglich ist wegen der Wahl von m,, der 
mifolge die Punkte pj,..., pm sicherlich einen konvexen Stecchunsng 
bilden, ergibt 


(*) bF = Po Pina 
Nun ist, wie man leicht bestiatigt, lim DP; P= CO, woraus wegen (*) 


folgt, daB der Bogen B Punktepaare von beliebig groBem Abstand ent- 
halt. Dies ist wegen der Kompaktheit von B unméglich. Die Annahme 
hat also zu einem Widerspruch gefiihrt, womit die eingangs erwahnte Be- 
hauptung bewiesen ist. 


8. Ausblicke. 


Nachdem wir in den vorangehenden Abschnitten einen rein metrischen 
Beweis fiir die Kennzeichnung der Strecken unter den euklidischen Bogen 
durch Ungekriimmtheit gegeben haben, wenden wir uns der im Abschnitt 4 
formulierten Frage nach den diese Kennzeichnung gewahrleistenden metri- 
schen Eigenschaften euklidischer Raume zu. Eine Analyse der durch- 
gefiihrten Uberlegungen ergibt vor allem, daB die Euklidizitat des Raumes 
lediglich durch die Verwendung des Lemmas von Abschnitt 4 in den Be- 
weis eingeht. In einem metrischen Raum, fiir welchen (so wie fiir eukli- 
dische Raume) dieses Lemma giiltig ist, sind also die mit Strecken kon- 
gruenten Bogen durch Ungekriimmtheit gekennzeichnet. 

Welche Eigenschaften euklidischer Raume wurden nun zum Beweise 
dieses Lemmas herangezogen? Es geht in den Beweis der Begriff des 
Winkels ein, welcher in metrischen Raumen im allgemeinen nicht definiert 
ist. Die rein metrische Begriindung der Lehre ven den Winkeln wird 
Gegenstand einer der folgenden Untersuchungen ‘tiber allgemeine Metrik 
sein. Hier sei blo8 als Ergebnis einer Analyse des Beweises des Lemmas 
erwihnt, daB zu seiner Giiltigkeit lediglich Beziehungen zwischen den 
euklidischen Punkteguadrupeln erforderlich sind. Ist in einer Menge ein 
Abstand definiert, d. h. je zwei Punkten p und g eine Zahl pg=qp< 0 
fiir p+q und =0 fiir p = q zugeordnet, so ist, damit durch die Formel 
von Abschnitt 1 dieses Kapitels eine (reelle) Kriimmung erklart werden 
kénne, die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung maBgebend, welche die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB je drei Punkte der 
Menge mit drei Punkten eines euklidischen Raumes kongruent seien. Da- 
mit unter den Bogen des Raumes die mit einer Strecke kongruenten durch 
verschwindende Kriimmung gekennzeichnet seien, ist die Giiltigkeit des 
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Lemmas hinreichend, welches dadurch gewihrleistet wird, dab je vier Punkte 
des Raumes kongruent mit vier Punkten eines euklidischen Raumes sind. 
Bereichnen wir fiir k Punkte p,, p,,...,p, mit D(p,, p.,.--,p,) die 
Determinante 

| _ ae 

11 (p, P;) 
so sind drei Punkte p,, p,, p, mit drei Punkten eines euklidischen Raumes 
(und zwar einer Ebene) dann und nur dann kongruent, wenn D(p,, p,, Ps) = 9 
gilt, und es sind vier Punkte p,, p,, p,, p, eines metrischen Raumes dann 
und nur dann mit vier Punkten eines euklidischen Raumes (und zwar 
eines R,) kongruent, wenn D (p,, p,, Py, P,) = 0 gilt. (Vgl. die zweite Unter- 
suchung iiber allgemeine Metrik, Math. Annalen 100.) 

Es sei endlich zum Abschlu8 darauf hingewiesen, daB auch zahlreiche 
andere Probleme der Differentialgeometrie der Kurven mit Hilfe der im 
Vorangehenden entwickelten Methoden eine allgemeine, von Differenzierbar- 
keitsvoraussetzungen freie metrische Behandlung gestatten, insbesondere jene 
Fragen, welche sich auf Kurven konstanter Kriimmung beziehen. 


e (¢,j m1, 2,..., 8), 


Ill, Zur Theorie der geoditischen Bogen. 
1. Die Existenz geoditischer Bogen in metrischen Raumen. 


Es seien zwei Punkte a und c¢ eines metrischen Raumes vorgelegt, 
welche durch mindestens einen Bogen von endlicher Lange verbunden sind. 
Wir bezeichnen mit y(a,c) die untere Schranke der Langen aller a und c 
verbindenden Bogen des Raumes, nennen diese Zahl den geoddtischen Ab- 
stand der Punkte a und c und bezeichnen jeden a und ¢ verbindenden 
Bogen, dessen Lange = y(ac) ist, als einen geoddtischen Bogen zwischen 
a und c. Wir behaupten: 

Zu je zwei Punkten eines kompakten metrischen Raumes, welche 
durch einen Bogen endlicher Lange verbunden sind, existiert ein sie ver- 
bindender geoddtischer Bogen, mit andern Worten in einem kompakten 
Raum wird die untere Schranke der Langen aller zwei Punkte verbinden- 
der Bogen von einem Bogen tatsichlich erreicht. 

Zu dem im wesentlichen nach Hilberts Methode erfolgenden Beweise 
geben wir zwei Punkte a und c eines kompakten Raumes R vor und 
setzen der Kiirze halber y(a,c)=y. Um einen a und ec verbindenden 
Bogen der Lange y zu konstruieren, wahlen wir vor allem eine Folge { B,} 
(n =1,2,... ad inf.) von @ und ¢ verbindenden Bogen, deren Lingen 
gegen y konvergieren. Dabei kénnen wir annehmen, daB die Linge von B, 


fiir jedes natiirliche n der Beziehung geniigt y <1(B,) << y + -. 
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Es sei b, ein Punkt von B,. Wenn das Verhiltnis der Linge des 
durch 6, bestimmten Bogenabschnittes zwischen a und 6, zur Linge von 
B,, gleich der reellen Zahl r ist (0<r<1), und folglich das Verhiltnis 
der Lange des Bogenabschnittes zwischen 6, und c zur Lange von B, 
gleich 1 —r ist, — dann bezeichnen wir den Punkt 5, mit b,(r). 


Wir betrachten nun die Punkte b,(3) (n=1,2,... ad inf.). Wegen 
der Kompaktheit des Raumes existiert ein Punkt 6(}) des Raumes, fiir 
welchen in jeder Umgebung fiir unendlichviele natiirliche Zahlen n ein 
Punkt b, (3) liegt. Es existiert also eine Teilfolge der Folge {B,}, die wir 
mit {B,} (n=1,2,... adinf.) bezeichnen wollen, so daB die Mittel- 
punkte b, (4) von By, gegen b() konvergieren. 


Angenommen, es seien bereits den Zahlen ¥e (i1<k<2”—1) Punkte 


b(s) zugeordnet und eine Teilfolge {B;'} (n = 1, 2,..., ad inf.) von {B,} 
bestimmt derart, daB in jeder Umgebung jedes der Punkte b( sm) 
(1<&<2"—1) fiir unendlichviele n die Punkte b;"(gx) (n=1,2, ... ad inf) 
liegen, wo b,"(r) jenen Punkt von B.” bezeichnet, fiir welchen die Lange 
des zwischen ihm und a eingeschlossenen Abschnittes von B," zur Lange 
des ganzen Bogens B,” sich verhalt, wie r zu 1. Wir sondern sodann aus 


der Folge {B,"} eine Teilfolge {By"**} (n=1,2,....adinf) aus, fiir 
welche die Punkte by***(—*_) gegen Punkte b( : 


gut+i gett 








) des Raumes kon- 


vergieren (1< &k<2”**—1). Indem wir durch vollstandige Induktion 
dieses Verfahren fiir jedes natiirliche m fortsetzen, erhalten wir insgesamt 
fiir jede dyadisch rationale Zahl d zwischen 0 und 1 einen Punkt b(d) 
des Raumes, fiir welchen in jeder Umgebung fiir unendlichviele natiir- 
liche Zahlen die Punkte 6, (d) von B,, liegen. 


Es ist damit eine Abbildung der Menge aller dyadisch rationalen 
Zahlen zwischen 0 und 1 auf eine Menge des Raumes gegeben. Wir be- 
haupten, da& diese-Abbildung gleichmdfig stetig ist. Sei namlich eine 
Zahl « > 0 vorgegeben und seien d und d’ irgendzwei dyadisch rationale 
Zahlen, fiir welche |d — d’| <4 gilt, wo 6 eine noch zu bestimmende Zahl 


>0 ist. Wir wihlen n* so groB, daB “; << ist. Dann hat fiir jeden 
Bogen B,, fiir den n >n* gilt, weil seine Lange < 7 +— ist, der Ab- 
schnitt zwischen den Punkten 6,(d) und b,(d’) offenbar eine Lange 
S\d—ad'|-(y+ =): Wir wihlen n iiberdies so groB, daB die Punkte b, (d) 
und 6(d), sowie die Punkte 6, (d’) und b(d’) Abstande <5 haben. Dann 
ergibt sich unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB der Abstand der 
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Punkte 6, (d) und b,(d’) sicherlich nicht gréBer ist, als die Lange eines 
sie verbindenden Bogens, durch Anwendung der Dreiecksungleichung, da8 
die Punkte b(d) und 6(d’) einen Abstand 


, 8 
<\d—a’|-(y+4)+ 5S ld-a@'|-y+ 50 
haben. Der letztere Ausdruck wird aber <e, wenn 6 < 7 gewahlt wird. 
Wir sehen daher: Fiir je zwei dyadisch rationale Zahlen d uud d@’, fiir welche 
|d —a’| <3 gilt, haben die zgeordneten Punkte b(d) und b(d’) einen 
Abstand < «. 

Da die Abbildung der Menge der dyadisch rationalen Zahlen des Ein- 
heitsintervalles J auf eine Teilmenge des kompakten Raumes RF gleichmaBig 
stetig ist, laBt sie sich zu einer stetigen Abbildung von J auf eine Teil- 
menge S von FR erweitern. Bei derselben werden offenbar die Zahlen 0 
und 1 auf die Punkte a und c abgebildet. 

Wir bestimmen nun die zu dieser Abbildung von J auf S gehérige 
Durchlaufungslange des stetigen Streckenbildes S und behaupten, wenn wir 
dieselbe mit 1(S) bezeichnen, die Beziehung 1(S) < y. Wir machen also die 
Annahme, es gelte 1(S)=y-+e¢e (e >0) und leiten aus dieser Annahme 
einen Widerspruch her. 

Wenden wir Satz II’ von 8.472 an, indem wir die dort auftretende 
Zahl » durch 5 ersetzen, so ergibt sich aus der Annahme: Es existiert ein 
6>0 derart, daB fiir jede in J d-dichte Menge Z die Beziehung gilt 
1(E,8)>y-+ 5. Ein Widerspruch aus unserer Annshme ist also her- 
geleitet, wenn wir beweisen: Fiir jedes 6 > 0 existiert eine in J 5-dichte 
Menge Z£, fiir welche 1(Z£,S)<y +3 gilt. 

Sei irgendeine Zahl 6>0 gegeben. Wir wihlen n* so groB, daB 
<< gilt. Dann ist die Menge 2, bestehend aus den Zahlen 





y 2 
9” on 
(1<k<2”—1), inJ 6-dicht. Wir behaupten ferner: Es gilt1(£,S)<y +5. 
Zu diesem Zweck bestimmen wir die ganze Zahl n so groB, daB erstens 
1 <£ gilt (so daB also jeder Bogen B,,, fiir den m > n gilt, eine Linge 
<y-+- besitzt) und zweitens so groB, dai jeder der Punkte b( 
entsprechenden Punkte 5, (=) einen Abstand < —t~ hat (1<k<2” —1). 


gn'+s 
Beriicksichtigen wir, daB der Abstand der Punkte b,(-5;) und 6, (+) 
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Bogens B,, so ergibt sich durch Verwendung der Dreiecksungleichung, daB 
die Punkte Ge) und 6(+*) einen Abstand 





Sz =r(r++ “)+2 Foe wet sa 1 (1gk<2”—1) 


haben. Demnach ist 


k+1 e 
1B, 8) = 5 0(ch) (EY) s+ $. 

Damit ist aus der Annahme /(S) = y + « ein Widerspruch hergeleitet, 
d. h. bewiesen, daB 1(S)< y ist. 

Die Menge S enthalt als ein die Punkte a und c enthaltendes stetiges 
Streckenbild einen diese beiden Punkte verbindenden Bogen B. Da S eine 
Durchlaufungslinge y besitzt, hat B als Teilbogen von S nach dem Satz 
von 8. 473 eine Linge <y. Andererseits kann die Lange von B nicht < y 
sein, weil y nach Definition die untere Schranke der Langen aller a und c 
verbindenden Bogen ist. Daher ist B ein a und ¢ verbindender Bogen 
der Lange y, also ein geoditischer Bogen, womit das Existenztheorem 
bewiesen ist. 

Man kann iibrigens auf Grund der Tatsache, daB eine Durchlaufungs- 
lange des stetigen Streckenbildes S gleich y ist, beweisen, daB S selbst 
ein Bogen, also ein geoditischer Bogen ist, daB demnach der erhaltene 
geodiatische Bogen Limes der Minimalfolge {B,} ist. 


2. Ein geoditischer Zwischenbegriff. Geoditische Metrisierung. 


Sind a,b,c drei paarweise verschiedene Punkte eines metrischen 
Raumes derart, daB b auf einem a und c verbindenden geoditischen Bogen 
liegt, dann nennen wir b einen geoddtischen Zwischenpunkt von a und c 
und schreiben hierfiir kurz abc. Es gilt abc offenbar dann und nur dann, 
wenn die Beziehung y (ab) + y(bc)=y(ac) besteht. 

Offenbar ist abc erstens gleichbedeutend mit cba, dagegen zweitens 
unvertriglich mit jeder der Beziehungen acb, bca, bac, cab. Nehmen wir 
nimlich etwa an, es liege b auf einem geoditischen Bogen B zwischen a 
und c, dessen Linge f§ sei, und es liege gleichzeitig c auf einem geoditi- 
schen Bogen B’ zwischen a und b, dessen Lange y sei. Dann betrachten 
wir den Abschnitt zwischen a und ¢ auf B. Seine Lange sei f’. Da p 
die Lange eines geoditischen Bogens zwischen a und ¢ sein soll, gilt £’< £, 
also 8 < 8’ << y. Es bezeichne ferner y’ die Lange des Abschnittes zwischen 
aund 6} auf B’. Dann gilt y<»’<, womit der Widerspruch her- 
gestellt ist. 
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Driitens folgen aus abe und acd die Beziehungen abd und bed. 
Setzen wir namlich voraus, es gelte abc und abd. Wegen abc existiert 
ein Bogen D zwischen a und c, der den Punkt 6 enthalt. Es sei A’ der 
Abschnitt von D zwischen a und b, C’ der Abschnitt von D zwischen b und c. 
Dann gilt 1(A’)+1(C’)=1(D). Wegen acd existiert ein geodiitischer 
Bogen B zwischen a und d, der den Punkt ¢ enthilt. Es sei A” der Ab- 
schnitt von B zwischen a und c, D” der Abschnitt von B zwischen c und d- 
Dann gilt 1(A”)+1(D”)=1(B) und 1(A”)=1(D). Um etwa die Be- 
ziehung bed zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB die Menge C’ + D” 
ein geoditischer Bogen zwischen b und d ist. Um dies zu zeigen, geniigt 
der Nachweis, da® fiir jeden Bogen A zwischen 6 und d die Beziehung 
gilt 1(A) >1(C’)+1(D”). Angenommen nun, fiir einen Bogen A zwischen 
bund d wiirde 1(A)<1(C’)+-1(D”) gelten, so betrachten wir die Menge A + A’. 
Sie enthilt einen Bogen B’ zwischen a und d, fiir welchen 


1(B’) < (A) +1(A’) <1(0’) + 1(D") +. 1(A’) = 1(D) + 1(D") 
=1(A”) + 1(D”) =1(B), 


also 1(B’) << 1(B) gilt, im Widerspruch zur Annahme, daB B ein geoditi- 
scher Bogen zwischen a und d sei. 

Wir haben damit einen geoditischen Zwischenbegriff fiir Punktetripel 
beliebiger metrischer Raume definiert, welcher dieselben formalen Eigen- 
schaften besitzt, wie der in der ersten metrischen Untersuchung auf Grund 
der Dreiecksungleichung eingefiihrte Zwischenbegriff, demzufolge der Punkt b 
Zwischenpunkt von a und c heift, wenn ab+bc=ace gilt. In einem 
konvexen vollstindigen metrischen Raum stimmen Zwischenbegriff und 
geodatischer Zwischenbegriff offenbar iiberein, da in einem solchen Raum 
je zwei Punkte durch einen Bogen verbunden sind, dessen Lange gleich 
dem Abstand der beiden Punkte ist, so daS Abstand und geodiitischer 
Abstand fiir je zwei Punkte eines konvexen metrischen Raumes identisch sind. 

Ist R ein metrischer Raum, in dem je zwei Punkte durch einen Bogen 
endlicher Lange verbunden sind, dann entsteht, wenn wir je zwei Punkten 
des Raumes die Linge eines sie verbindenden geoditischen Bogens als 
geoditischen Abstand zuordnen, ein neuer metrischer Raum R,, der, wie 
wir sagen wollen, aus R durch geoddtische Metrisierung hervorgeht. In 
der Tat, je zwei Punkten von R ist eine reelle Zahl als geodiitischer Ab- 
stand zugeordnet, da nach Voraussetzung je zwei Punkte von R durch 
einen Bogen endlicher Lange und daher auch durch einen geoditischen 
Bogen verbunden sind. Der geoditische Abstand zweier Punkte p und q 
ist dann und nur dann 0, wenn p =g gilt, andernfalls ist er positiv; denn 
fiir je zwei Punkte ist der geodiitische Abstand mindestens so groB, wie 
der Abstand. Der geodiitische Abstand geniigt der Dreiecksungleichung; 
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sind p,q,r drei Punkte von R, so ist die Linge eines geoditischen Bogens 
zwischen p und r héchstens so groB, wie die Summe der Langen eines 
geoditischen Bogens zwischen p und g und eines zwischen g und r; wire 
sie namlich gréBer, so enthielte die Summe der genannten Bogen einen 
kiirzeren Bogen zwischen p und r, im Widerspruch zur Definition eines 
geodatischen Bogens. 

Ist R ein metrischer Raum, in dem je zwei Punkte durch einen 
Bogen endlicher Lange verbunden sind, so ist der aus R durch geoditische 
Metrisierung hervorgehende Raum konvex. Sind nimlich p und gq irgend 
zwei Punkte von R,, die in R, den Abstand d haben, so enthalt R einen 
Bogen B zwischen p und q, dessen Lange d ist. In R, ist B ein p und g 
verbindender Bogen, der mit einer Strecke der Lange d kongruent ist, und 
jeder Punkt von B ist Zwischenpunkt von p und g im Sinne der ersten 
metrischen Untersuchung (und iiberdies auch geoditischer Zwischenpunkt 
von p und q). Fiir einen konvexen vollstandigen Raum RF ist R, mit R 
identisch. Ist R ein Raum, in dem je zwei Punkte durch einen Bogen 
endlicher Linge verbunden sind, so laBt sich zeigen, da8 (R,),= R, gilt. 

Der Raum R, mu6 nicht mit R homéomorph sein. Zwar folgt daraus, 
daB der Abstand zweier Punkte in R, niemals kleiner ist als ihr Abstand 
in R, der Satz: Fiir jede gegen einen Punkt p konvergente Punktefolge {p,} 
(n= 1,2,... adinf.) in R, konvergiert die entsprechende Punktefolge in R 
gegen den p entsprechenden Punkt. Aber das Umgekehrte ist nicht not- 
wendig richtig. Betrachten wir beispielsweise in der Ebene eine Menge M 
bestehend aus den Punkten von abzihlbarvielen Bogen, die samtlich die 
Lange 1 haben und einen Punkt p enthalten, sonst aber fremd sind und p 
mit den Punkten einer gegen p konvergenten Punktefolge {p,} verbinden. 
Diese Menge ist kompakt. Der aus ihr durch geoditische Metrisierung 
hervorgehende Raum aber ist nicht kompakt, weil die Punktefolge {p,} in 
ihm keinen Haufungspunkt besitzt, also mit der Menge M nicht homéomorph. 


3. Verbiegungsgleichheit metrischer Raiume. 

Es sei ein Bogen B eines metrischen Raumes vorgelegt. EZ sei eine 
endliche Teilmenge von B, bestehend etwa aus n Punkten, welche in jener 
Reihenfolge, in der sie bei der Durchlaufung von B angetrofien werden, 
Pi» Pq: +++, P, heiBen mégen. Es bezeichne y(p;p,) den geoditischen Ab- 

3 
stand der Punkte p, und p,. Wir setzen dann y(B, B) = Z7(P.P.ss) und 
bezeichnen als geoddtische Lange von B die Zahl y(B) == 0, &. y (EZ, B), 
Ec 
wo £ alle endlichen Teilmengen von B durchlauft. Es gilt dean der 


Satz. Fiir jeden Bogen eines metrischen Raumes sind die Bogen- 
linge und die geoddtische Bogenlange identisch. 
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Erstens gilt 1(B)< y(B). Denn da der Abstand zweier Punkte nicht 
gréBer sein kann als ihr geoditischer Abstand, so gilt fiir jede endliche 
Teilmenge Z von B die Beziehung /(Z, B) < y(£, B), woraus durch Uber- 
gang zur oberen Schranke der erste Teil der Behauptung folgt. 

Zweitens gilt y(B)<1(B). Da y»(B) die obere Schranke der Zahlen 
y (2, B) fiir alle endlichen Teilmengen von B ist, geniigt es zu zeigen, daB 
fiir jede endliche Teilmenge EZ von B die Beziehung gilt y(#Z, B) < 1(B). 
Sei nun £Z eine endliche Teilmenge von B, etwa bestehend aus n Punkten, 
welche in jener Reihenfolge, in der sie bei der Durchlaufung von B an- 
getrofien werden, p,,p,,..-,p, heiBen mégen. Es sei B; der zwischen 
den Punkten p; und p;,, gelegene Abschnitt von B (¢ = 1, 2,...,n—1). 
Die Lange von B, sei 1(B;). Dann gilt auf Grund der Definition des 
geoditischen Abstandes y(p,p,,,)<1(B,) (¢=1,2,...,.n—1), also 


n—l 
y(Z, B) < S1(B;)=1(B), womit der zweite Teil der Behauptung und 
i=l 


damit der Satz bewiesen ist. 

Wir nennen zwei metrische Raume R und R’ verbiegungsgleich, wenn 
zwischen ihnen eine langentreue Abbildung existiert, d. h. wenn es méglich 
ist, die Punkte der beiden Raume derart einander zuzuordnen, da8 jedem 
Bogen von R (bzw. von R’) ein gleichlanger Bogen von R’ (bzw. von R) 
entspricht. Beispielsweise ist jeder Bogen von endlicher Lange / ver- 
biegungsgleich mit einer Strecke der Lange 1. 

Wir nennen zwei metrische Raume FR und R’ geoddtisch kongruent, 
wenn zwischen ihnen eine bogentreue, den geoditischen Abstand erhaltende 
Abbildung existiert, d. h. wenn es méglich ist, die Punkte der beiden Riume 
derart einander zuzuordnen, daB jedem Bogen von R (bzw. von R’) ein 
Bogen von R’ (bzw. von R) und je zwei Punkten von R (bzw. von R’) 
zwei Punkte von R’ (bzw. von R) mit gleichem geoditischen Abstand 
entsprechen. 

Es gilt dann der 

Satz. Damit zwet metrische Raume, in denen je zwei Punkte durch 
einen Bogen von endlicher Lange verbunden sind, verbiegungsgleich seien, 
ist notwendig und hinreichend, daB sie geoddtisch kongruent sind. 

Seien R und R’ erstens verbiegungsgleich. Sind p und gq irgend zwei 
Punkte eines der beiden Raume, etwa von R. Sie sind nach Annahme 
durch einen Bogen von endlicher Lange, also auch durch einen geodatischen 
Bogen endlicher Lange verbunden. Diesem geodiatischen Bogen entspricht 
ein gleichlanger Bogen zwischen den Bildpunkten p’ und g’ von p und g 
in R’. Dieser Bogen muB8 auch in R’ geoditisch sein. Also haben p’ und q’ 
denselben geoditischen Abstaid wie p und q. Die beiden Raume sind also 
geodatisch kongruent. 
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Seien R und R’ zweitens geoditisch kongruent und sei B irgendein 
Bogen endlicher Lange von einem der beiden Raume, etwa von R. Wegen 
der Identitét von Linge und geoditischer Linge bleibt die Lange von B 
bei der den geodiitischen Abstand erhaltenden Abbildung von R auf R’ 
dem Bild von B erhalten. Also sind R und R’ verbiegungsgleich, womit 
der behauptete Satz bewiesen ist. 


4. Beziehungen zu den kiassischen Problemen. 


Der Begriff des n-dimensionalen euklidischen Raumes in der Form, 
in der er der analytischen Geometrie zugrunde liegt (d. h. der Begriff der 
Menge aller geordneten n-Tupel von reellen Zahlen, fiir welche durch die 
pythagoreische MaSbestimmung ein Abstand definiert ist), dieser Begriff 
bietet zwei Ansatzpunkte fiir Abstraktionen dar, welche auch historisch in 
verschiedenen Etappen vollzogen worden sind. 

Die erste Verallgemeinerung behialt die Tatsache der arithmetischen 
Gegebenheit der Punkte als geordnete n-Tupel reeller Zahlen bei und ab- 
strahiert bloB von der pythagoreischen MaSbestimmung, d.h. von der 
speziellen Art, in der der Abstand zweier Punkte mit den Koordinaten 
derselben zusammenhangt. Der Begriff des Riemannschen Raumes, die nicht- 
euklidischen MaBbestimmungen usw. sind Ergebnisse dieser Abstraktion. 

Die zweite radikalere Verallgemeinerung, welche auf Fréchet zuriick- 
geht, abstrahiert auch von der arithmetischen Gegebenheit der Punkte. 
Die Punkte des Raumes auf dieser Abstraktionsstufe (die Punkte des 
,metrischen Raumes“) sind nicht mehr als n-Tupel reeller Zahlen gegeben, 
sondern als Elemente einer abstrakten Menge, in welcher je zwei Elementen 
p und g eine nichtnegative Zahl, der Abstand pg=qp>O0 fiir p+q 
und =0 fiir p=q als Abstand zugeordnet ist. Da schon die Punkte 
nicht durch Koordinaten gegeben sind, kommt eine Erklirung des Ab- 
standes mit Hilfe von Koordinaten natiirlich iiberhaupt nicht in Frage. 

Nach Durchfiihrung einer jeden Abstraktion handelt es sich um eine Kenn- 
zeichnung des Ausgangsgegenstandes im erweiterten Bereich, in unserem Falle 
also um eine Charakterisierung der euklidischen Raume unter den Riumen 
im verallgemeinerten Sinne. Hinsichtlich der ersten Abstraktion wurde dieses 
Problem von Riemann gelést. In einem Riemannschen Raum ist der Abstand 
nicht eine je zwei Punkten zugeordnete Zahl, vielmehr wird jedem Punkt 
des Raumes (d. h. jedem Koordinaten n-Tupel z,,2,,...,2%,) eine sym- 
metrische Zahlenmatrix ||g;,(2,, %,.-., x,)|| (¢,&=1, 2,..., m) zugeordnet. 
Insgesamt ist also der Riemannsche Raum eine Menge von Zahlen n-Tupeln 
und eine symmetrische Matrix von n* Funktionen von n Variablen. Es sind 
ferner Rechenvorschriften gegeben, welche die Bestimmung des Abstandes 
von Punkten, von WinkelgréBen usw. aus dieser Matrix festlegen. Riemann 
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gab nun die fiir die euklidischen Riume charakteristischen Eigenschaften 
der Funktionenmatrix |}g,, || an. 

Die Kennzeichnung der euklidischen Raiume auf der zweiten Abstrak- 
tionsstufe, d. h. unter den allgemeinen metrischen Raiumen, bildete den 
Gegenstand der zweiten Untersuchung iiber allgemeine Metrik (Math. 
Annalen 100). Bezeichnen wir, wenn k Punkte p,, p,,..., p, eines metri- 
schen Raumes gegeben sind, mit p,p; den Abstand der Punkte p,; und P; 
und setzen wir 

pe ee ee es 

Pe ae A Se ett 

wo die rechte Seite eine gerinderte symmetrische (k-+1)-reihige De- 

terminante symbolisiert, so gilt das folgende Theorem: Damit ein voll- 

standiger und (im Sinne der Konvexitatstheorie) konvexer metrischer Raum 

mit einem konvexen Kérper des n-dimensionalen euklidischen Raumes 

kongruent sei, ist notwendig und hinreichend, daB fiir je n+ 2 Punkte 

Py» Pos +++» Pasg Von R die Beziehung D(p,, p,,..., P,,9)=0 und 

fir je k Punkte p,, p,,...,.p,, wo 252 kin-+1 ist, die Beziehung 
sign D (p,, Pa; ---, P,) = sign(—1)* oder = 0 gilt. 

Diese Kennzeichnung der euklidischen Riume unterscheidet sich von 
der Riemannschen in dreierlei Hinsicht: Hinerseits ist sie allgemeiner, indem 
sie tiber die Natur der Punkte keinerlei Voraussetzungen macht, wihrend 
die Riemannsche Kennzeichnung die Punkte als n-Tupel reeller Zahlen 
voraussetzt und durch ihre Formulierung diese Koordinatendarstellung der 
Punkte wesentlich verwendet. Andererseits ist sie spezieller als die Riemann- 
sehe Kennzeichnung, indem sich die zur allgemeinen Charakterisierung ver- 
wendeten Bedingungen auf den Abstand beliebiger Punktepaare beziehen, 
wihrend Riemann lediglich Voraussetzungen iiber die Funktionenmatrix in 
den einzelnen Punkten (also ,lokale“ Voraussetzungen) macht. Drittens 
endlich liefert die neue Kennzeichnung Bedingungen fiir die Kongruenz mit 
euklidischen Raumen, die Riemannsche Kennzeichnung Bedingungen fiir die 
Verbiegungsgleichheit mit euklidischen Raiumen. 

Was den letztgenannten Unterschied betrifit, so la8t er sich auf Grund 
der im vorigen Abschnitt bewiesenen Identitiét von Verbiegungsgleichheit 
und geoditischer Kongruenz formal beheben, indem man je k& Punkten 
P,, Po, --+> P, eines metrischen Raumes die GréBe 


0 1 


Dy (Pas Paro) =| (s,j=1, 2,..., B) 





1 7° (p,D;) 
zuordnet, wo y(p,p;) den geodatischen Abstand von p, und p, bezeichnet. 
Fiir die Verbiegungsgleichheit eines metrischen Raumes mit einem euklidi- 
schen Raum sind dann namlich jene Bedingungen charakteristisch, welche 
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aus den fiir die Kongruenz charakteristischen Bedingungen hervorgehen, 
wenn man in ihnen stets D durch D, ersetzt. 

Der zweite Unterschied zwischen der neuen und der Riemannschen 
Kennzeichnung hingegen weist auf noch ungeléste schwierige Probleme hin. 
Es wire diesbeziiglich vor allem ein dem Begriff des Riemannschen Raumes 
analoger Begriff unter Abstraktion von der Koordinatendarstellung der Punkte 
aufzustellen. Die den Abstand auf Grund von Rechenvorschriften (Inte- 
grationen) definierende Matrix von n* Funktionen n Verinderlicher diirfte, 
sobald die Punkte nicht durch Koordinaten gegeben sind, also kein Variablen- 
feld vorliegt, keine direkte Verallgemeinerung zulassen, doch lieBe sich eine 
Verallgemeinerung vielleicht auf die Tatsache stiitzen, daB im Riemannschen 
Raum je zwei Elementen gleichsam ein ungefdhrer Abstand zugeordnet ist. 
Innerhalb der zu erklairenden verallgemeinerten Riemannschen Riume waren 
dann die mit den euklidischen Raumen verbiegungsgleichen durch lokale 
Eigenschaften zu kennzeichnen. 

Es sei zum Abschlu8 bemerkt, daB die in der vorliegenden Unter- 
suchung behandelten Fragen der Differential- und Integralmetrik der Bogen 
naturgema8 Verallgemeinerungen fiir héhere Dimensionen besitzen, zumal 
iiber Inhalt und Kriimmung von Filachen, welche in spiteren Aufsitzen 
behandelt werden sollen. 


(Eingegangen am 16. 11. 1929.) 


Herrn Dr. G. Bergmann bin ich fiir mehrere in den Korrekturen dieser Arbeit 
vorgenommene Verbesserungen zu Dank verpflichtet. 





Uber die ebenen reduziblen Kurven gegebener Klasse 
vom Maximalklassenindex mit der Maximalanzahl 
ineinander liegender Ovale. 


Von 


Julius v. Sz. Nagy in Szeged (Ungarn). 


1. Einleitung. 


In einer vorigen Annalenarbeit') habe ich unter anderem bewiesen, 
daB eine ebene Kurve 3k —1-ter, 3k-ter oder 34-+1-ter Ordnung vom 
Maximalindex héchstens k im Endlichen liegende Ovale haben kann, und 
ich habe die Existenz solcher Kurven vom Maximalindex fiir jede positive 
ganze Zahl bewiesen. Mit der Bestimmung der Anzahl der verschiedenen 
Arten von diesen Kurven habe ich mich dort nicht beschiftigt. 

Herr H. Mohrmann hat sich in einer Annalenarbeit*) die Aufgabe 
gestellt, die méglichen Arten der Kurven vom Maximalindex mit der 
Maximalanzahl der im Endlichen liegenden Ovale zu bestimmen. Die An- 
zahl der méglichen Arten dieser Kurven 3k +-1-ter Ordnung ist nach 
Herrn Mohrmann 2k*+-1. Die Klassifikation von Herrn Mohrmann ist 
aber nicht vollstindig. Die genaue Anzahl der verschiedenen Arten dieser 
Kurven 34+ 1-ter Ordnung vom Maximalindex mit k im Endlichen 
liegenden Ovalen ist 2k°-+ k (wenn jeder Zug der Kurven von Geraden 
abweicht ). 

Das duale Problem ist: die wesentlich verschiedenen ebenen Kurven 
3k —1-ter, 3k-ter und 3k -+-1-ter Klasse vom Maximalklassenindex mit 
k ineinander liegenden Ovalen darzustellen. Dieses Problem 1a8t sich auf 
viel iibersichtlichere Weise erledigen als das entsprechende Problem fiir die 
Kurven vom Maximalindex. 


1) , Ober Kurven vom Maximal-Klassenindex. Uber Kurven vom Maximalindex‘, 
Math. Annalen 89 (1923), S.32—75; 90 (1923), S.152—153. Diese Arbeit wird im 
folgenden mit A zitiert. 

*) ,Reduzible Kurven vom Maximalindex“, Math. Annalen 92 (1924), 8S. 58—68. 
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Wir fassen dabei zwei ebene Kurven derselben Klasse vom Maximal- 
klassenindex ohne Wendetangente als aquivalent (nicht wesentlich ver- 
schieden) auf, wenn sich ihre Ziige so aufeinander beziehen lassen, daB die 
Klassen und dhnlicherweise die Anzahlen der Spitzen fiir je zwei ent- 
sprechende Ziige der zwei Kurven dieselben sind und daB die gegenseitige 
Lage je zweier Ziige der einen Kurve mit der gegenseitigen Lage der ent- 
sprechenden zwei Ziige der anderen Kurve iibereinstimmt. 

Da sich zwei Ziige einer ebenen Kurve vom Maximalklassenindex ohne 
Wendepunkt nicht durchsetzen kénnen, bestehen fiir die gegenseitige Lage 
zweier Ziige Z, und Z, einer solchen Kurve drei Méglichkeiten: Die Ziige 
Z, und Z, kénnen entweder auBerhalb voneinander liegen, d.h. die von 
ihnen begrenzten einfach zusammenhingenden ebenen Gebiete 7, und 7, 
keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Oder der Zug Z, liegt inner- 
halb des Zuges Z,, d.h. das Gebiet 7, ist ein Teil des Gebietes T,. Oder 
der Zug Z, liegt innerhalb des Zuges Z,. 

(Es ist leicht einzusehen, daB zwei aquivalente ebene Kurven der- 
selben Klasse vom Maximalklassenindex ohne Wendepunkt sich durch zen- 
trale Projektion und durch solche stetige Deformationen in der Ebene, 
wodurch die Klasse, die Klassenindizes und die Anzahlen der Spitzen der 
Ziige unverindert bleiben, ohne Selbstdurchdringung ineinander iiberfiihren 
lassen. ) 

Ich habe das Geschlecht einer Kurve n-ter Klasse vom Maximalklassen- 
index mit dem Zusammenhange des zugehérigen (negativen) Gebietes 7 
der Ebene definiert*), aus dessen Punkten n — 2 Tangenten an die Kurve 
gezogen werden kénnen. Zerfallt das Gebiet 7’ in die zusammenhingenden 
Gebiete 7,, 7,,,..., 7, mit den Zusammenhangszahlen p,+-1, p,+1,..., p,+1, 
so ist p= p,+ py+.-..+p,—8-+1 das Geschlecht der Kurve. Die Ziige 
der Kurve C n-ter Klasse, von denen das Gebiet 7, (h =1, 2,..., 8) 
begrenzt wird, bilden eine irreduzible Kurve C, n,-ter Klasse vom Maximal- 
klassenindex. Die Kurve C zerfallt in die irreduziblen Kurven C,, C,, ..., C,, 
well n=n,+n,+...+n, ist‘). 

Bedeutet n eine der Zahlen 3k —1, 3k und 34+1, und bezeichnet 
I, eme Kurve n-ter Klasse vom Maximalklassenindex mit der Maximal- 
anzahl (k) der ineinander liegenden Ovale, so ist das Geschlecht der 
Kurven I,,_, 0. Die Geschlechter der Kurven I, bzw. I, sind 
1 oder 0 bzw. 2, 1, 0 oder —1. 

Hinsichtlich der Geschlechter bilden also die Kurven I, , eine 
Gattung, die Kurven I,, bzw. I',,_, bilden aber zwei bzw. vier Gattungen. 


k+1 


*) Vgl. A, 8. 69—70. 
*) A, 8.65. 
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Zwei Kurven I, (derselben Klasse) von demselben Geschlechte kénnen 
voneinander wesentlich abweichen, sie haben aber dieselbe Anzahl der 
Spitzen und dieselbe Anzahl der Doppeltangenten. Haben zwei Kurven I, 
(derselben Klasse) verschiedene Geschlechter, so weichen auch die Anzahlen 
der Spitzen bzw. die Anzahlen der Doppeltangenten fiir die zwei Kurven 
voneinander ah, so daB die Klassifikation der Kurven I, nach der Anzahl 
der Spitzen bzw. der Doppeltangenten mit der Klassifikation nach den 
Geschlechtern iibereinstimmt. 


2. Die Kurven I'3x-1.- 


Eine im Endlichen liegende einziigige ebene Kurve vom Maximalklassen- 
index wird im folgenden eine konkave bzw. konvexe Kurve genannt wer- 
den, je nachdem ihr Geschlecht 1 bzw. 0 ist, weil man aus den unendlich 
fernen Punkten der Ebene die konkave Seite einer konkaven Kurve und 
die konvexe Seite einer konvexen Kurve erreichen kann. Die zentralen 
Projektionen einer konkaven bzw. konvexen Kurve werden ebenfalls kon- 
kave bzw. konvexe Kurven genannt werden. 

Jede Kurve I,,_, (34—1-ter Klasse vom Maximalklassenindex 
mit & ineinander liegenden Ovalen) lat sich dann auf folgende Weise 
erzeugen °): 

Man legt in das Innere eines Ovales eine konkave Kurve dritter Klasse, 
in das Innere dieser konkaven Kurve ein Oval, in das Innere dieses Ovales 
eine konkave Kurve dritter Klasse usw. und endlich in das Innere der 
innersten (k —1-ten) konkaven Kurve dritter Klasse das letzte (k-te) 
Oval. In einem zwischen zwei Ovalen liegenden Gebiete der Ebene muf 
es wenigstens eine konkave Kurve geben, durch welche die Ovale von- 
einander getrennt werden. Andernfalls kénnte man die Kurve I, _, nach- 
einander zweimal von der konkaven Seite nach der konvexen iiberschreiten 
und die Kurve I,,_, ware also nicht vom Maximalklassenindex. 

Aus dieser Konstruktion folgt, daB es nur eine Art von Kurven 
Dy y_1 gibt. 

Die Anzahl der negativen Gebiete der Ebene (d.h. der Gebiete, aus 
deren Punkten 34—3 Tangenten an die Kurve I,,_, gelegt werden 
kénnen) ist &. Das innerhalb des innersten Ovales liegende Gebiet 7, ist ein- 
fach zusammenhingend, die iibrigen k —1 negativen Gebiete 7,, 7,, ..., T,_, 
sind von einem Ovale und von einer konkaven Kurve dritter Klasse be- 
grenzt, sie sind zweifach zusammenhingend. Die Kurve I,,_, ist also 
vom Geschlechte 0, sie zerfillt in ein Oval und in & — 1 zweiziigige Kurven 
dritter Klasse. 


5) A, 8.61. 
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Es gilt also der folgende Satz: 


I. Es gibt nur eine Art von Kurven T,,_, 3k —1-ter Klasse vom 
Mazximalklassenindex mit k ineinander liegenden Ovalen. Jede KurveI,,_, 
ist vom Geschlechte 0 und zerfallt in ein Oval und in k —1 zweiziigige 
Kurven dritter Klasse. 


3. Die Kurven I3;. 


1. Legt man in das eine negative Gebiet 7, (h=1,2,...,k), das 
zu einer Kurve I, _, gehért, eine k-te konkave Kurve dritter Klasse 
(von der kein Zug von I,,_, umschlossen wird), so erhilt man eine 
Kurve I, vom Geschlechte 1. Durch diese k-te konkave Kurve dritter 
Klasse wird namlich die Klasse der Kurve I, _, und zugleich der Zu- 
sammenhang des Gebietes 7, um 1 vermehrt, die Anzahl der negativen 
Gebiete bleibt aber unveriandert. 

Man erhilt & verschiedene Arten der Kurven I's; (vom Geschlechte 1) 
je nachdem A =1,2,...,& ist. Nimmt man die k-te konkave Kurve 
dritter Klasse innerhalb des innersten Ovales (h =k) an, so ist jedes der 
k negativen Gebiete, die der betreffenden Kurve I, _, angehéren, zweifach 
zusammenhingend. Ist aber h +k, so ist eines der k negativen Gebiete 
einfach zusammenhiangend, ein anderes, das von einem Ovale und von 
zwei konkaven Kurven begrenzt wird, ist dreifach und die iibrigen k — 2 
negativen Gebiete sind zweifach zusammenhangend. 


2. Ersetzt man eine der k —1 konkaven Kurven dritter Klasse einer 
Kurve I, _, durch eine konkave Kurve vierter Klasse, so erhilt man 
eine Kurve I’, vom Geschlechte 0. Die Anzahl der Arten dieser Kurven ly, 
(vom Geschlechte 0) ist also k —1. 

Es ist leicht zu beweisen, daB die so erhaltenen 2k —1 Arten der 
Kurven I, die méglichen Arten der Kurven I,, erschépfen. 

Eine Kurve [,, hat wenigstens k —1 konkave Kurven, von denen 
die & ineinander liegenden Ovale in der Ebene getrennt werden. Aus einem 
Punkte P, der an der konvexen Seite des auBersten der & Ovale liegt, 
gehen 3k Tangenten an die Kurve, und zwar 2k an die ineinander liegen- 
den k Ovalee k—1+m (0<m<1) an die k—1 konkaven Kurven, 
von denen die ineinander liegenden k Ovale abgetrennt werden und 1— m 
an die iibrigen Ziige der Kurve gehen. 

Es gibt also zwei Fille, je nachdem m 0 oder 1 ist. 

Ist m=0, so bilden die & ineinander liegenden Ovale und die 
k—1 konkaven Kurven, die alle vom Klassenindex 1, also von dritter 
Klasse sind, eine Kurve I, _,. Die iibrigen Ziige der Kurve I, bilden 
eine Kurve K vom Klassenindex 1. 
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Die Kurve K kann kein Oval haben. Hitte sie namlich ein Oval Z, 
so miiBte das auBerste der ersten k Ovale innerhalb des Ovales Z liegen, 
weil man aus dem Punkte P (an der konvexen Seite des au ersten Ovales) 
an Z keine Tangenten ziehen kann. Man kénnte also aus einem Punkte, 
der auBerhalb der k +1 Ovale liegt, an die k+1 Ovale 24+ 2, an die 
k—1 konkaven Kurven wenigstens k—1, an die Kurve I, 3k-ter 
Klasse also wenigstens 3k +-1 Tangenten ziehen. Dies ist aber unméglich. 
Die Kurve K besteht also aus einem einzigen Zuge dritter Klasse. Sie 
kann in keinem der & positiven Gebiete S, (h=1,2,...,%) liegen, aus 
deren Punkten man an die betreffende Kurve I, _, 34 —1 Tangenten 
ziehen kann. Lage namlich die Kurve K in einem positiven Gebiete der 
Kurve I, _,, 80 kénnte man aus einem Punkte der Kurve K an die 
Kurve [,, 34—1+3=3k-+2 Tangenten ziehen. Daraus folgt, daB 
die Kurve K eine konkave Kurve dritter Klasse ist, die in einem der 
k negativen Gebiete 7, der betreffenden Kurve J, , liegt. 

Innerhalb der Kurve K kann kein Zug der Kurve [,,_, liegen. In 
dem entgegengesetzten “alle ware das negative Gebiet 7, der Kurve I, _,, 
in dem die Kurve K enthalten ist, durch die Kurve K in zwei Gebiete 
geteilt, von denen das eine von der konvexen Seite der Kurve K und 
von den konkaven Seiten ihrer anderen (wirklich existierenden) Rander 
begrenzt wird. Die Kurve I,, wire also nicht vom Maximalklassenindex. 

Ist m=1, so kann man aus dem Punkte P an eine der k — 1 Kurven, 
von denen die k Ovale getrennt werden, zwei Tangenten ziehen. Diese 
konkave Kurve ist also von vierter, die iibrigen & — 2 konkaven Kurven 
sind aber von dritter Klasse. Hat die Kurve F,, noch einen Zug Z, so 
ist er ein Oval, weil man aus P an ihn keine Tangenten ziehen kann. 
Hitte aber die Kurve I,, auch das Oval Z, so miiBte es das duBerste 
der k Ovale im Innern enthalten. Man kénnte dann aus einem Punkte 
des Ovales Z an die Kurve 3k-+-2 Tangenten ziehen. Aus dieser Un- 
méglichkeit folgt, daB die Kurve I,, auBer den k Ovalen und aufer den 
k —1 konkaven Kurven keinen anderen Zug haben kann. 

Wir haben also bewiesen, dai es auBer den dargestellten 2k — 1 Arten 
der Kurven I,, keine anderen Arten gibt. Es gelten also die folgenden 
Satze : 

Il. Es gibt k verschiedene Arten der Kurven 3, 3k-ter Klasse vom 
Maximalklassenindex und vom Geschlechte 1 mit k ineinander liegenden 
Ovalen. Jede dieser k Kurven lat sich aus k Ovalen und aus k kon- 
kaven Kurven dritter Klasse darstellen und zerfallt in k irreduzible Kurven. 
Die eine dieser k Kurven I, zerfallt in k zweiziigige Kurven dritter Klasse, 
die tibrigen k —1 Kurven zerfallen in eine dreiztigige Kurve vierter, in 
k — 2 zweiziigige Kurven dritter Klasse und in ein Oval. 
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Ill. Es gibt k —1 verschiedene Arten der Kurven Ty, 3k-ter Klasse 
vom Maximalklassenindex und vom Geschlechte 0 mit k ineinander liegen- 
den Ovalen. Jede dieser Kurven kann aus k Ovalen, aus einer konkaven 
Kurve vierter und aus k —2 konkaven Kurven dritter Klasse dargestelli 
werden und zerfallt in k — 2 zweiziigige Kurven dritter, in eine zweiziigige 
Kurve vierter Klasse und in ein Oval. 

IV. Es gibt 2k —1 verschiedene Arten der Kurven I, 3k-ter Klasse 
vom Maximalklassenindexr mit k ineinander liegenden Ovalen, und zwar 
k Arten vom Geschlechte 1 und k—1 Arten vom Geschlechte 0. Jede 
Kurve I,, zerfallt in k irreduzible Kurven. 


4. Die Kurven Tyx41- 


1. Eine Kurve I3,,; vom Geschlechte 2 kann aus einer Kurve | 
erzeugt werden, indem man entweder in einem der k negativen Gebiete 7, 
oder in zwei verschiedenen negativen Gebieten 7, 7, zwei auBerhalb von- 
einander liegende konkave Kurven dritter Klasse annimmt, von denen die 
iibrigen Ziige der Kurve I,,_, nicht umschlossen werden. 

Legt man in das Gebiet 7, (in das Innere des innersten Ovales) zwei 
konkave Kurven dritter Klasse, oder nur eine und in das eine der iibrigen 
k—1 Gebiete T, (hk =1,2,...,4—1) der Kurve I, _, noch eine kon- 
kave Kurve dritter Klasse, so erhilt man k verschiedene Arten der 
Kurven I'j;41. Jede dieser Kurven zerfallt in & —1 zweiziigige und in 
eine dreiziigige Kurve dritter bzw. vierter Klasse. 

Legt man in das eine der k—1 Gebiete T, (h =1,2,..., 4 —1) 
zwei konkave Kurven dritter Klasse, so erhalt man k —1 verschiedene 
Arten der Kurven I°},4:, die in ein Oval, in k— 2 zweiziigige Kurven 
dritter und in eine vierziigige Kurve fiinfter Klasse zerfallen. 

Legt man endlich in zwei verschiedene Gebiete von T7,, T,,..., T,_, 


je eine konkave Kurve dritter Klasse, so kann man GaDG—) ver- 


schiedene Arten der Kurven I;,,; erhalten, die in ein Oval, in k —3 
zweiziigige Kurven dritter und in zwei dreiziigige Kurven vierter Klasse 
zerfallen. 


Die so erhaltenen Si be Bem fh et 


5 ath) Arten der 
Kurven I°;,,; vom Geschlechte 2 weichen voneinander offenbar ab. 

2. Legt man in das eine der k negativen Gebiete 7, (h = 1, 2,..., k), 
die einer Kurve I,,_, angehéren, eine konkave Kurve vierter Klasse, die 
keinen der 2k —1 Ziige der Kurve I, _, umgibt, so erhalt man & ver- 
schiedene Arten der Kurven I'3;,, vom Geschlechte 1. Legt man in eines 
der k negativen Gebiete, die einer Kurve T's, vom Geschlechte 0 angehoren, 
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eine konkave Kurve dritter Klasse, die keinen der 2k — 1 Ziige der Kurve Ij, 
umgibt, so erhalt man noch k(k —1) verschiedene Arten der Kurven I'y;,;. 
Die konkave Kurve vierter Klasse jeder Kurve Tse+1 Von diesen letzten 
k(k—1) Arten umgibt wenigstens einen Zug der Kurve. 

So erhalt man &* verschiedene Arten der Kurven I3;.; vom Ge- 
schlechte 1. 

3. Ersetzt man eine konkave Kurve dritter Klasse einer Kurve I, , 
durch eine konkave Kurve fiinfter, oder zwei von ihren konkaven Kurven 
dritter Klasse durch je eine konkave Kurve vierter Klasse (so, daB die 
gegenseitige Lage der 2k—1 Ziige unverindert bleibt), so erhilt man 
Kurven I'3.,; vom Geschlechte 0. Die Anzahl der so konstruierten Arten 


dieser Kurven Iy;,; ist also b—14 G-YG—*) Ae). 


4. Ist S, (h=1,2,...,%) eines der positiven Gebiete, aus dessen 
Punkten an die Kurve [,,_, 34—1 Tangenten gehen, und legt man in 
das Gebiet S, ein Oval, dessen Inneres keinen Zug der Kurve enthilt, so 
erhalt man eine Kurve I;;.; vom Geschlechte —1. Das k —1-te Oval 
vermehrt namlich die Anzahl der negativen Gebiete um eins. Die so er- 
haltenen & Arten der Kurven I;;; zerfallen in & +1 irreduzible Kurven, 
von denen zwei Kurven Ovale, die iibrigen & — 1 Kurven zweiziigige Kurven 
dritter Klasse sind. 


Die so erhaltenen ech) + k®+ ———~ + k=2k*+k verschiedenen 


Arten der Kurven I,,,, ‘ins Geechlechte 2, 1, 0 oder —1) erschépfen 
die méglichen Arten der Kurven I,,,, 3&4+1-ter Klasse. 

Eine Kurve I,,,, hat wenigstens k —1 konkave Kurven, von denen 
die & ineinander liegenden Ovale getrennt werden. Aus einem Punkte P, 
der an “der konvexen Seite des duBersten der k Ovale liegt, gehen 
3k-+1 Tangenten an die Kurve [,,,,, von denen 2k an die k Ovale, 
k—1+m (0 <m< 2) an die k —1 konkaven Kurven und 2 — m an die 
iibrigen Ziige der Kurve gehen. Diese letzteren Ziige bilden eine Kurve K. 

Es gibt drei Fille, je nachdem der Wert von m 0, 1 oder 2 ist. 

Ist m=0, so bilden die & Ovale und die & —1 konkaven Kurven, 
die alle von dritter Klasse sind, eine Kurve I, _,. Gehen zwei Tangenten 
aus P an ein Oval der Kurve K, so ist die ganze Kurve K ein Oval, das 
in einem positiven Gebiete der Kurve I, _, liegt. Ware die Kurve K ein 
anderes Oval, so ware die Kurve I,,,, nicht vom Maximalkiassenindex. 
Hatte die Kurve K auch ein anderes Oval, so ware die Klasse der 
Kurve I,,,, gréBer als 3k +1. 


Ist die Kurve K kein Oval, so kann sie auch keinen Oval-Zug haben. 
Hitte sie namlich das Oval Z, so kénnte man aus einem Punkte der Ebene, 
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der auBerhalb der &+-1 Ovale der Kurve [,,,, liegt, an die Kurve 
wenigstens 2k +2+k—1-+2=3k-+ 3 Tangenten ziehen. Die Kurve K 
besteht also entweder aus einem Zuge vom Klassenindex 2, oder aus zwei 
Ziigen vom Klassenindex 1. 


Ist die Kurve K vom Klassenindex 2 einziigig, so liegt sie in einem 
der k negativen Gebiete der Kurve I, _,. Lage sie namlich in einem 
der k positiven Gebiete der Kurve I, _,, so kénnte man aus einem ihrer 
Punkte an die Kurve 3k —1+4=3k+3 Tangenten ziehen, weil die 
Kurve K von vierter Klasse ist. Daraus folgt, daB die Kurve K eine 
konkave Kurve vierter Klasse ist, die in einem der negativen Gebiete der 
Kurve I,,_, liegt. 

Besteht die Kurve aus zwei Ziigen vom Klassenindex 1, so liegt keiner 
dieser zwei Ziige dritter Klasse in einem positiven Gebiete der Kurve I,,_,. 
Ware namlich der eine Zug in einem positiven Gebiete gelegen, so wire 
die Klasse der Kurve I, ,, wenigstens 3k +-3, weil man aus einem Punkte 
des betreffenden Zuges von K an die Kurve [,,_, 3k--1, an die 
Kurve K wenigstens 4 Tangenten ziehen kann. Daraus folgt, daB die zwei 
Ziige der Kurve K konkave Kurven dritter Klasse sind, die in den negativen 
Gebieten der Kurve I,,_, liegen. 


Im Falle m= 0 gibt es also drei Unterfiille, je nachdem die Kurve K 
ein Oval, eine konkave Kurve vierter Klasse bzw. eine aus zwei konkaven 
Ziigen dritter Klasse bestehende Kurve ist. 


Innerhalb der einziigigen Kurve K, oder innerhalb der zwei Ziige der 
zweiziigigen Kurve K kann kein Zug der Kurve I,,,, liegen. In dem 
entgegengesetzten Falle wire das Gebiet, in dem die Kurve K ganz oder 
teilweise liegt, durch K in solche Gebiete zerlegt, von denen das eine 
Gebiet — aus inneren Punkten gesehen — die konkave Seite des einen 
und die konvexe eines anderen von ihren Randern erreichen laBt. Die 
Kurve I,,,, ware also nicht vom Maximalklassenindex. 

Wir haben also bewiesen, daB es im Falle m=O nur solche Arten 
der Kurven I,,,, gibt, die im Vorigen von uns dargestellt wurden. 

Ist m=1, so bilden die & Ovale und die k — 1 konkaven Kurven 
eine Kurve I, vom Geschlechte 0. Die Kurve K hat in diesem Fealle 
den Klassenindex 1 und die Klasse 3, weil man aus einem Punkte des 
auSersten Ovales an die Kurve K nur eine Tangente ziehen kann. Die 
Kurve K kann kein Oval haben. Denn hitte sie eines, so wire die Klasse 
der Kurve I,,,, gréBer als 3k-+-1. Auf Grund des Vorigen kann man 
also folgern, daB die Kurve K eine konkave Kurve dritter Klasse ist, die 
in einem der k negativen Gebiete der Kurve I, liegt und im Inneren 
keinen Zug der Kurve I’, enthilt. 
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Ist m == 2, so kann man aus einem Punkte des auBersten Ovales an 
die k —1 konkaven Kurven, von denen die k Ovale abgetrennt sind, k + 1, 
an die Kurve K aber keine Tangenten ziehen. Es gibt also entweder eine 
konkave Kurve fiinfter oder zwei konkave Kurven vierter Klasse unter 
den &k—1 konkaven Kurven, die iibrigen k —2 bzw. k—3 konkaven 
Kurven sind von dritter Klasse. Die Kurve K kann aber kein Oval haben. 
Denn hitte sie eines, so ware die Klasse der Kurve I,,,, groBer als 
3k+1. Daraus folgt, daB die Kurve K nicht existieren kann. 

Wir haben also bewiesen, daB die méglichen Arten der Kurven I,,,, 
nur solche sind, die von uns dargestellt wurden. Da diese dargestellten 
Arten voneinander abweichen, so gelten die folgenden Siatze: 


V. Es gibt eer) verschiedene Arten der Kurven Viz., 3k + 1-ter 


Klasse vom Tere und vom Geschlechte 2, die k ineinander 
liegende Ovale besitzen. Diese Kurven lassen sich aus k Ovalen und 
k-+1 konkaven Kurven dritter Klasse darstellen. Jede dieser Kurven 
zerfallt in k irreduzible Kurven, von denen entweder k—1 dritter und 
eine vierter Klasse, oder k — 2 dritter, eine fiinfter und eine zweiter Klasse, 
oder k — 3 dritter, zwei vierter und eine zweiter Klasse sind. 

VI. Es gibt k*® Arten der Kurven [sz4, 34 -+1-ter Klasse vom 
Mazimalklassenindex und vom Geschlechie 1 mit k ineinander liegenden 
Ovalen. Diese Kurven bestehen aus k Ovalen, aus einer konkaven Kurve 
vierter und k—1 konkaven Kurven dritter Klasse und zerfallen in k 
irreduzible Kurven. Von diesen k* Arten zerfallen k Arten in k —1 zwei- 
ziigige Kurven dritter und in eine zweiztigige Kurve vierter Klasse, 2 (k —1) 
Arten zerfallen in ein Oval, in eine dreiziigige Kurve fiinfter und in k —2 
zweiziigige Kurven dritter Klasse, die tibrigen (k —1)(k— 2) Arten zer- 
fallen in ein Oval, in eine zweiziigige und in eine dreiziigige Kurve vierter 
Klasse und in k —3 zweiziigige Kurven dritter Klasse. 


VII. Es gibt se verschiedene Arten der Kurven Tyz41 3k + 1-ter 


Klasse vom Pa St und vom Geschlechte 0 mit k ineinander 
liegenden Ovalen. Diese Kurven bestehen aus k Ovalen und entweder aus 
einer konkaven Kurve fiinfter und k —2 konkaven Kurven dritter Klasse, 
oder aus zwei konkaven Kurven vierter und k—3 konkaven Kurven 


dritter Klasse und zerfallen in k irreduzible Kurven. Von den te- Z. 


Arten der Kurven T3i4, zerfallen k —1 Arten in ein Oval, in eine zwei- 
ztigige Kurve fiinfter und in k — 2 zweiziigige Kurve dritter Klasse, die 





tibrigen Ge) Arten zerfallen in ein Oval, in zwei zweiziigige Kurven 
vierter und in k —3 zweiziigige Kurven dritter Klasse. 
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VIII. Es gibt k verschiedene Arten der Kurven Isi41 3k + 1-ter 
Klasse vom Mazimalklassenindex und vom Geschlechte —1 mit k in- 
einander liegenden Ovalen. Diese Kurven bestehen aus k +1 Ovalen und 
aus k—1 konkaven Kurven dritter Klasse und zerfallen in zwei Ovale 
und in k —1 zweiztigige Kurven dritier Klasse. 


IX. Es gibt 2k* + k verschiedene Arten der Kurven I,,,, 3k-+-1-ter 
Klasse vom Mazximalklassenindexr mit k ineinander liegenden Ovalen, von 
denen k Arten in k +1, die tibrigen 2k* Arten in k irreduzible Kurven 
zerfallen. 


5. Die Anzahl der Spitzen und der Doppeltangenten einer Kurve I. 


Fiir die Anzahl der Spitzen und fiir diejenige der Doppeltangenten 
einer Kurve I, weil sie keine Wendetangente hat, gilt der Satz*): 


X. Hat eine ebene Kurve I, n-ter Klasse vom Mazximalklassenindex 
r Spttzen erster Art, t Doppeltangenten und das Geschlecht p, so sind 


r=n—2+2p und gam TNO *) _ 9. 


Die Anzahl der Spitzen laBt sich auf Grund der Sitze I bis IX auch 
direkt bestimmen, weil eine konkave Kurve m-ter Klasse m Spitzen erster 
Art hat. Man kann auch die Anzahl der gemeinsamen Tangenten von 
zwei Ziigen einer Kurve I°, auf Grund des folgenden Satzes bestimmen’): 

Haben die einziigigen Kurven C,, und C, keinen gemeinsamen Punkt, 
keinen Doppelpunkt, keine stationére und Wendetangente, liegt ferner die 
Kurve C,, im Endlichen und gehen endlich n bzw. m Tangenten aus einem 
Punkte der Kurve C,, bzw. C, an die andere Kurve, so haben die zwei 
Kurven m-n gemeinsame Tangenten. 

Auf Grund dieses Satzes hat ein Oval keine gemeinsame Tangenten 
mit einem Zuge, der im Inneren des Ovales liegt. Zwei auBerhalb von- 
einander liegende Ovale haben vier gemeinsame Tangenten. Eine konkave 
Kurve m-ter Klasse K,, und ein Oval haben 2(m — 2) bzw. 2m Tangenten 
gemeinsam, je nachdem beide Kurven auBerhalb voneinander liegen bzw. 
das Oval innerhalb der Kurve K,, liegt. Die konkaven Kurven K,, und K,, 
haben (m — 2)(nm —2) gemeinsame Tangenten, wenn beide Kurven auBer- 
halb voneinander liegen. Liegt aber die Kurve K, innerhalb der Kurve X,,, 
so ist die Anzahl der gemeinsamen Tangenten m(n — 2). 


®) Uber die charakteristischen Zahlen der ebenen Kurven vom Maximal-Klassen- 
index. Math. Annalen 100 (1928), 8S. 164—178. 

*) ,,Uber einen v. Staudtschen Satz“, Acta Litt. ac. Sc. Univ. Hung. Szeged 
2 (1924), S. 65—68. Vgl. auch die Abhandlung: ,Uber die Ziige der ebenen Kurven 
vom Maximal-Klassenindex“, Math. Annalen 100 (1928), 8. 179—187. 
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Man kann leicht einsehen, da8 eine konkave Kurve dritter, vierter 
bzw. fiinfter Klasse 0, 2 bzw. 5 Doppeltangenten hat, wie aus der 
vorigen Formel fiir ¢ folgt. Bestimmt man mit Hilfe dieser Siatze die 
Anzahl der Doppeltangenten einer Kurve I,, so gelangt man wieder zum 
Satze X. 

Aus dem Satze X folgt, daB je zwei von den vier Zahlen n, r, p und t 
die iibrigen vollstindig bestimmen. Die Anzahl der Spitzen oder diejenige 
der Doppeltangenten charakterisiert also die Kurven I, ebenso, wie das 
Geschlecht. 


6. Kurven I, mit Selbstberiihrungspunkten. 


Im vorigen haben wir den allgemeinen Fall der Kurven I’, betrachtet, 
in denen keine Selbstberiihrung vorkommt. Eine Kurve vom Maximal- 
klassenindex kann sich aber selbst beriihren. 

Ist q die Tangente der Kurve I’, im Selbstberiihrungspunkte Q,, so 
bleibt die Anzahl der Tangenten, die aus einem dem Punkte Q, nahe- 
liegenden Punkte Q der Tangente g an die Kurve I, gehen, unverandert, 
wahrend der Punkt Q auf der Geraden g durch Q, hindurchgeht. In einem 
Selbstberiihrungspunkte hingen also die in ihm zusammenstoBenden Teile 
des positiven Gebietes, aus deren Punkten die maximale Anzahl der Tangenten 
an die Kurve gezogen werden kann, zusammen. In einem negativen Ge- 
biete kommen keine Selbstberiihrungen vor. Daraus folgt, daB die Anzahl 
der positiven Gebiete (und auch der negativen Gebiete) einer Kurve I’, 
nicht verindert wird, wenn die Kurve I, durch eine stetige Deformation 
in der Ebene in eine Kurve [, derselben Klasse vom Maximalklassenindex 
iberfiihrt wird, die auch Selbstberiihrungspunkte hat. 

Unsere Siatze bestehen also auch dann, wenn die Kurve I, Selbst- 
beriihrungspunkte hat. 


7. Kurven siebenter Klasse vom Maximalklassenindex mit zwei ineinander 
liegenden Ovalen. 


Es gibt zehn verschiedene Arten der Kurven siebenter Klasse vom 
Maximalklassenindex mit zwei ineinander liegenden Ovalen (Satz IX). Diese 
Kurven lassen sich mit den Figuren 1 bis 10 veranschaulichen. 

Die ersten drei Kurven 1, 2 und 3 sind vom Geschlechte 2, die 
Kurven 4, 5, 6 und 7 sind vom Geschlechte 1. Das Geschlecht der 
Kurven § bzw. 9 bis 10 ist 0 bzw. —1. 

Die Kurven 9 und 10 zerfallen in drei irreduzible Kurven, die iibrigen 
Kurven nur in zwei irreduzible Kurven. Diese zehn Arten der Kurven I, 
weichen voneinander wesentlich ab. 
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Wir wollen insbesondere betonen, daB die Kurven 5 und 6 verschieden 
sind. Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten des Zuges dritter Klasse 
mit dem Ovale ist fiir die Kurve 5 sechs, fiir die Kurve 6 aber zwei. Die 
Anzahl der gemeinsamen Tangenten des Zuges vierter Klasse mit dem 
inneren Ovale ist fiir die Kurve 5 bzw. 6 vier baw. acht. Der Zug dritter 
Klasse laBt sich bei der Kurve 6 in einen Punkt zusammenziehen, ohne 
die iibrigen Ziige zu beriihren, bei der Kurve 5 aber nicht. 

Die polaren Figuren der Kurven 1 bis 10 in bezug auf einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt im Inneren des innersten Ovales liegt, sind ebene 
Kurven siebenter Ordnung vom Maximalindex mit zwei im Endlichen 
liegenden Ovalen und weichen voneinander wesentlich ab. Es gibt also 
zehn wesentlich verschiedene Arten der Kurven siebenter Ordnung vom 
Maximalindex mit zwei im Endlichen liegenden Ovalen. Die Klassifikation 
von Herrn H. Mohrmann macht keinen Unterschied zwischen den Dualen 
der Kurven 5 und 6; dadurch erhalt er fiir die Anzahl der Arten der 
Kurven siebenter Ordnung vom Maximalindex mit zwei im Endlichen 
liegenden Ovalen 9 statt 10. 


8. Kurven I, mit Punktziigen. 


Im vorigen haben wir immer angenommen, daB jeder Zug der Kurven 
mehrpunktig ist. Wir wollen jetzt die médglichen Formen der Kurven I, 
darstellen, die auch Punktziige haben. 

Aus der Darstellung der Kurven I, _, folgt, da8 es keine Kurve I, , 

gibt, die einen Punktzug hat. 
- _Hat eine Kurve I’,, einen Punktzug Z,, so bilden die iibrigen Ziige 
der Kurve I,, eine Kurve I,, _,. Man stellt also die méglichen Arten 
der Kurven J, mit einem Punktzuge Z, dar, indem man einen Punkt in 
einem positiven oder in einem negativen Gebiete oder auf einem Zuge 
einer Kurve I, _, auf beliebige Weise annimmt. Dementsprechend gibt 
es also k 4-k + 2k-—-1=—4k—1 verschiedene Lagen des Punktes Z, und 
deshalb 44 — 1 verschiedene Arten der Kurven I, mit einem Punktzuge, 
Hat die Kurve I,,_, auch einen Selbstheriihrungspunkt Q, in dem zwei 
verschiedene Ziige einander beriihren, so rechnen wir den Punkt Q entweder 
zu dem einen oder zu dem anderen Zuge oder zu dem von den zwei 
Ziigen begrenzten positiven Gebiete der Kurve I, _, zu, aber nicht zu 
beiden Ziigen oder zu dem einen Zuge und zu dem Inneren des betreffenden 
positiven Gebietes. In dieser Auffassung gibt es keine weiteren Arten der 
Kurven I, mit Punktziigen. 

Hat eine Kurve I’,,,, einen einzigen Punktzug, so bilden die iibrigen 
Ziige eine Kurve I, ohne Punktzug. Man erhilt also die méglichen Arten 
der Kurven I, ,, mit einem Punktzuge, indem man in der Ebene der 
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méglichen 2k —1 Kurven I, einen Punkt auf beliebige Weise annimmt. 
Der Punkt Z, kann in einem negativen oder in einem positiven Gebiete 
oder auf einem Zuge der entsprechenden Kurve I’;, liegen. Eine Kurve I}, 
vom Geschlechte 1 hat & negative, k+-1 positive Gebiete und 2k Ziige, 
eine Kurve Ij, vom Geschlechte 0 hat k positive und k negative Gebiete 
und 2k —1 Ziige. Daraus folgt, daB es 
k(4k+1)+(k—1)(4k—1) =8k*—4k+1 

verschiedene Arten der Kurven I,,,, mit einem Punktzuge gibt. 

Hat die Kurve I,,,, zwei Punktziige, so bilden ihre iibrigen Ziige 
eine Kurve I,,_,. Man erhalt also die méglichen Kurven I, ,, mit zwei 
Punktziigen, indem man zwei Punkte in der Ebene einer Kurve I, , 
auf verschiedene Weise annimmt. 

Die Kurve I,,_, hat k positive, k negative Gebiete und 2k — 1 Ziige. 
Man kann also einen Punkt in der Ebene der Kurve I, , auf 4k—1 
Weisen annehmen. LaBt man den zweiten Punkt mit dem ersten Punkte 
zusammenfallen, so erhalt man 4k —1 verschiedene Arten der Kurven I, , , 
mit zwei zusammenfallenden Punktziigen. Weicht aber der zweite Punkt 
von dem ersten ab, so hat auch dieser zweite Punkt 4k —1 verschiedene 
Lagen. 

Es gibt also 

(4k —1)+(4k—1)° =4k(4k—1) 


verschiedene Arten der Kurven I,,,, mit zwei Punktziigen. 


(Eingegangen am 16. 11. 1929.) 








Some Theorems on the Generators of a Hyperboloid. 


Von 
Charles H. Rowe in Dublin (Irland). 


It is well known that the theorem that asserts the constancy of the 
sum or difference of the focal distances of a point on a central conic remains 
true if the foci are replaced by an arbitrary pair of points on the focal 
conic of the given conic. It is not possible however to generalize in the 
same way the theorem that the product of the focal perpendiculars on a 
tangent is constant or the theorem that the feet of these perpendiculars lie 
on a circle, and the problem of finding generalizations of a different kind 
does not seem to have attracted much attention. In the following pages 
I have tried to generalize these theorems along different lines, and I have 
tried to obtain still more general results by considering a variable gene- 
rator of a hyperboloid instead of a variable tangent to a conic. 


1. It may be shown that it is not possible to extend the theorem 
on the product of the focal perpendiculars by replacing the foci by a 
different pair of points. If, however, we remark that this theorem may be 
regarded as stating that the distances’) of a tangent to a central conic 
from the tangents to the focal conic at the ends of its major axis have 
a constant product, we are led to attempt a generalization by asking 
whether it is possible to replace these tangents to the focal conic by a 
different pair of lines. We find that it is possible: the theorem will in 
fact remain true if we choose for our pair of lines a pair of parallel gene- 
rators of any quadric of the confocal system of which the given conic is 
a focal conic. We find also that this result admits the further extension 
that is given by the following theorem: 

The product of the distances of a variable generator of a hyperboloid 
from any two fixed parallel generators of a confocal hyperbolotd is constant. 


*) We shall find it convenient to speak of the distance of one line from another 
instead of the shortest distance between the two lines. 





a aa oe 2 2 20UCUelhCU OS [UG 


-——_ =< i —<_ 











C. H. Rowe. Theorems on the Generators of a Hyperboloid. 517 


Let g’ and h’ be two fixed parallel generators of a hyperboloid 9’ 
confocal with the given hyperboloid S, and consider the cylinder circum- 
scribed to S that has its generators parallel to g’ and h’. Any generator 
g of S lies in a tangent plane to this cylinder, and its distances from g’ 
and h’ are equal to the distances of this tangent plane from g’ and h’. 
Now g’ and h’ are the focal lines of the cylinder, and it is evident that 
the distances of any tangent piane to a quadric cylinder from the focal 
lines have a constant product which is numerically equal to the square 
of the semi-axis minor of a rectangular cross-section of the cylinder*). 

We may remark that the constant value of the product considered 
in this theorem depends only on the two hyperboloids S and S’ that are 
involved and not on our choice of a particular pair of fixed parallel gene- 
rators of S’, and that it has the same value whether we take the variable 
generator on S and the fixed parallel generators on S’ or vice-versa. To 
prove this, consider a pair of parallel generators g, h of S and two pairs 
of parallel generators g’, h’ and g/, hj of S’, and let us use the symbol 
(g,g’) to denote the distance between two lines g and g’. Considerations 
of symmetry and an application of our theorem lead easily to the equations 


(9,.9')(g, h’) =(h, h’)(g, h’) =(h, hy) (g, hy) = (9, 93) (9, hy), 


from which the truth of our remark follows at once. 

It is natural to ask whether the theorem that we have proved gives 
all the cases in which the distances of a variable generator from two fixed 
straight lines have a constant product. We shall see that it does not, but 
before we discuss this question it will be necessary to examine more 
closely the relation of a quadric to the generators of quadrics confocal 
with it, and to recall certain properties of the orthogonal hyperboloid. 


2. For the sake of brevity we shall say that a generator of any 
quadric confocal with a given quadric S is a focal axis*) of S. A focal 
axis may thus be defined as the line of intersection of a pair of isotropic 
tangent planes to S or, if we prefer, as the axis of a right circular cylinder 
of zero radius which has double contact with S. The similarity between 
the relation of a focal axis to a quadric and the relation of a focus to a 
conic will be obvious. 


*) An argument of a nature similar to this allows us to establish the following 
extension of the property of the focal distances of a point on a central conic: The 
distances of a point on a central conic from two fixed parallel generators of a hyper- 
boloid of the confocal system determined by the conic have a constant sum or /difference 
according as the conic is an ellipse or a hyperbola. 

*) Fokalachse is the term used by Reye, Die Geometrie der Lage (Leipzig, 1892), 
vol. 2, p. 158. 
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If X=0 and Y=O are the equations of the tangent planes to a 
quadric S through any line 7, and if Z—0 and W=0 are the equations 
of the tangent planes through the polar line 2’ of 1, the equation of 8 
will be of the form XY=kZW where k is a constant. If J is a focal 
axis, the planes X=0 and Y=O are isotropic, and the product XY 
therefore differs only by a constant factor from the perpendicular distance 
of the variable point from the line X= Y=0. The equation of S thus 
shows that the perpendicular distance of a point on S from a focal axis / 
bears a constant ratio to the product of its distances from the tangent 
planes through the polar line J’ of 1, or, if these tangent planes are 
imaginary, to its distance from J’ measured parallel to one or other of 
two fixed planes ‘). 

The case in which the polar line l’ of the focal axis / is itself a 
focal axis is of special interest, for the planes Z=0 and W=0 are then 
isotropic too, and the equation of S shows that S is the locus of a point 
whose perpendicular distances from the two lines / and I’ are in a con- 
stant ratio. Now we know that a central quadric is a locus of this kind 
only when it is an orthogonal hyperboloid of one sheet*). 

It may easily be verified that this is so. The four isotropic planes 
X=0, &c. cut the plane at infinity in a quadrilateral which is circum- 
scribed to the circle at infinity (which we shall denote by 2) and in- 
scribed in the conic C in which the plane at infinity cuts the hyper- 
boloid S. Now the condition that such a quadrilateral should exist is 
equivalent to the condition that S should be orthogonal, for, in order that 
the conics C and 2 should admit an inscribed-circumscribed quadrilateral 
(and hence an infinity of such quadrilaterals), it is necessary and sufficient 
that the tangents to 2 at two of the four points where it is cut by C 
should intersect on C, the same being then true of the tangents at the 


*) Unlike the fixed planes that present themselves in connexion with the ana- 
logous property of the modular foci of a quadric, these fixed planes are different 
for different focal axes. It will be found that they cut the plane at infinity in the 
real pair of lines that contains the four points where the imaginary tangent planes 
through l’ cut the circle at infinity. If we wish to define the directions of these 
planes without using imaginary elements, we can verify without difficulty that they 
are planes of circular section of the quadric cylinder with /’ as axis that wil! be 
found to pass through the curve in which S is cut by any right circular cylinder 
with J as axis. 

5) See H. Schréter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art, Crelle 85 
(1878), p. 26, or Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Rawmes 1 (1922), p. 170. 
A hyperboloid is said to be orthogonal if it has a generator that is perpendicular 
to the planes of a system of circular sectidns. If a generator satisfies this condition, 
it is one of the four generators that meet the major axis; and the remaining three 
of these four also satisfy the condition. 
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remaining two of these four points*). This condition means that the point 
at infinity on lines perpendicular to the planes of a certain system of 
circular sections lies on C, and therefore that S has a generator that is 
perpendicular to these planes. 

It is known also that any orthogonal hyperboloid may be regarded 
in an infinity of ways as the locus of a point whose distances from two 
fixed lines have a constant ratio, and we may verify this from our pre- 
sent point of view. Suppose that S is orthogonal, so that C and 2 admit 
an infinity of inscribed-circumscribed quadrilaterals, and let Q be any of 
these. The generators of S of one system through two opposite vertices 
of Q together with the generators of the other system through the 
remaining vertices form a skew quadrilateral lying on S. If XY =O and 
ZW =O are the equations of the pairs of planes that contain this quadri- 
lateral, the four planes X=0, &c. are isotropic, and the equation of S 
is of the form XY=kZW, so that the distances of a point on S from 
the lines X= Y=0 and Z=W=0 have a constant ratio. It will be 
seen that in this way we can obtain an infinite number of pairs of real 
lines such that the distances of a variable point on S from the lines of 
any pair have a constant ratio. We shall refer to this system of pairs of 
real lines as the system 2. 

We shall now prove that any pair of the system = may be con- 
structed by taking a focal axis that meets the major axis at right-angles 
together with its polar line with respect to S, this polar line also being 
a focal axis that meets the major axis at right-angles. 

The lines X=Y=—0 and Z=W=0 of one of these pairs are 
clearly focal axes of which one is the polar of the other, so that it remains 
to show that they are perpendicular to the major axis, for a real focal 
axis cannot be perpendicular to the major axis without meeting it. The 
points at infinity on these two lines are the points of intersection of pairs 
of opposite sides of the quadrilateral Q. Now as Q varies, the point of 
intersection P of a pair of opposite sides describes a straight line’), and 
we may identify this straight line by noticing that it contains the limiting 
positions that P takes in the two cases where @ degenerates so that 
its sides coincide in pairs with the tangents to Q2 at two of its inter- 


*) The necessity of this condition follows at once when we allow a vertex of 
a variable inscribed-circumscribed quadrilateral to tend to a point of intersection of 
the conics. Its sufficiency may be proved perhaps most rapidly by projecting the 
two conics into two circles, one of which passes through the centre of the other. 

”) This may be verified by projecting in the manner indicated in the preceding 
foot-note, or by observing that the points of contact with Q of pairs of opposite 
sides of the variable quadrilateral Q form an involution on Q. 
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sections with C. These limiting positions are the points at infinity on the 
generators of S that are perpendicular to planes of circular section, and 
therefore the line that they determine in the plane at infinity is the line 
that lies in any plane perpendicular to the major axis. Since the lines of 
all the pairs of the system = meet this line at infinity, they are all per- 
pendicular to the major axis. 

3. We shall now examine the problem of determining for a given 
hyperboloid all the pairs of real lines such that the product of the 
distances of a variable generator of one system from the lines of a pair 
is constant. We shall assume that the hyperboloid is neither degenerate 
nor of revolution, and we shall disregard the trivial cases in which a pair 
of lines has the property in question because one of them is a generator 
of the hyperboloid of the opposite system to the variable generator. We 
shall establish the following results: 

The pairs of real lines whose distances from a variable generator of 
one system of a hyperboloid have a constant product are 

(1) patre of parallel focal axes, 

(II) the pair formed by the asymptotes of the focal hyperbola, 

(IIL) @ certain pair of lines parallel to the asymptotes of the focal 
hyperbola but not coincident with them. 

If the hyperboloid is orthogonal, we have to add 

(IV) the pairs formed by taking any two parallel focal axes that 
meet the major axis and replacing one of them by its polar line. 

The condition that the variable generator should belong to a specified 
system may be omitted in the cases of the pairs (I), (II) and (IV), but 
not in the case of the pair (III). 

We shall consider a variable generator g of the first system of a 
hyperboloid S, and we shall say that a pair of real lines has the pro- 
perty A if the product of the distances of g from these lines is a constant 
different from zero. 

Let 1, m,n, L, M, N be the six line-coordinates of the variable gene- 
rator g referred to rectangular axes, the first three of the six being 
direction ratios. Since we can write the equations of g so that they in- 
volve a parameter ¢ linearly, these line-coordinates may be expressed as 
quadratic functions of the parameter ¢. Let 1,, m,,n,, L,, M,, N, be the 
coordinates of a fixed line d, and let us write 


9, (t)=1L,+1,L+mM,+m,M+nN,+2,N, 
y, (¢) = (mn, — m,n)* +- (nl, — n, 1)? + (lm, — l,m)*, 


so that the square of the distance between g and d, is fe ‘ 
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The function ¢,(¢) is a quadratic in ¢ whose zeros correspond to the 
two positions of g in which it intersects d,, and the function y,(t) is a 
quartic in ¢ whose vanishing expresses that the points at infinity on g 
and d, lie on the same tangent to the circle at infinity 2. The zeros of 
y,(t) correspond therefore to the four positions of g in which it meets 
at infinity one or other of the isotropic planes that pass through d,. If 
we associate with each value of ¢ the point in which the corresponding 
generator g cuts the conic C that lies at infinity on S, we may say that 
the zeros of y,(t#) give the four points on C where it is cut by the 
tangents to 2 from the point at infinity on d,. 

If d, is a second fixed line and ¢,(t) and yw,(t) the corresponding 
quadratic and quartic, and if we write 

{,(t) wy (t)}* 
F(t) = Cy walt) 
the square of the product of the distances of g from d, and d, is equal 
to F(t). The condition that d, and d, should form a pair of lines having 
the property A is therefore that F(t) should reduce to a constant diffe- 
rent from zero, or that the zeros of its numerator should be identical 
with those of its denominator. 

We shall suppose that d, and d, have the property A, and we shall 
consider first the case in which the four zeros of y,(t) are distinct. The 
four zeros of y,(¢) must then be identical with the four zeros of 
y,(t) and also with the four zeros of ¢, (t) 9, (t). 

Since y,(t) and y,(t) have the same zeros, the four points where 
C is cut by the tangents to Q from the point at infinity on d, are 
identical with the four points that are similarly related to d,. This can 
happen in two ways only: either the points at infinity on d, and d, 
coincide, or else these points are the intersections of pairs of opposite sides 
of a quadrilateral that is inscribed in C and circumscribed to 2. In the 
first case d, and d, are parallel, and in the second case the hyperboloid 
is orthogonal, and d, and d, are parallel to the lines of one of the pairs 
of the system 2. 

Since the zeros of g,(t) are zeros of y,(t), each of the generators 
g that meet d, meets at infinity one of the isotropic planes through d,, 
and therefore lies in this plane. The line d,, and similarly the line d,, 
is thus a focal axis. 

We thus see that, when the hyperboloid S is not orthogonal, a pair 
of lines that has the property A necessarily consists of a pair of parallel 
focal axes, provided that our condition that the zeros of y,(t) should 
be distinct is observed; and we have already seen by simpler methods 
that any pair of parallel focal axes has the property A. 
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If the hyperboloid is orthogonal, it may be possible to form a pair 
of lines having the property A by taking a pair of focal axes parallel to 
the lines of one of the pairs of the system 2. Now the only such pairs 
of focal axes are the pairs of the system = themselves and the pairs that 
we get by taking a pair g’,g” of this system and replacing one of its 
lines, say g”, by the focal axis h” that is parallel to it, or, what amounts 
to the same thing, by taking two parallel focal axes that meet the major 
axis at right angles and replacing one of them by its polar line. We could 
decide whether any of these pairs actually have the property A by a 
further examination of the function F(t), but we may do this more 
simply by remarking that the distances of a variable generator g from 
the lines g’ and g” have a constant ratio* ), while its distances from the 
parallel focal axes g” and h” have a constant product. It follows at 
once that no pair of the system = possesses the property A, and that 
any pair such as g’,h” does possess this property. 

We have thus established the existence of the pairs (1) and (IV) of 
our enumeration, and we have shown that these are the only pairs that 
correspond to the case in which the zeros of y,(t) are distinct. 

We turn now to the case in which the zeros of y,(t) are not dis- 
tinct. Remembering that the lines d, and d, are supposed to be real, we 
see that there are two cases only in which coincidences occur among the 
zeros of y,(t): that in which the point at infinity on d, lies on C, and 
that in which it lies at the intersection of a pair of common tangents of 
C and Q. It will be found that in the first case F(t) cannot be con- 
‘stant without being identically zero, and we shall therefore suppose that 
we are in the second case. The line d, is now parallel to one of the 
asymptotes of the focal hyperbola of S, and the quartic y,(t) has two 
pairs of equal complex zeros. Since both of the quadratics and both of the 
quartics involved in F(t) have real coefficients, it will be seen that F(t) 
reduces to a constant different from zero if, and only if, y,(t) is a con- 
stant multiple of one of the two functions {q, (t)}*, {y,(t)}* and y, (t) 
is a constant multiple of the other. 

If y, (#) is a constant multiple of {, (t)}* and y, (#) a constant multiple 
of {,(t)}*, the distances of g from d, and d, are separately constant 
and each of the lines d, and d, is an asymptote of the focal hyperbola’). 


*) The distances of a point on S from g’ and g” have a constant ratio, and 
therefore the minima of the distances of a point on a generator of S from g’ and 
g” are attained simultaneously and have the same constant ratio. 

*) The asymptotes of the-focal hyperbola are the axes of the unique pair of 
right circular cylinders that can be circumscribed to the hyperboloid. They are con- 
sequently the only lines whose distances from a variable generator are constant. 
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If d, and d, coincide each with a different asymptote, we have the pair (II); 
if they both coincide with the same asymptote, we have a special instance 
of a pair (I) in which the two parallel focal axes are coincident. 


There remains only the case where y,(t¢) is a constant multiple of 
{p,(t)}* but not of {p,(t)}*, and where y,(t) is a constant multiple of 
{, (t)}*. The fact that y,(t) and y,(t) are perfect squares and have 
different zeros means that d, is parallel to one asymptote a, of the focal 
hyperbola and that d, is parallel to the other asymptote a,. The gene- 
rators g that correspond to the two double zeros of y,(t) meet at in- 
finity the isotropic planes through d,. They therefore meet at infinity 
the isotropic planes through a, and hence lie in these planes and inter- 
sect a,. The fact that the zeros of y,(#) and {,(t)}* are identical thus 
means that the two generators g that meet a, also meet d,. Our con- 
ditions thus determine d,, and similarly d,, uniquely, and we obtain only 
a single pair of lines having the property A. Each of the lines of this 
pair is parallel to one of the asymptotes of the focal hyperbola, and it 
meets the two generators of the first system that meet the other asymptote. 
This is the pair that we have referred to under (III) in our enumeration, 
and it completes our determination of the real pairs of lines that have 
the property A. 


It remains to specify this pair of lines in a manner that does not 
involve imaginary elements. In order to determine d,, we shall consider 
the paraboloid that passes through the asymptote a, and through the 
two generators of the second system of S that are parallel to the plane 
of the focal hyperbola and therefore pass through the ends B and B’ of 
the minor axis of the principal elliptic section of S. All the generators 
of this paraboloid of the same system as the three that we have men- 
tioned meet BB’ at right-angles, and they are all transversals of the 
two generators g of S that meet a,. One of them is parallel to a,, and 
this is the required line d,. Since we know the direction of d,, we need 
only find the point D, where d, cuts BB’ in order to specify d, com- 
pletely. This may be done by using the fact that four generators of the 
paraboloid cut BB’ in four points which have the same cross-ratio as 
the four planes that join these generators to BB’. We take as the four 
generators the line d, and the three lines that we used to define the 
paraboloid, and we find that, if the asymptote a, makes angles « and a’ 
with the generators of the second system through B and B’ respectively, 
the point D, is situated between B and B’ so that 
BD, _ sin*« 
D,B’ = sin® a’ 
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The second line d, of the pair is the parallel to a, through D,, where 
D, and D, are symmetrically placed with respect to the centre of 8. 
We may remark that this pair of lines is of a different character 
from any of the others. If the hyperboloid S is neither degenerate nor 
of revolution, the lines of this pair are not focal axes, and their distances 
from a variable generator of S have a constant product only when the 
variable generator belongs to the first system. When S degenerates into 
a conic, the lines of this pair coincide either with the asymptotes of this 
conic or with the asymptotes of its focal conic, whichever are real. When 
S is a hyperboloid of revolution, they coincide with the axis of revolution. 


4. There is another way in which we may try to generalize the theorem 
on the product of the focal perpendiculars. We may restate this theorem 
by saying that the moments of a variable tangent to a central conic about 
the tangents to the focal conic at the ends of its major axis have a con- 
stant product, and we are thus led to ask whether there are any pairs of 
fixed real lines whose moments about a variable generator of a hyperboloid 
have a constant product. 


We shall retain the notation of the preceding paragraph, and we shail 
suppose for the present that the hyperboloid S is neither degenerate nor 
of revolution. Since the moment of the generator g of the first system 
of S about the fixed line d, is 


1L,+1,LimM,+m,MinN,+n, N 
(1° + m* + n*)4 (1? + mz +nz)t 





the product of the moments of g about the lines d, and d, is equal to 
a constant multiple of 
1 (#) 2 (#) 
w(t)” 


where w(t) is the value of 1*-+ m*+-n? in terms of the parameter t, 


and is thus a quartic in ¢ whose zeros correspond to the four generators g 
that are isotropic. Remembering that the zeros of g,(t) and ,(t) give 
the generators g that meet d, and d, respectively, we see that our pro- 
duct of moments will be constant if d, meets two of the four isotropic 
generators of the first system while d, meets the remaining two. It will 
be constant in no other cases except the trivial ones in which one of the 
two lines is a generator of S of the second system. 

The four isotropic generators of the first system may be divided into 
two pairs so that the lines of each pair are conjugate imaginaries and 
therefore admit real transversals. The transversals of these pairs form two 
linear congruences C, and C,, and the pairs of lines that satisfy our 
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requirements are formed by taking an arbitrary real line of C, together 
with an arbitrary real line of C,. It remains to show how these con- 
gruences may be defined without the use of imaginary elements. 


Either of these congruences, C, say, consists of the transversals of 
two non-intersecting isotropic lines p and g which are conjugate imagi- 
naries, and therefore any line of C, continues to belong to C, if it is 
rotated through an arbitrary angle about the common perpendicular of p 
and g. This common perpendicular may also be described as the line of 
intersection of the isotropic plane through p with the isotropic plane 
through g. It is a real line, and we shall call it the azis of the con- 
gruence. Now, if we have found the axis of C,, we can construct the 
congruence, because all the generators of the second system of S§ belong 
to C,, and therefore, if we rotate the hyperboloid S as a whole about 
the axis of C,, the generators of the second system will describe the con- 
gruence C,*°). We can derive an alternative construction from the fact, 
which is easily verified, that, if a line belongs to the congruence, so do 
all the transversals of the perpendiculars let fall on the axis from the 
points of the line. 

We shall now determine the axes of the congruences C, and C,. 
These axes are the two real lines of intersection of the four isotropic planes 
that pass through the four isotropic generators of the first system. They 
are thus focal axes, and each of them is perpendicular to the planes of a 
system of circular sections. Now there are four focal axes that are per- 
pendicular to planes of circular section, and we shall call them the prin- 
cipal focal axes of S. They are the four generators of a certain hyper- 
boloid of the confocal system that meet the major axis*'), and if S is 
orthogonal they are generators of S itself. We have now only to decide 
which two of the four principal focal axes are the axes of our two con- 
gruences, and for this purpose we shall introduce the following convention. 
We shall say that a focal axis g’ belongs to the first (or second) system 
if it is possible for a variable focal axis to pass continuously from coinci- 
dence with g’ to coincidence with some generator of the first (or second) 


©) If we restrict ourselves to rotating real generators through real angles, we 
shall obtain a set of co* lines of C,, but not all the real lines of C,. In order to 
obtain all the real lines of C, in this way we should have to admit rotations of 
imaginary generators through imaginary angles. Similar circumstances arise when we 
try to generate an ellipsoid of revolution by rotating an ellipse about an axis that 
does not lie in its plane. 

*t) It may be shown that the principal focal axes of S are the polar lines of 
the four generators of S that meet the major axis with respect to the unique ortho- 
gonal hyperboloid of the confocal system. 
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system of S without passing through a position in which the confocal on 
which it lies is one of the degenerate members of the system. We may 
now complete the solution of our problem by stating that the axes of the 
congruences C, and C, are the two principal focal axes that belong to 
the second system. Considerations of continuity show that this will be 
true for the given hyperboloid if it is true for any one hyperboloid of 
the confocal system. Now the confocal system contains one orthogonal 
hyperboloid, and it is easy to see that our statement is true for it. The 
four principal focal axes of an orthogonal hyperboloid are generators of 
the hyperboloid, and the two in which we are interested are generators 
of the second system because each of them intersects two of the isotropic 
generators of the first system. 


Since we shall need vo refer to it again, we may draw attention to 
the fact that, if each of the isotropic planes through a real line contains 
an isotropic generator of the first (or second) system of S, the line is 
one of the two principal focal axes of S of the second (or first) system. 


When the hyperboloid degenerates into a conic, the four principal 
focal axes come into coincidence in pairs with the tangents to the focal 
conic at the ends of its major axis, and each of the congruences C, and 
C, takes a degenerate form consisting of all the lines that pass through 
a focus together with all the lines that lie in the plane of the conic. It 
will thus be seen that the theorem on the product of the focal perpen- 
diculars appears as a limiting case of our result. 


When the hyperboloid is of revolution, the four principal focal axes 
coincide with the axis of revolution, and the two congruences are coinci- 
dent. We may remark that a certain number of properties of the axis 
of revolution of a hyperboloid of revolution may be regarded as being 
represented in the general case by properties of the principal focal axes. 
We shall see instances of this in the next two paragraphs, but we may 
notice here the following property which will be verified without difficulty. 
Any generator of the first system of a hyperboloid may be brought into 
coincidence with some other generator by giving it a rotation of suitable 
magnitude about either of the principal focal axes of the first system. 
It may be shown that these two focal axes are the only lines that possess 
this property except, of course, the axes of symmetry of the hyperboloid, 
for which the rotation is always one of 180 degrees. 


5. We shall now try to generalize the theorem that the feet of the 
focal perpendiculars on a tangent to a‘central conic lie on a circle. If we 
remark that this theorem may be interpreted as a statemert about the 
locus of the nearest point on a tangent to either of the tangents to the 
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focal conic at the ends of its major axis, we are led to attempt a gene- 
ralization by examining the locus of the nearest point on a generator of 
a hyperboloid to a fixed straight line. We shall prove the following 
theorem: 


The nearest point on a variable generator of the first system of a 
hyperboloid 8 to a real fixed line d which is not at infinity describes a 
conic’) if, and only if, d is a focal axis of 8S, and this conic is then 
a central elliptic section of S and lies on a right circular cylinder whose 
axis ts parallel to d. The conic reduces to a circle if, and only if, dis 
one of the two principal focal axes of the first system. 


Taking the line d as the z-axis in a rectangular coordinate system, 
we find that, if 1, m, n, L, M, N are the line coordinates of the variable 
generator g of the first system, the coordinates xz, y,z of the point Pong 
that is nearest to d are given by the equations 


a:y:z2:1=—mN:1N:mL—I1M:1?+ m?*. 


Since the six coordinates of g can be expressed as quadratic functions of 
a parameter ?, it is clear that, for a fixed line d of general position, the 
locus of the point P is a rational quartic which cuts every generator of 
the first system once only. Now the only way in which such a curve can 
degenerate is by breaking up into one or more of the generators g to- 
gether with a curve of lower degree than the fourth, and this will happen 
only if the position of the point P on the generator or generators in question 
is indeterminate. Conversely, if any generator g yields an indeterminate 
position for the point P, this generator will form part of the locus. 

It is easy to see that the point P is the harmonic ccnjugate of the 
point at infinity on g with respect to the pair of points where g is cut 
by the isotropic planes through d. The position of P on g will therefore 
be indeterminate if g is parallel to d, or if g lies in one of the isotropic 
planes through d, and it will be indeterminate in no other cases if we 
assume that the line d is not at infinity. The locus of P will therefore 
degenerate if (I) d is parallel to some generator g of S, or if (II) one of 
the isotropic planes through d contains a generator g of S, so that d, 
being a real line, is a focal axis. 


We shall suppose first that d is not a generator of S, so that the 
cases (1) and (II) do not overlap. In case (1) the generator g that is 


#2) This locus is discussed by Schoenflies in the special case where the hyper- 
boloid is orthogonal and the fixed line is one of the focal axes that cut the major 
axis at right-angles. (Zeitschrift fiir Math. u. Phys. 28 (1878), p. 276.) He states in- 
accurately that the locus is a rational quartic in this case. 
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parallel to d forms part of the locus, and it is clearly the only one 
that does. The remainder of the locus is thus a non-degenerate twisted 
cubic. In case (II) there is a generator g in each of the isotropic planes 
through d; these two generators form part of the locus, and they are the 
only ones that do. The remainder of the locus is thus a non-degenerate 
conic**), 

The case in which d is a generator of S may be regarded as a par- 
ticular case either of (I) or of (II). It will be seen that, when d is a 
generator of the same system as the generators g, the locus consists of 
the generator d counted twice together with a non-degenerate conic, and 
that, when d is a generator of the opposite system, the locus consists of 
the two generators g that lie in the isotropic planes through d together 
with the degenerate conic formed by d and the generator g that is par- 
allel to it. 

In order to identify the conic that forms the real portion of the locus 
when d is a focal axis, we remark that P is the middle point of the seg- 
ment that the isotropic planes through d intercept on g, and that the ends 
of this segment lie on the generators / and m of the second system that 
these isotropic planes contain. It follows that P moves on the fixed plane 
that is parallel to and equidistant from / and m, so that we see once 
again that the real portion of the locus of P is a conic. The plane of 
this conic passes through the centre of S because it is parallel to and 
equidistant from two generators of the same system of S; and the conic 
is necessarily an elliptic section, except in the limiting cases in which it 
’ degenerates into a pair of parallel generators. 

The conic lies on a right circular cylinder whose axis is parallel tod 
because its points at infinity lie on / and m and therefore on the tangents 
to the circle at infinity from the point at infinity on d. 

Since the points at infinity on this conic lie on / and m, the con- 
dition that it should be a circle is that J and m should be isotropic lines, 
or, in other words, that d should be so situated that each of the isotropic 
planes through it contains an isotropic generator of the second system; 
and this, as we have seen in the preceding paragraph, is the condition 
that d should be one of the principal focal axes of the first system. When 


18) We may prove these statements in another way. The point P lies on the 
line in which the plane through g parallel to d ie cut by the perpendicular plane 
through d. In case (I) the former plane passes through the generator of the second 
system that is parallel to d, and therefore P lies on a right circular cylinder that 
contains a generator of S. In éase (II) the former plane touches a cylinder circum- 
scribed to 8 of which d is a focal line, and therefore P lies on a right circular cy- 
linder that has double contact with 8. 
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this condition is satisfied, the conic reduces to the central circular section 
of S whose plane is perpendicular to d. 


6. It is of interest to compare the results that we have just given 
with those that we obtain when we examine the locus of the foot of the 
perpendicular from a real fixed point Q on the variable generator g. It 
has been shown by L. Vietoris'*) that this locus, which is in general a 
rational quartic, degenerates if Q lies on one or other of a certain pair of 
non-intersecting lines each of which is perpendicular to the planes of a 
system of circular sections, and that the locus then reduces to a circular 
section of the system whose planes are not perpendicular to the line on 
which Q lies. We shall indicate briefly the proof of this result because we 
wish to point out that the two lines that are mentioned are identical 
with the lines that we have called the principal focal axes of the second 
system. 

It will be evident on writing down the coordinates of the foot F of 
the perpendicular from a fixed point @ on the generator g that the locus 
is in general a rational quartic which cuts the generators g once only. 
Degeneration will thus occur if one or more of the generators g yield an 
indeterminate position for the point F. Now Fis the harmonic conjugate 
of the point at infinity on g with respect to the pair of points where g 
is cut by the isotropic cone whose vertex is at Q, and therefore the po- 
sition of F on g is indeterminate if g touches this cone at infinity, that 
is, if g is isotropic and lies in an isotropic plane through Q. Hence, Q 
being real and not lying at infinity, degeneration takes place if, and only 
if, Q lies on the intersection of two isotropic planes each of which con- 
tains an isotropic generator g; and the locus then consists of these two 
isotropic generators together with a conic whose points at infinity are con- 
tributed by the two remaining isotropic generators g. In other words, 
the locus degenerates if, and only if, Q lies on one of the principal focal 
axes of the second system, and the real portion of the locus is then one 
of the circular sections of the system whose planes are not perpendicular 
to the principal focal axis of the second system on which Q lies. 

7. In conclusion we shall establish one other theorem on the gene- 
rators of a hyperboloid which again involves the principal focal axes. It 
generalizes the well known property of the orthogonal hyperboloid that 
the planes joining a generator of the first system to the principal focal 
axes of the second system (which are now generators of the hyperboloid) 
are constantly at right-angles. The theorem which we wish to prove is 
the following: 


**) Wiener Berichte 125 (1916), p. 280. 
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The two points where the principal focal axes of the second system 
of a hyperboloid are met by any generator of the confocal on which they 
lie have the property that the planes joining them to a variable generator 
of the first system of the hyperboloid are constantly at right-angles. 


The equations of the planes joining a variable generator g of the first 
system of the hyperboloid S to two fixed points A and B can be written 
so as to contain a parameter ¢ in the second degree, and the condition 
that these planes should be at right-angles is therefore of the fourth degree 
in t. If this condition is satisfied for more than four distinct positions of 
the generator g, it will be satisfied identically. 


If A and B lie one on each of the two principal focal axes of the 
second system, our condition is satisfied in each of the four cases in which 
the generator g is isotropic, for the planes that join an isotropic generator g 
to Aand B satisfy the condition of perpendicularity in virtue of the fact 
that one of them is an isotropic plane. 


If the hyperboloid S is not orthogonal, and if A and B satisfy the 
further condition of lying on the same generator of the first system of the 
confocal §’ that contains all the principal focal axes, our condition is 
satisfied also in the two cases in which the generator g meets the line AB, 
because then the planes joining g to A and B are coincident, and the 
plane with which they coincide is isotropic, being a common tangent plane 
of the two confocal quadrics S and S’. Our condition is thus satisfied in 
six distinct cases, and therefore it is satisfied identically. 


If the hyperboloid S is orthogonal, any restriction on A and B beyond 
that of lying one on each of the principal focal axes of the second system 
is irrelevant, because these focal axes are now generators of S and meet 
all the generators g. If we wish to complete our proof in this case, we 
can no longer employ the argument that we have just given in order to 
establish the last two of the six cases in which our condition is satisfied, 
but we may use instead the fact that this condition is satisfied in the two 
cases in which g meets the major axis. 


It is easy to prove conversely that, if two fixed points have the pro- 
perty in which we are interested, they must lie one on each of the two 
principal focal axes of the second system, and that, unless the hyperboloid 
is orthogonal, they must lie on the same generator of the first system of 
the confocal that contains the principal focal axes. 


A corollary, which is perhaps worth noticing, may be deduced from 
our theorem by using the fact that, if-the planes that join a variable line 
to two fixed points A and B are constantly at right-angles, the distances 
of the line from two fixed points that divide the segment AB harmoni- 
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cally have a constant ratio. We thus see that the distances of a variable 
generator of the first system of a hyperboloid from two fixed points have 
a constant ratio ij the points lie on a generator of the first system of the 
confocal that contains the principal focal axes and divide harmonically 
the segment intercepted on this generator by the two principal focal axes 
of the second system. We see similarly that, in order that a pair of fixed 
points should have this property for an orthogonal hyperboloid, it is suffi- 
cient that they should divide harmonically an arbitrary segment whose 
ends lie on the two principal focal axes of the second system. There are 
thus oo? pairs of fixed points that have this property for the general 
hyperboloid, and there are co* for the orthogonal hyperboloid. 


(Eingegangen am 6. 11. 1929.) 


35* 











Berichtigung 


zu der Arbeit von K. Mahler: ,,Arithmetische Eigenschaften der Lésungen 
einer Klasse von Funktionalgleichungen“, Math. Annalen 101, S. 342—366. 


Bei der Korrektur ist mir entgangen, daB ich auf Seite 351 eine Ab- 
schaitzung irrtiimlicherweise fiir die Funktion H(z’) benutzt habe, die nur 
fiir ihren Logarithmus richtig ist. Um diesen Fehler zu beseitigen, sind 
folgende Anderungen zu treffen: 


8. 351, Z.14—15: Dann gibt es eine positive Konstante c, so da 
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Géttingen, 8. 5. 1929. 














Uber die Approximation einer komplexen 
durch Zahlen des Kérpers &(¢). 
Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


§ 1. 
Formulierung des Resultates. 
Hurwitz hat den folgenden Satz bewiesen’): 


Satz 1. Zu jeder irrationalen Zahl « gibt es unendlich viele Paare 
ganzer rationaler Zahlen p,q derart, dap 





je—2|< ; 


q| Sq" 
ist. Dagegen gibt es irrationale Zahlen «, fiir welche die Ungleichung 
|" Fl <a 
wenn c > V5 ist, héchstens durch endlich viele Paare ganzer rationaler 
Zahlen p,q befriedigt werden kann; z. B. ist « = ba eine solche Zahl. 
Fiir die Approximation einer komplexen Zahl « durch Zahlen der 
Form me wo p,q ganze Zahlen des Kérpers &(7#) sind, hat Minkowski ge- 


zeigt, daB stets 
= 


x |q\* 
erreicht werden kann*). Wieweit sich dabei die Zahl vd noch verkleinern 


‘| 
a—H\< 
“3 


1) Uber die angeniherte Darstellung der Irrationalzahlen durch rationale Briiche, 
Math. Annalen 39 (1891), 8S. 279—284. — Vereinfachte Beweise finden sich in den 
Biichern des Verfassers: Die Lehre von den Kettenbriichen, 1913, 2. Aufl. 1929, 
8. 49—52; Irrationalzahlen, 1921, S. 129—131. 

*) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, § 39. 
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lat, war bis jetzt eine offene Frage. Sie wird beantwortet durch den fol- 
genden Satz, der das genaue Analogon des Hurwitzschen Satzes ist: 

Satz 2. Zu jeder komplexen Zahi «, die nicht dem Korper & (i) 
angehort, gibt es unendlich viele Paare ganzer Zahlen p, q des Korpers & (1) 
derart, dap 


ist. Dagegen gibt es komplexe, nicht dem Koérper &(i) angehdrende 
Zahlen a, fiir welche die Ungleichung 


q c|q\* 
wenn c > 3 ist, héchstens durch endlich viele Paare ganzer Zahlen p,q 


des Korpers &(i) befriedigt werden kann; z. B. ist «= eal be eine 


solche Zahl. 

Da die Beweise von Satz 1 simtlich die Entwicklung der Zahl « in 
einen regelmaBigen Kettenbruch benutzen, lag es nahe, den Beweis von 
Satz 2 mit Hilfe komplexer Kettenbriiche, deren Theorie Hurwitz entwickelt 
hat*), zu versuchen. Jedoch habe ich auf diese Weise nicht durchzudringen 
vermocht und habe dann den Beweis auf anderer Grundlage erbracht. 





§ 2. 


Beweis des zweiten Teiles von Satz 2. 


Sehr einfach ist der zweite Teil von Satz 2 zu beweisen, weshalb die- 
ser Teil zuerst behandelt werden soll. Sind p,q ganze Zahlen des Kér- 
pers &(#), und zwar g +0, so definieren wir eine komplexe Zahl 5 durch 
die Formel 

14678 _ pi 3 
(1) Bue 4s, 
und miissen dann zeigen, dab, wenn c > j3 ist, die Ungleichung | 6| < - 
héchstens fiir endlich viele Paare p,q gelten kann. 

Aus (1) folgt durch Multiplikation mit g und Gliederumstellung 


q 


iys - 
—" 7 as 


1 | & 


und hieraus durch Quadrieren 
é* rs @ ' 
y* y36 me ae q°. 





%) Uber die Entwicklung complexer GréBen in Kettenbriiche, Acta Mathematica 
11 (1888), S. 187—200. 
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Nun steht auf der rechten Seite eine ganze von Null verschiedene*) Zahl 


des Kérpers &(¢). Ihr absoluter Betrag ist also mindestens gleich 1 und 
man erhilt 


6]? ~ 
iar t ¥8le 21. 


Ist nun |d|< =, wo c> 73, so ist erst recht 


‘> 3 
ge te oh 
oder also 

ey 1 


lal < aya) 


Daher ist g beschrankt und nach (1) ist dann auch p beschrankt. Also 
sind in der Tat nur endlich viele Paare p,q méglich. 


§ 3. 


Ein Hilfssatz iiber Cassinische Kurven. 


Ist a eine komplexe, c eine positive Konstante, so stellt die Gleichung 
|z*@—a|=c 


in der komplexen z-Ebene eine Cassinische Kurve dar. Fiir c=|a! ist 
es die achterférmige Lemniskate; fiir c << |a| besteht sie aus zwei getrenn- 
ten Ovalen; fiir c >|a| ist sie eine geschlossene Kurve mit den Punkten 


+ Ya im Innern und speziell fiir a=0 ein Kreis. Im folgenden wird 
uns insbesondere die Kurve 


f 2 } 1 4 
(2) |z*—a|=/7+ la" 


interessieren, die also nur eine geschlossene Kurve darstellt. Ihr Inneres 
wird charakterisiert durch die Ungleichung 


9 1, 4) 19 
jz*—al<//7+ le|’. 


Wir nennen zwei Zahlen bzw. Punkte der komplexen Ebene z,, z, 
homolog, wenn die Differenz z,—z, eine ganze Zahl des Kérpers & (1), 
also in der Ebene ein Gitterpunkt ist; wir schreiben dann z,=z,. Mit 
dieser Terminologie beweisen wir den 





*) Wenn namlich p*— pq+q? = 0 ware, so wire fa = , Wahrend P doch 
in Wahrheit dem Kérper & (i) angehért. q 





36* 
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Hilfssatz. Die Cassinische Kurve (2) enthdlt zu jedem Punkt z der 
komplexen z-Ebene einen homologen Punkt im Innern, mit Ausnahme der 
drei folgenden Fille, in denen sich homologe Punkte nur auf dem Rande 
finden: 





l+¢ 

IL a=0, t=, 
3 <% 

Il. atest” 1 z=9%° 
3 4 

IIT. = —7; z=5- 


Bemerkung. Zu jedem Punkt z gibt es augenscheinlich einen homo- 
logen z, im Innern oder auf dem Rand das Quadrats mit den Ecken 


1++ 1-t -—-1+t -—1-i 
y 2’ i 2 ° 





Dann ist \z,|* <4}, und folglich enthalt die Kurve 
, 1 
|*—a|=|a|+3 


gewiB zu jedem Punkt bereits einen homologen im Innern oder auf dem 
Rand. Der Hilfssatz ist daher trivial, wenn 


re 1 
Vatglel>lel+s, 


d.h. wenn |a|>3 ist. Wir werden ihn aber gerade fiir kleinere Werte 
von |a| benétigen und zwar fiir 5; <|a|<#%, so daB gerade die Aus- 
nahmsfalle If und III, in denen er keine Verschirfung mehr zulaBt, fiir 
uns wichtig sind. 

Beweis des Hilfssatzes. Was zunichst die drei Ausnahmsfille an- 
belangt, so erkennt man ohne weiteres die folgenden Tatsachen: 


I. Die Kurve (Kreis) 
1 
le"|=3 
enthalt die vier zueinander homologen Punkte 


1+s 1-¢ —-1+t —-1-i 
I ee . = 2 








auf dem Rand und keine weiteren dazu homologen Punkte im Innern 
oder auf dem Rand. 


II. Die Kurve 
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enthalt die sechs zueinander homologen Punkte 
i a é 
$e. 2a41, £42 


auf dem Rand und keine weiteren dazu homologen Punkte im Innern 
oder auf dem Rand. 


Ill. Die Kurve 





2*+ Z| =] 
enthalt die sechs zueinander homologen Punkte 
1 1 , 1 : 
Seo Sete Se-t 
auf dem Rand und keine weiteren dazu homologen Punkte im Innern 
oder auf dem Rand. 
Damit sind die Ausnahmsfille erledigt. Wir wenden uns jetzt dem 
allgemeinen Fall zu. Zu jedem Punkt z gibt es genau einen aquivalenten 
z,=2-+ yt, fiir welchen 


(3) O<e<1, -—}<y<i 

ist. Wir setzen dann 

(4) { \(2+y%)*—a|*=P, 
|(2-—1+y#)*—a|*=Q 


und wollen zeigen, daB, wenn keiner der drei Ausnahmefille vorliegt, min- 
destens eine der beiden Ungleichungen 


(5) P<itflel, @<Z+$lal’ 


besteht (in den Ausnahmsfillen gilt beidemal Gleichheit). Damit wird 
dann der Hilfssatz bewiesen sein. 
Setzt man a=|ale”, so ist 


= (x* — y*—|a| cosp)*+ (22y —|a| sing)” 
= a2t+2a%y?+ y4+ |a|*—2(2*— y")|a|cosp—4zy|a|sing, 
und @ entsteht hieraus, indem man z durch xz —1 ersetzt. Daraus er- 
gibt sich 
(l—2)P+2Q=—2(1—2)(1—32+482")+22(1—2z)y*+ y* 
+|a|*—2[2(1—2)—y*]|a| cosy. 


P=|2z?— y*+ 22yi —|a| cosy —|a|sing-t|* 
(6) 


Indem man die Abkiirzungen 
(7) z(i—z)=u, y*=v 
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einfihrt, wobei dann nach (3) 


(8) O<usi, O<v<} 


~_ 


ist, nimmt die vorige Gleichung die einfachere Gestalt an: 
(9) (lL—x)P+2Q=u—3u*+2uv+ v?+ |a\* —2(u—v)!a| cosy. 
Wenn nun erstens v = u ist, folgt aus (9) 
(l—2)P+2Q=u+|a|’, 
also wegen (8) gewiB 
(l—2)P+2Q@<i+<lal’, 
und zwar Gleichheit nur fiir 


1 


1; also nach (7) und (3): 2=4, y= 


ro| = 


a=0, u=v= 


Wenn zweitens v > u ist, folgt aus (9) 
(1 —2z)P+2Q<u—38u?+2uv+0*+/a\*+2(v—x) Ia}, 


und zwar Gleichheit nur, wenn |a|cosp=j|a|, also wenn a reell und 
= 0 ist. Wegen 0< v<} folgt hieraus weiter 


und zwar Gleichheit nur fiir 


a0, v=s; 


Jetzt ist aber die rechte Seite gleich 


rt glelt— ((5u— 2 sere). 


also nach (7) und (3): y=5- 


Also ergibt sich 
(l—2)P+2Q@<i+$le\, 
und zwar Gleichheit nur fiir 
1 3-4 38-4 
a>0, y=5 w= Fh — 


12 
also nach (7): 





e=i+/%. 


Wenn endlich v < u ist; folgt aus (9) 
(l1—2)P+2Q<u—8u*+ 2uv+ v*+/a|*+2(u—v)I\al, 




















Approximation durch Zahlen aus (7). 


539 
und zwar Gleichheit nur fiir |a| cose = —|a|, also wenn a reell und <0 
ist. Die rechte Seite ist jetzt gleich 


4 4 a 4 2 Bg. 1 2v+2\a\/+1 = \° 
gv—glelet+gt glial + 5lal+i5—( oye V3) 


= glel—(@—9) (+ ge—Flel) — (Fg — Foe). 





Fiir |a| < } folgt hieraus, weil v< u <j ist, 
1 4,., 
(l1—2z)P+2Q<7+ 3/\|4|" 


mit Ausschlu8 von Gleichheit. Fiir |a| >} ist aber 


$e+Sieit+! _ v54> Qv+2laj+1 Y3 _ 4v+4/a/—-1 


ee ee. 0, 
273 oy 4 4/3 = 
und folglich 


4 hos 0 Oi, t 1 /4v+4\a|—1\* 
(l—z)P+2Q<s50°— g\lalv+ s+ 5le| +3lelt+e—-(“Dg) 
und zwar Gleichheit nur fiir 


a<0, u=4; 


Jetzt ist die rechte Seite gleich 


also nach (7): z=. 


v°—2\alvu+>5 > + \a\? + ily, 
und dieser Ausdruck nimmt wegen |a| >} im Intervall 0 << v<} seinen 
maximalen Wert nur fiir v= 0 an, so daB sich ergibt 


(1—z)P+2Q<jal*+ lly J, 


und zwar Gleichheit nur fiir - 


a<0, z v=0; also nach (7): y=0. 


a. 
=> 
Nun ist aber die rechte Seite gleich 
(3—4]a|)*, 
regen * se 
daher ergibt sich weiter 
1 4 
(1—2)P+2Q<7+ 3(e\*, 
und zwar Gleichheit nur fiir 
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Zusammenjassend erhalten wir das Resultat 


(1—2)P+2Q<i+4l\al’ 


und zwar Gleichheit nur in den folgenden drei Fillen: 


1 1 
A a=0 t=F: ¥=7%> 
B. aD>0 1/2 a. 
a= ? =3+t)/; > y=: 
. 3 1 
C G=-7, 2=7%, y=0. 


Wenn wir nun annehmen, daB keine der beiden Ungleichungen (5) 
besteht, so ist 


; o«& 4 
P>i+stlal, @24+4 Ia)" 
also auch 


(1—2z)P+2Q@>i+4/a\’, 


was aber nach dem Bewiesenen héchstens in den drei eben genannten 
Fallen eintreten kann. Von diesen gehéren die Fille A und C bereits m 
den schon erledigten drei Ausnahmsfillen des zu beweisenden Hilfssatzes, 
so daS uns nur noch der Fall B zu interessieren braucht. In diesem ist 
(vgl. (6)) 

P= y*—a)*+(22y)° 


(G2 ya)—3-o)+ Gye) tei) 


und Q entsteht hieraus, indem z* durch (x2 — 1)° ersetzt, also einfach 
ys mit dem entgegengesetzten Vorzeichen genommen wird. 
Soll also keine der beiden Ungleichungen (5) gelten, so mu8 


“+58 ~ +3 ++ )/5( 1- *\e} + $a 


sein, und zwar fiir beide Vorzeichen der Quadratwurzel. Hieraus folgt, 
indem man alles nach links bringt, speziell fiir das untere Vorzeichen 


(a—49)(4— J 20, 


un] wenn man mit = -b V3 multipliziert, 


0-)(4- Hae. 
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oder etwas anders geschrieben: 

a 4a\* 

3 (1—-) SO. 
Das ist aber wegen a>0O nur méglich fir a=0 und fir a=#?. Fir 
a= 0 kommt aber, da es sich ja um den obigen Fall B handelt, 


1 1 
a=0, #=53 Yy=> 
und fiir a =? kommt 
3 
4? 
Das sind aber wieder zwei von den drei bereits erledigten Ausnahmsfillen 
des Hilfssatzes. Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen. 


— 


a= z=0, eo ee 


§ 4. 
Anwendung des Dirichletschen Schubladenverfahrens. 


Sei « eine komplexe Zahl, die nicht dem Kérper &(¢) angehért. Wir 
betrachten, unter n eine beliebig groBe natiirliche Zahl verstehend, im 
Kérper &() die (n-+1)* ganzen Zahlen 

qgq=a+bi (a,b=0,1,..., n) 


und bestimmen zu jeder eine ganze Zahl p des Kérpers &(7#) eindeutig 
durch die Forderung, daS, wenn 


(10) ag—p=xz+yi 


gesetzt wird, 
O0<2e<1, OSy<!1 


ist. Die (n-+1)* Zahlen (10) sind alle voneinander verschieden, weil « 
keine Zahl des Kérpers @(¢) ist. Teilt man das Quadrat mit den Ecken 


0, 1, #, 1+¢ 
in n* Teilquadrate mit der Seitenlinge ~, so miissen von den (n+ 1)* 
Zahlen der Form (10) notwendig einmal zwei verschiedene dem gleichen 
Teilquadrat angehéren, etwa ag,—p, und «g,—p,. Dann ist aber 
2 
|«(¢,—%) — (m.—m)i <2. 
Fir n>1 folgt hieraus g,+ ,, und auBerdem ist |g,—g,|<ny2. 


Daher ist 
y2 2 
= Ta-ale lt —4%|* 





|«— P: — Pe 
— Ws 


“ 
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Setzt man also 


%:— I q 
wo p und q relativ prime ganze Zahlen des Kérpers &(7) sind®), so ist 
erst recht ; 

| p | y2 2 

9g | Shain = Teh 
Da n beliebig groB sein darf, ist hiermit die Existenz unendlich vieler 
Paare ganzer relativ primer Zahlen p, q des Kérpers &(7) nachgewiesen, 
fiir welche die Ungleichung gilt: 


ja—2\<—.. 
q!™ |q@| 


§ 5. 
Beweis des ersten Teiles von Satz 2. 


Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun auch den ersten Teil 

von Satz 2 beweisen. Wir definieren eine Zahl 5 durch die Formel 

ee ee 
(11) Sear eet 
Nach § 4 gibt es unendlich viele Paare von ganzen relativ primen Zahlen 
p,q des Kérpers &(7), fiir welche 

|\6,<2 
ist, und weil « nicht dem Kérper &(7) angehért, ist 64+0. Zu jedem 
solchen Paar p,q kann man zwei ganze Zahlen p,, g, des Kérpers & (7) 
so bestimmen, daB 
(12) PI—- IP, = 1 
ist. Die Zahl y, ist hierdurch nicht eindeutig bestimmt, sondern nur 
modulo g. Der Bruch ° darf also durch jede homologe Zahl (Definition 


8. 535) ersetzt werden. Unter allen homologen Zahlen wahlen wir eine 




















derart aus, daB 
ae V2 _ y3 I 
13 |( + —) -— —~ — 4. = |/— 
(13) eggs we |<Vats 16 | 3|* 4° 12/0)" 
ist. Nach dem Hilfssatz ist das méglich, auBer wenn 
ee, ie a 
48* 4” . ae - 2 
oder wenn 
re ee eee ee | 
48° Y 2°. 8 


®) Das kann man, weil im Kérper &(i) bekanntlich jedes Ideal ein Hauptideal 
ist; es gibt sogar einen Euklidischen Algorithmus. 





ane fw - 


oe a2 a 
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sein sollte. Im ersten Fall ergibt sich 


q@_ /3 
7 = st? 
und im zweiten Fall 
q_ 1 y3 . 
q-2a+2*: 
/3 


Da aber die Zahlen o+ ° und st pi nicht dem Kérper &(7) an- 
gehoéren, also unméglich homolog zu . sein kénnen, so kénnen diese Aus- 
nahmsfialle nicht eintreten, so daB die Ungleichung (13) unter allen Um- 
stinden erfiillbar ist. 

Zu jedem der unendlich vielen Paare p, q, fiir welche |6| <2 ist, 
wahlen wir nun ein Paar p,, q, gemaB den Forderungen (12), (13) aus, 
was offenbar wieder unendlich viele verschiedene relativ prime Paare p,, q, 
gibt, und darunter auch unendlich viele, fiir welche g, +0 ist (wegen (12) 
ist das sicher der Fall, wenn |g|>1 ist). Setzen wir dann 


(14) a 


so ist 





also 





Wegen (13) ist daher 
' y: 1 


oder etwas anders geschrieben: 
12 ja\* 1 
(15) ac E+ oe 
Nun ist |6|<2, also |5|7< 4. Wenn einmal |4|*> 2 ist, so ist 
nach (15) 





x 1 


2 4 1 
|d,|"< Max ita) —itmi<?2- 


Max ( 
Daher ist von den beiden Zahlen | 6 xz | d, |" immer mindestens eine kleiner 
als 2. Es gibt also auch unendlich viele Paare relativ primer Zahlen p, q 
des Kérpers (i), fiir welche die durch (11) definierte Zahl 5 der Un- 
gleichung |4|*< 2 geniigt. Wenn wir zu jedem solchen Paar p, q wieder 
ein Paar p,, g, gemaB den Forderungen (12), (13) bestimmen, so ist wieder 
unendlich oft g, +0, und wenn wir dann die Zahl 6, durch (14) definieren, 
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gilt wieder die Ungleichung (15). In dieser ist jetzt |\d|*¥< 2. Wenn dann 
einmal 6|/*>1 ist, so folgt aus (15) 

1 i. * 
|8,|"<, Max (5+ as) —a+ie<!- 


igzs?2 
Daher ist von den beiden Zahlen |4|*, |6,|° immer mindestens eine 
kleiner als 1. Es gibt also auch unendlich viele Paare relativ primer 
Zahlen p,q des Kérpers (7), fiir welche die durch (11) definierte Zahl 6 
der Ungleichung | 5|*< 1 geniigt. Wenn wir zu jedem solchen Paar wieder 
ein Paar p,,qg, gemaB den Forderungen (12), (13) bestimmen, so ist wieder 
unendlich oft g,+ 0, und wenn wir dann die Zahl 6, durch (14) definieren, 
gilt wieder die Ungleichung (15). In dieser ist jetzt |6|"<1. Wenn dann 
einmal |4|*> } ist, so ist nach (15) 
a zx 1 \ 
14, | < Max (7 + 23): 
Diesmal wird das Maximum an beiden Enden des Intervalles erreicht und 
ist gleich }; also ist jetzt |d,|"<+4. Von den beiden Zahlen |4|’, | 4,|* 
ist also immer mindestens eine kleiner als }. Es gibt daher auch unend- 
lich viele Paare p,q, fiir welche |6|*< 32, also |6|< 7 ist. Damit ist 
der erste Teil von Satz 2 bewiesen. Der zweite Teil wurde schon in § 2 
erledigt. 


(Eingegangen am 1. 5. 1930.) 





| 





~~ - ft = = &. Pt 











Abstrakte Theorie nichtkommutativer Ringe mit einer 
Anwendung auf die Darstellungstheorie 
kontinuierlicher Gruppen. 


Von 


Gottfried Kéthe in Bonn. 


In Teil I der vorliegenden Arbeit werden mit idealtheoretischen Hilfs- 
mitteln nichtkommutative Ringe untersucht, zu deren Erforschung man 
durch folgende Uberlegung gefiihrt wird: Ein Ring 0, der den Doppel- 
kettensatz fiir Rechtsideale erfiillt und kein nilpotentes Ideal umfaBt, ist 
nach E. Artin und E. Noether’) direkte Summe von endlich vielen zwei- 
seitig einfachen Idealen a;, 0 =a, +a, +... + a,. Fiir zwei Elemente a 
und } aus o mit den entsprechenden Zerlegungen a = a, +a, + ... +4,, 
b=b, +b, +...+6, gelten die Verkniipfungsregeln a +b =(a,+-b,)+... 
+(a,+6,) und ab=a,b, + a,6,+...+a,6,. Die Addition und Multi- 
plikation spielt sich also nur unter den Komponenten derselben a; ab. 

Es liegt die Vermutung nahe, daB man eine ahnliche Struktur be- 
kommt, wenn man nur verlangt, daB jedes zweiseitige Ideal des Ringes 
ein zweiseitig einfaches umfaBt, das den Doppelkettensatz erfiillt. Es zeigt 
sich nun, da8 ein solcher ,,transzendent reduzibler Ring“ o isomorph wird 
einem ,,transzendent vollstandig reduziblen“ o* — Sa*, den man so 


bekommt: Jedes zweiseitig einfache Ideal a, in o besitzt ein Einheits- 
element e,. Jedes Element z aus o hat die ,Komponente“ ze, in a,. 


o* hat nun zu Elementen die im allgemeinen unendlichen Summen _Y' xe’. 
a 


) E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Abh. d. math. Sem. d. Univ. 
Hamburg 5 (1927), 8.251; E. Noether, Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie, 
Math. Zeitschr. 80, 8. 641, zitiert als N. Ich méchte nicht versiumen, Fraulein Noether 
fir die Anregung zu vorliegender Arbeit und fiir viele kritische Bemerkungen und 
Ratschlige zu danken. 
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Die Addition und Multiplikation zweier Elemente von 0% spielt sich eben- 
falls nur in den Komponenten mit gleichem Index ab. Die Zuordnung 
a—» S'xe* ist nun ein Isomorphismus zwischen 0 und 0*. 


In I § 4 untersuchen wir die Darstellungstheorie der transzendent 
reduziblen Ringe o, die sich als weitgehend analog erweist mit der der 


Ringe, die den Doppelkettensatz erfiillen und kein nilpotentes Ideal 
enthalten. 


In §5 betrachten wir allgemeiner auch solche Ringe, in denen Nil- 
ideale zugelassen sind, und leiten mit denselben Methoden Sitze iiber ihre 
Struktur ab. Diese Ringe sind als weiteste bisher behandelte Ver- 
allgemeinerung der Ringe vom Typus der hyperkomplexen Systeme an- 
zusehen. 

In II wird mit den algebraischen Hilfsmitteln von I die Darstellungs- 
theorie der geschlossenen kontinuierlichen Gruppen in méglichster Analogie 
zur Darstellungstheorie der endlichen Gruppen entwickelt. Die von Weyl 
und Peter*) ausgebildeten, stark mit analytischen Gesichtspunkten durch- 
setzten Methoden werden so weit als méglich durch algebraische ersetzt 
oder, wo das nicht méglich ist, als transzendente Hilfsmittel zum Nachweis 
algebraischer Tatsachen gedeutet. 


Es zeigt sich, daB die Darstellungstheorie wesentlich darauf beruht, 
daB der Ring o der stetigen Funktionen auf @, den Weyl und Peter 
eingefihrt haben, ein transzendent reduzibler Ring ist, dessen einfache 
Linksideale genau wie bei den endlichen Gruppen alle irreduziblen Dar- 
stellungsklassen von @ liefern. Wir bekommen die Ubersicht iiber alle 
Darstellungen von & allein aus der idealtheoretischen Struktur von o. 

Es sei noch erwahnt, daB die ganze Darstellungstheorie, namlich der 
Inhalt des Hauptsatzes von § 8 und die vollstandige Reduzibilitat jeder 
Darstellung ohne Verwendung einer unitiren Normierung abgeleitet wird, 
genau so wie es bei den endlichen Gruppen méglich ist. Die Analogie mit 
den endlichen Gruppen wird besonders deutlich, wenn wir neben o noch 
den Gruppenring g der kontinuierlichen Gruppe © einfiihren, der in § 6 
definiert wird. 

Der zu o isomorphe transzendent vollstindig reduzible Ring, den es 
nach den allgemeinen Methoden von I gibt, fallt zusammen mit dem 
Ring o*, dessen Elemente die Fourierreihen der Gruppenzahlen nach dem 
unitér orthogonalen Funktionensystem der Komponenten e;{)(s) der samt- 
lichen inaquivalenten irreduziblen unitaéren Darstellungen der Gruppe © 





*) F. Peter und H. Weyl, Die Vollstaéndigkeit der primitiven Darstellungen einer 
geschlossenen kontinuierlichen Gruppe, Math. Annalen 97, 8. 737, zitiert als W. 











2s = st 2 wf am 
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sind. Aus der Isomorphie 0 = 0* folgt die Abgeschlossenheit des Systems 
der eff (8) 3), 

In § 9 betrachten wir noch den Ring 6 der absolut quadratisch inte- 
grierbaren Gruppenzahlen. Er besitzt ein Radikal c, der Restklassenring 0/c 
wird wieder transzendent reduzibel. Auch in 5/c bilden die eff (8) ein ab- 
geschlossenes Funktionensystem, das nach dem Satz von Fischer-Riesz auch 
vollstaindig ist. Damit ist dieses Resultat von Weyl und Peter auf einem 
Wege abgeleitet, auf dem die algebraische Natur dieses Satzes zur Geltung 
kommt. Als Nebenresultat erhalten wir ferner den Satz, daB jede absolut 
quadratisch integrierbare Darstellung von @ stetig ist. 


I. Die Struktur transzendent reduzibler Ringe. 
§ 1. 


Der Begriff des transzendent reduziblen Ringes. 


In der Theorie der nichtkommutativen Ringe, wie sie mit ideal- 
theoretischen Hilfsmitteln von E. Artin und E. Noether aufgebaut wird, 
wird die Struktur der Ringe, die den Doppelkettensatz fiir Rechtsideale 
erfiillen, untersucht. Die Hauptresultate dieser Theorie, die uns interessieren, 
sind die folgenden: 

Man sagt, ein Ring erfiillt die Minimalbedingung fiir Rechtsideale, 
wenn in jeder Menge von Rechtsidealen ein minimales vorkommt, d. h. eines, 
das nicht echtes Oberideal eines anderen Ideals aus der Menge ist. Damit 
aiquivalent ist die Bedingung, daB jede Kette 1r,>r,>...,1;,, echtes 
Unterideal von r;, nach endlich vielen Gliedern mit dem Nullideal endigt. 

Es gilt nun: Ein Ring 0, der kein nilpotentes (Rechts- oder Links-) 
Ideal umfaBt und die Minimalbedingung fiir Rechtsideale erfiillt, ist 
direkte Summe von endlich vielen zweiseitig einfachen Idealen a,, 
o=a,+a,+...-+a,, und besitzt eine Haupteinheit ee, + e,+...+¢,,, 
e, Einheitselement in a,, d. h. e;a, = a,e,; =a, fiir jedes a; aus a;. 

Die zweiseitig einfachen Ideale a; sind auch als Ringe betrachtet 
zweiseitig einfach, es ist namlich jedes Ideal im Ring a, auch Ideal im 
Ring o. Die Struktur eines zweiseitig einfachen Ringes a mit Einheits- 
element ist die folgende: 

a ist voller Matrizenring n-ten Grades in einem nichtkommutativen 
Kérper K, der mit dem Automorphismenkérper der einfachen Linksideale 
von a isomorph ist. 


®) E. Cartan beweist in einer Arbeit, Sur la détermination d’un systéme ortho- 
gonal complet dans un espace de Riemann symétrique clos, Rendiconti del Circ, Mat. 
di Palermo 58 (1929), S. 267, ebenfalls die Abgeschlossenheit des Systems der ¢,‘f)(#). 
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Wir nennen im folgenden einen Ring 0 (rechts) vollstandig reduzibel, 
wenn 0 die Minimalbedingung fiir Rechtsideale erfiillt und kein nilpotentes 
Ideal enthilt. 


Genau so nennen wir ein Ideal a eines Ringes o vollstandig reduzibel, 
wenn a kein nilpotentes Ideal in 0 umfaBt und die Minimalbedingung fiir 
Rechtsideale erfiillt, d. h. wenn jede Menge von Rechtsidealen in 0, die 
Unterideale von a sind, ein minimales enthilt. 

Wir betrachten im folgenden Ringe 0, von denen wir voraussetzen, 
daB jedes zweiseitige Ideal in o ein vollstindig reduzibles zweiseitiges 
umfaSt. Wir nennen einen Ring, der diese Bedingung erfiillt, ,,transzen- 
dent reduzibel“. Diese Definition umfaBt natiirlich auch die vollstandig 
reduziblen Ringe, wenn namlich o selbst schon ein vollstindig reduzibles 
Ideal ist. 

Wir beweisen 

Satz 1. In einem beliebigen Ring 0 ist jedes zweiseitig vollstandig 
reduzible Ideal a auch als Ring volilstandig reduzibel, weil jedes Ideal im 
Ring a auch Ideal in o ist. a ist also Summe von Matrizenringen in 
Korpern. 

Den Beweis fiihren wir so, daB wir in a ein Einheitselement kon- 
struieren, mit dem wir o direkt zerlegen in eine Summe von zwei zwei- 
seitigen Idealen 9 = a+, woraus dann leicht folgt, daB ein Ideal in a 
auch Ideal in o ist*). 

a umfa8t ein in der Menge aller Unterideale von a minimales Rechts- 
ideal r,, das also einfach ist, d. h. kein echtes Unterideal umfaBt. r, besitzt 
eine Linkseinheit e,: Es ist namlich r? —r,, da rt, nicht nilpotent und 
einfach ist. Es ist weiter eines der Ideale rr,+0, r aus rt, weil das 
Vereinigungsideal (... rr, ...) = 1? =r, (r durchlaufe alle Elemente von r, ), 
also ein rt, + 0 und wegen der Einfachheit von r, gleich r,. 

Es gibt daher ein Element e,, fiir das re,—r. Dann ist r(e?—e,)=0, 
und da das aus allen z aus r, fiir die rx —0, bestehende echte Unter- 
ideal von r Null sein mu, ist e? = e, und wegen e,t, = 1, ist e, Links- 
einheit fiir r,. 

Es sei e ein beliebiges Idempotent aus a, dann gilt fiir beliebiges z 
aus a die Zerlegung x =ex-+(2—ezx). Die Gesamtheit der Elemente ex 
und der Elemente (x—ez) bilden zwei Rechtsideale r bzw. rf, deren 
Durchschnitt 0 ist und deren direkte Summe r +t =a (Peircesche Zer- 


*) Die Konstruktion der Einheit fir a ist genau dieselbe wie in N. 8.663. Wir 
wollen sie aber trotzdem zum leichteren Verstandnis des Folgenden ausfihren, da sich 
die dabei verwendeten Schliisse wiederholen. 
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legung von a nach dem Idempotent e). Entsprechend gibt es eine Zer- 
legung von a in Linksideale nach der Gleichung z = xe + (x — ze), 

Um eine Linkseinheit fiir ganz a zu konstruieren, geniigt es zu zeigen, 
da8 aus der Existenz einer Linkseinheit @ fiir ein Rechtsideal r die Existenz 
einer Linkseinheit @, fiir ein Ideal r+ r, folgt, r, +0. Aus der Minimal- 
bedingung folgt namlich, daB dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten 
zur Erschépfung von a fiihren mu. Denn andernfalls gibe es ja eine 
nicht abbrechende Kette von Idealen t >t, >t, >... (¢ =1, 2, 3,...) Tt, das 
mit Hilfe der Peirceschen Zerlegung gebildete, von @, annullierte Unter- 
ideal von a. 

Wir bilden mit @ die Peircesche Zerlegung a =r-+t. In der Menge 
der Unterideale von ft gibt es ein einfaches mit einer Linkseinheit ¢. Es 
ist @2¢ 0. Wir setzen e,—t—t2. Dann wird @e,—0, e,@=0, et =t, 
also e, +0 und e?=e,. @+¢e,—(@+e,)” ist daher Linkseinheit fiir 
t+¢40¢f. 

Die so konstruierte Linkseinheit e von a ist auch Rechtseinheit. Es 
sei a = ae-+I die Peircesche Linkszerlegung. Aus e[ =[ folgt [?={el—0, 
also {= 0, da in a kein nilpotentes Linksideal vorkommt. 

Mit der Haupteinheit e von a bilden wir nun die Peircesche Zerlegung 
o=eo-+a. Diese Zerlegung ist zweiseitig, denn fiir eia beliebiges Ele- 
ment x aus 0 ist ex=—exe, da ex in a liegt und e Einheit von a ist. 
Aus demselben Grunde ist re =exe, also ze=ezx. Das Rechtsideal 4, 
das aus allen Elementen (2 — ex) besteht, ist gleich dem Linksideal, das 
aus allen Elementen (x — xe) besteht, also @ zweiseitig. Es gelten die 
Relationen da = aa=0. 

Ist nun tr ein Rechtsideal im Ring a, so ist ro=ra+ra=ra—r, 
also ist r auch Rechtsideal in 0. Analog fiir Linksideale. Unser Satz ist 
damit bewiesen. 


Genau so sind Ideale im Ring 4 auch Ideale in 0, @ ist also tran- 
szendent reduzibel, wenn o es war. 


Gibt es in einem Ringe 0 also ein zweiseitiges vollstindig reduzibles 
Ideal a, so wird o direkte Summe zweier Ideale 0 =a-+4@, a ist nach 
den oben erwahnten Siatzen direkte Summe von endlich vielen Matrizen- 
Tingen in bestimmten nichtkommutativen Kérpern. 


Fiir die folgenden Betrachtungen ist es wichtig, daB in den Ringen 0, 
mit denen wir es zu tun haben, auch unendliche Summen von Elementen 
Sinn haben kénnen. Wir setzen also von o voraus, daB fiir jede Menge 
von Ringelementen definiert sei, ob die Summe iiber alle diese Elemente 
einen Sinn hat, d.h. ob sie wieder ein Ringelement ist. Es wird natiirlich 


das assoziative, kommutative und das distributive Gesetz gegeniiber der 
Mathematische Annalen. 103. 37 
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Multiplikation fiir diese erweiterte Addition verlangt®). (In einem voll- 
stindig reduziblen Ideal gibt es selbstverstiindich keine vunendlichen 
Summen.) 

Wir wollen ferner von nun an unter einem Ideal in o“ ein gewdhn- 
liches Ideal verstehen, das aber auch unter unendlicher Addition abgeschlossen 
ist, d.h. mit einer Menge von Elementen aus dem Jdeal soll immer auch 
die Summe iiber alle diese Elemente im Ideal liege:, falls diese Summe 
ein Element von o. 

Neben die gewéhnliche Ringisomorphie zweier Ringe, die in bezug auf 
endliche Summen- und Produktbildung definiert ist, tritt jetzt die ,,trans- 
zendente“ Ringisomorphie, die Isomorphie auch in bezug auf unendliche 
Summen verlangt, d.h. ist in dem einen Ring o eine unendliche Summe 
Sa, von Elementen definiert und gleich a, so mu im transzendent 


isomorphen 6 die Summe 5')@, der zugeordneten @, definiert sein und 


gleich @, dem a zugeordneten Element. 


Wir nennen einen Ring 0 ,,transzendent vollstdndig reduzibel“, wenn 
jedes Element c von o die eventuell unendliche Summe 5c, seiner 


Komponenten c, in samtlichen zweiseitig einfachen vollstaindig reduziblen 
Idealen a, ist. 

Dabei ist unter der Komponente von ¢ in a, folgendes zu verstehen: 
a, ist, wie wir gesehen haben, auch als Ring zweiseitig einfach und voll- 
standig reduzibel und besitzt ein Einheitselement e,, das die zweiseitige 
Zerlegung o =e,0-+ 4 liefert. e,c=ce, nennen wir die Komponente 
von ¢ in 4,. 

Fir verschiedene zweiseitig einfache Ideale a, und a, gilt [a,,a,]=0, 
also kann ein transzendent vollstandig reduzibler Ring o geschrieben werden 
als o= Sa,. 5 bedeutet die nach Voraussetzung direkte, transzendente 


Summe aller a,, wobei der Index « die verschiedenen a, unterscheiden 
soll. Es brauchen dabei nicht alle Summen 5 c, definiert zu sein, c, ein 
ri 


Element aus a,, wenn f eine beliebige Untermenge aller Indizes durchlauft. 

Die a, sind Matrizenringe in nichtkommutativen Kérpern. Es gelten, 
wegen a,a,C({a,,a,]2a,a, die Orthogonalitatsrelationen a,a,—a,a, =0 
fiir « + 6 und a?=a,. 


®) In manchen Fallen wird es méglich sein, statt der unendlichen Summen einen 
Limesbegriff einzufihren; man tiberlegt sich aber leicht, da8 das nicht immer médglich 
ist, z. B. wenn sogar Summen iiber nicht abzihlbar viele Elemente ein Ringelement 
definieren; es empfiehlt sich daher, um unnétige Einschrankungen zu vermeiden, mit 
unendlichen Summen zu operieren. 
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Ein beliebiges Unterideal a ist als Vereinigungsideal seiner zweiseitig 
einfachen Unterideale a, offenbar wieder ein transzendent vollstindig 
reduzibles Ideal. 

Umfa8t a nur endlich viele zweiseitig einfache Ideale von 0 oder 
alle bis auf endlich viele, so ist a auch direkter Summand, 0 = a + 2%", 


wobei ay die zweiseitig einfachen Ideale durchlauft, die nicht in a liegen. 

In diesem Falle ist also auch der Restklassenring o/a transzendent voll- 

standig reduzibel, weil o/a transzendent isomorph ist zu S’ag. Sonst kann 
a 


man nur schlieBen, o/a umfaBt einen zu S’ay transzendent isomorphen 
7 

Unterring, denn wenn c= S’c,, so brauchen, wenn # und #’ je un- 

endlich viele Indizes durchlaufen, ss und Pa nicht definiert zu sein. 


Ein vollstindig reduzibler Ring ist ein “Spezialfall der transzendent 
vollstindig reduziblen Ringe, der dann vorliegt, wenn die Menge der « 
endlich ist. Ein transzendent vollsténdig reduzibler Ring ist auch tran- 
szendent reduzibel. Die Umkehrung gilt nicht, wie wir bald sehen werden. 


§ 2. 
Die Struktur der transzendent reduziblen Ringe. 


Satz 2. Jeder transzendent reduzible Ring 0 ist einem transzendent 
vollstandig reduziblen 0* ringisomorph. 

Beweis. Jedes vollstindig reduzible zweiseitige Ideal in 0 umfabt 
ein zweiseitig einfaches a,, das nach Satz 1 eine Haupteinheit e, besitzt. 
(« sei wieder eine Indizesmenge, die die verschiedenen zweiseitig einfachen 
Ideale a, unterscheidet. ) 


Wir behaupten, das Ideal c, das aus allen Elementen von o besteht, 
die von samtlichen e, von rechts und links annulliert werden, ist das 
Nullideal, das System der ¢, ist ,,vollstandig“, wie wir auch sagen wollen. 

Alle von simtlichen e, annullierten Elemente bilden ein Ideal, da 
mit a und b auch a+ 6 von simtlichen e, rechts und links annulliert 
wird, ebenso az und xa, = beliebig in 0, denn aze, liegt in a,, ist also, 
dae, Einheitselement von a,, gleich e,a ze, = 0, ebenso e,ra=e,xae,=0. 

Ware nun c von Null verschieden, so wiirde es nach der Voraus- 
setzung iiber o ein zweiseitig einfaches Ideal umfassen, also auch ein 
Idempotent e;, die Gleichung e} = es widerspricht aber der Definition von c. 

Die Summe zweier verschiedener zweiseitig einfacher Ideale ist direkt: 
(a,, 4g) =a, -+ a, denn es ist wegen der Verschiedenheit von a, und a, 
[a,,a,]Ca,, also, da a, einfach ist, [a,,a,)—0. Es gilt also auch 
0, A,—a,0,—0, ¢,¢,=¢,¢,=0. Es gelten ferner, wie wir in Satz 1 ge- 
37* 
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zeigt haben, zweiseitige direkte Zerlegungen 0 = a,-+ a,. Als Komponente 
von ¢ in a, bezeichnen wir wieder das Element c,=—e,c=ce,. 

Wir konstruieren uns nun folgendermaBen den zu 0 isomorphen tran- 
szendent vollstandig reduziblen Ring o*. Wir ordnen jedexa Element c, 
aus a, ein Symbol cf und einem beliebigen Element c aus o mit den 
Komponenten c, die (endliche oder unendliche) Summe cf iiber simt- 


liche c¥ zu. Da die Komponenten von c eindeutig bestimmt, andererseits 
ein Element, dessen Komponenten simtlich verschwinden, wegen der Voll- 
standigkeit des Systems der e, selbst verschwindet, ist die Zuordnung 
c—» Scz eineindeutig. 


Wir definieren Addition und Multiplikation der cf entsprechend der 
der zugeordneten ¢, (cx und cf annullieren sich daher, wenn « +), die 
Addition und Multiplikation zweier beliebiger Elemente c*— Sct und 
d* = S'dz sei definiert als S'(cz +2) bzw. cz de. . 

Der so definierte Ring o* ist wirklich ringisomorph mit o. Fiir die 
Addition ist es trivial, es mu8 nur noch gezeigt werden, daB das Produkt 
zweier Elemente in o als Komponente die Produkte der Komponenten mit 
gleichem Index hat. Es seien c, bzw. d, die Komponenten von ¢ bzw. d in a,. 
Aus der zweiseitigen Zerlegung 0 —a,+a,, entsprechend c=—c,+ ¢,, 
d=d,+d,, folgt cd=c,d,+é,d,, weil c.d,=d,¢,=0. o* ist nach 
Konstruktion transzendent vollstandig reduzibel, also der Satz bewiesen. 

Ist 9 kommutativ, so nimmt der Satz die Form an: 


Jeder transzendent reduzible kommutative Ring ist einer direkten tran- 
szendenten Summe von endlich oder unendlich vielen Kérpern isomorph. 

Denn ein zweiseitig einfaches kommutatives Ideal mit Einheitselement 
ist ein Kérper. 

Es sei hervorgehoben, da8 nach unserer Konstruktion in o* keines- 
wegs alle unendlichen Komponentensummen gebildet werden kénnen, sondern 
nur die tiber die Komponenten eines Elementes aus 0. Es kann natiirlich 
der Fall sein, daB o* sogar transzendent ringisomorph mit o ist, dann 
ist eben o selbst schon transzendent vollstandig reduzibel. 

Weiter sei bemerkt, daB umgekehrt durch o* der Ring o nicht ein- 
deutig festgelegt ist. Es kann z. B. ,zwischen“ o und o* Ringe geben, 
in denen die Elemente von o teilweise durch die unendlichen Summen 
ihrer Komponenten ersetzt sind, aber nicht durchwegs. 

Zur vollstandigen Kenntnis von 9 mu8 ich neben o* noch die Struktur 
von o/a kennen, wenn a das Vereinigingsideal simtlicher a, bedeutet, 
den ,,vollstandig reduziblen Kern“ von 0. Dabei sei noch einmal daran 
erinnert, daB der Idealbegriff jetzt ein scharferer ist. a enthilt also gerade 
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alle Elemente aus 0, die als Summen ihrer Komponenten in den a, ge- 
schrieben werden kénnen. 

Der vollstindig reduzible Kern von o 1a8t sich auch als das maxi- 
male vollstandig reduzible Unterideal von o charakterisieren. 

Beispiele fiir transzendent reduzible Ringe werden wir in II bringen. 


§ 3. 
Kriterium fiir Ringisomorphie. 


Als Kriterium fiir vollstindige Reduzibilitét wird folgender Satz vom 
direkten Durchschnitt manchmal verwendet‘): 

Fiir das Nullideal eines Ringes 0 gelte die Darstellung 0 = [3,,..., 3,], 
8, Rechtsideal des Ringes. Es werde r;=—([8,...3;_,, 8,;,,---8,] gesetzt 
und es sei tr; 0 und o=r1,+8,. Dann ist 9=1,+1,+...+1,. 

Dieser Satz gilt nicht mehr, wenn zur Darstellung des Nullideals un- 
endlich viele 3, nétig sind. Ein transzendent reduzibler, aber nicht voll- 
standig reduzibler Ring liefert ein Gegenbeispiel. 

Fir zweiseitiges 3, gilt aber der Satz: Fiir das Nullideal eines Ringes o 
gelte die Darstellung 0 =[...8,...],8, zweiseitige Ideale des Ringes, 
« durchlaufe eine beliebige Indizesmenge. Es sei, wenn ag=[... 3.’ ...] 
gesetzt wird («’ durchlaufe dabei alle Indizes « bis auf 8), ag 0 und 
0=a,+ 3,. Dann gibt es einen zu 0 isomorphen Ring o°= Sag. 


In dem Fall, daB alle a, vollstandig reduzible Ideale sind, ist o* tran- 
szendent vollstaindig reduzibel. 


Beweis. Nach der Zerlegung 0 = a,+ 8, zerfallt jedes Element c 
von 0:c=c,+ e,, ¢c, die dadurch eindeutig bestimmte Komponente von 
c in a,, 8, die in 8,. Es gibt kein Element c +0, das in jedem a, die 
Komponente 0 hat. Denn sind alle c,—0, so liegt c in allen 3,, ist also 
wegen [...8,...] = 0 selbst Null. 

Die Summe zweier a, ist direkt, denn nach Definition ist fiir «’+ £ 
ag 0 8q', also [ag, a,) C[[... 8a°...], 3¢] = 0. Zwei Elemente aus a, bzw. a, 
annullieren sich gegenseitig, denn ihr Produkt liegt ja in [a,, a,). 

Wir bilden nun einen zu o isomorphen Ring o*, indem wir den a, 
ringisomorphe az zuordnen und einem beliebigen Element c mit den Kom- 
ponenten c, das Element cz, die Summe iiber alle Komponenten er- 


streckt. Addition und Multiplikation zweier Elemente ct und ya ist 
wieder definiert als Dd (ce +d) bzw. See dz. Genau so wie beim Beweise 
von Satz 2 sieht man ein, da8 o* wirklich mit o ringisomorph ist. 


*) Vgl. N. § 4. 
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Es gilt ferner folgendes Kriterium fiir Ringisomorphie, 


Satz 3. Hin Ring 0, der eine Menge von zweiseitigen Idealen a, 
enthalt, ist mit einer transzendenten direkten Summe 0* = S\az, af zu a, 


ringisomorphe Ideale, dann und nur dann isomorph, wenn die a, den 
Bedingungen geniigen: [a,,a,) =, es gibt fiir jedes « eine direkte zwei- 
seitige Zerlegung 0o=a,+ 8, und es ist [...8,...] = 0. 

Da8B die Bedingungen hinreichend sind, foigt daraus, daB die ge- 
machten Voraussetzungen gerade die bei der Konstruktion von im Beweise 
des vorigen Satzes verwendeten Tatsachen sind. 

Die Notwendigkeit der Bedingungen [a,, a,| = 0 und [... 8,...] = 0 ist 
trivial; die Unméglichkeit einer zweiseitigen Zerlegung 0 = a, +- 8, widerspricht 
der zweiseitigen Zerlegung des isomorphen Ringes, 0*= az + Sax («’+«), 


denn die der Zerlegung a =ay-+ ay nach der Isomorphie entsprechende 
a=a,-+ @, wiirde Elemente 4, liefern, deren Gesamtheit gerade ein zwei- 
seitiges Ideal 3, bilden wiirde, dessen direkte Summe mit a, o ergibe. 


§ 4. 


Die Darstellungstheorie der transzendent reduziblen Ringe. 


Als Darstellung’) n-ten Grades eines Ringes o in einem K6rper K bezeich- 
net man bekanntlich eine Ringhomomorphie von o mit einem Ring 0, der aus 
Matrizen n-ten Grades mit Elementen aus K besteht. Zu jeder Darstellungs- 
klasse gehért eineindeutig ein Darstellungsmodul It = 2, K+-x, K+-... +2, K, 
der o-Links- und K-Rechtsmodul ist. Die Multiplikation von J? mit dem 
Elemente c aus o bedeutet einen Automorphismus von 9 als K-Modul, 
der sich in den Basiselementen xz; von I als lineare Transformation dar- 
stellt mit der durch die Gleichung (cz,, ..., ¢x,)=(2,,.--, 2,) C bestimmten 
Matrix. Die Zuordnung c—-C liefert eine Darstellung von 0. In der Basis 
(ay, ---) Un) = (2, ---) Zn) Q, Q eine beliebige umkehrbare Matrix, bekomme 
ich die Darstellung c—-Q-*CQ, M erzeugt also die ganze Darstellungs- 
klasse von C. 

Ist Mt direkte Summe von zwei Darstellungsmoduln, Ji = A, + A,, 
so zerfallt die Darstellung C, bei Wahi einer Basis von I, die sich aus 
einer Basis von &, und einer von %, zusammensetzt, in folgender Weise 


C= ey 0 ) 
0 0, 
C, eine durch U,, C, eine durch UW, vermittelte Darstellung. 


?) Uber die Grundbegriffe der Darstellungstheorie vgl. N. 
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Die Darstellungen eines transzendent reduziblen Ringes 0 wollen wir 
in folgender naheliegender Weise einschrianken: Wir sprechen nur dann 
von einer Darstellung © von o in K, wenn die Ringhomomorphie 0 — © 
eine transzendente ist, d. h. auch unendlichen Summen, soweit sie in o 
existieren, die unendlichen Summen der entsprechenden Elemente zugeordnet 
sind, die in © existieren miissen. Mit dieser Einschrinkung des Dar- 
stellungsbegriffies erreichen wir wieder, daS die Menge der Elemente in 0, 
die der Nullmatrix in ) zugeordnet sind, ein Ideal bildet, wenn wir von 
einem Ideal verlangen, daB es auch unter unendlicher Summation abge- 
schlossen ist. 

Wir leiten den fiir die Darstellungen eines transzendent vollstandig 
reduziblen Ringes o* zu erwartenden 


Satz4 ab: Jeder Darstellungsmodul M von o* = Sazl=— Sez o* ist 


eine direkte Summe MN == az, Mi +-... + az, M+ M,. Die az, M sind Dar- 
stellungsmoduln der zweiseitig einjachen Ringe az,, M, ist ein Darstellungs- 
modul, der jedem Element von 0* die Null zuordnet. (Die Aussage, a I 
ist Darstellungsmodul von az,, ist dabei so zu verstehen, daB nur den 
az,-Komponenten der Elemente von o* ein Element +0 zugeordnet wird, 
den Elementen aus 07,, 0* = az,-+- 03,, dagegen die Null.) 

Daraus folgt nach dem Zusammenhang zwischen der Struktur von 2 
und der Zerfallbarkeit der durch Yt vermittelten Darstellung: Die Matrizen C 
jeder Darstellung D von o lassen sich, wenn wir Rander an den Matrizen, 
die nur aus Nullen bestehen, fortlassen (d.h. nur Darstellungsmoduln be- 
trachten, in denen IN,—0), durch Transformation mit einer festen Ma- 
trix Q in die Gestalt bringen 


‘C, 0 
orco =| ea ) 
0 C, 

Die C, sind quadratische Matrizen, die eine Darstellung des zweiseitig 
einfachen Ringes aZ, bilden. 

Beweis. Wir erinnern an den ,,absoluten Multiplikatorenbereich“ eines 
Darstellungsmoduls I2. Darunter versteht man folgendes: Es kénnen ver- 
schiedene Elemente c aus o denselben K-Automorphismus von Jt erzeugen 
(dann ist ihnen auch in der durch Jt vermittelten Darstellung dieselhe 
Matrix zugeordnet), die Differenz zweier solcher Elemente ordnet I die 
Null zu. Die Gesamtheit aller Elemente c aus o, die Jt annullieren, bildet 
ein zweiseitiges Ideal a* in o*, der Restklassenring o*/a* ist der absolute 
Multiplikatorenbereich von IN, der also dadurch charakterisiert ist, daf 
verschiedene Restklassen verschiedene Automorphismen erzeugen und jeder 
durch o9* erzeugte Automorphismus durch eine Restklasse geliefert wird. 
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o*/a* ist offenbar isomorph mit der durch I vermittelten Darstellung D 
von o in K. Nach § 2 umfaBt o*/a* einen transzendent vollstandig redu- 
ziblen, mit Sa} isomorphen Ring. Die Anzahl der f mu8 endlich sein, 

B 


da es in © nur endlich viele Matrizen A;, ¢ =1,2,...,, geben kann, 
fiir die A; A, = A,A;= 0, i+k, gilt. o*/a* ist also nach § 2 vollstindig 
reduzibel, o*/a *— Sat. 

t=1 


Unser Darstellungsmodul 9% kann offenbar aufgefaBt werden als Dar- 
stellungsmodul des vollstandig reduziblen Ringes Sas, denn allen Elementen 


des Ideals a* aus 9* wird die Null zugeordnet. 

Fiir den vollstindig reduziblen Ring o*/a* gilt aber die Behauptung 
unseres Satzes*). Der Vollsténdigkeit halber geben wir die wesentlichen 
Schliisse kurz an: 

o*/a* besitzt eine Haupteinheit e*. Dann zerfallt It nach der Gleichung 
m=e*m-+-(m—e*m), m aus WM, direkt in zwei Darstellungsmoduln 
M.--+ M,. Fiir Mt,» liefert die Multiplikation mit e* den identischen Auto- 
morphismus, Yt, wird durch e*, also durch ganz o*/a*, also auch durch 
o* annulliert. 

Wenn ef die Haupteinheit von az, bedeutet, dann ist e*=— Sef und 
M zerfillt (wie man durch wiederholte Anwendung derselben Zerlegung, 
die zur Aufspaltung von Jt in Mi,--+- Mi, gefiihrt hat, sieht) in eine direkte 
Summe von Darstellungsmoduln Di» = Mes ++ M,- et. Me ; ; fiir Me 
ist e* Einheitsoperator und alle anderen é, k ry t, Nulloperatoren, also 
Mer= az, WM. M- kann also als Darstellungsmodul von aj, aufgefabt 
werden, da er alle Elemente aus o3,, wenn o* = aj, + o3,, annulliert. Unser 
Satz ist damit bewiesen. 

Fiir die Darstellungen transzendent reduzibler Ringe gilt 

Satz 5. Jeder Darstellungsmodul IN eines transzendent reduziblen 
Ringes o ist direkte Summe M = a4, M+ ...+ da, M+ M,. Die az, M 
sind wieder Darstellungsmoduln nur von Qq,, I, ist Darstellungsmodul 
des Restklassenringes o/a, a der vollstdndig reduzible Kern von 0. 

Entsprechend zerfallt auch jede Darstellung von 0 nach Transformation 
mit einer festen Matrix Q in Darstellungen der Ringe aq, und des Rest- 
klassenringes o/a. 

Der absolute Multiplikatorenbereich von Yt wird ein Restklassen- 
ring o/b, 6 kann wieder nur endlich viele a, nicht umfassen. 

Es sei a, ein beliebiges zweiseitig einfaches Ideal in 0. Dann ist 
[b, a] entweder 0 oder az. dg, ... Ga, seien die zweiseitig einfachen Ideale, 


*) Vgl. N. S. 674. 











a ol qa QoQ. 


es ae lO >: & pw. @&desea 


oa 2. 


ke 


nef oS. 


a 


2iee 











Nichtkommutative Ringe und kontinuierliche Gruppen. 557 
die nicht in 6 liegen, e; ihre Haupteinheiten, also e = _S'e,, die Haupteinheit 
: 
des Ideals S’a,,. Dann gilt die direkte Summenzerlegung 0 = Y a,,+ 0, 
i ‘ 


0 das aus den von e; annullierten Elementen gebildete zweiseitige Ideal. 
b wird von e annulliert, denn [b, az,] = 0, also 0D b. 

Es zerfallt also o/b in eine direkte Summe 0/b = ag,+ ... + a,-+ 0/6 
und entsprechend ¥i in eine Summe a, M+ ...+a,,M-+5/HM. Die 
ag, MN sind Darstellungsmoduln von a,,, die alle Elemente aus o,, annullieren, 
wenn 0=0,,+ 0.,. Der Satz ist vollstindig bewiesen, wenn wir zeigen, 
da8 60/62 nur Elementen aus o/a von Null verschiedene Matrizen zuordnet. 

Das ist aber trivial, denn 6/b wird nach Konstruktion von allen e,, 
also allen a, annulliert, alle tibrigen zweiseitig einfachen a, liegen in b, 
also wird auch ihnen die Null zugeordnet. Der vollstindig reduzible Kern a 
ist aber das Vereinigungsideal samtlicher zweiseitig einfachen Ideale a,. 
also wird 0/6 M2 von a annulliert. 

Es ist daher im allgemeinen zu erwarten, daB o mehr Darstellungen 
besitzt als der mit o isomorphe transzendent vollstaindig reduzible Ring. 
Einen vollen Uberblick iiber die auftretenden Méglichkeiten wird erst eine 
Erforschung der Struktur der Restklassenringe o/a geben kénnen. Diese 
Restklassenringe brauchen nicht volistandig reduzibel zu sein, man iiberlegt 
sich leicht, daB o/a z. B. nilpotent oder auch dem ganzzahligen Polynom- 
bereich in einer Verinderlichen isomorph sein kann’). 


*) Es seien abzihlbar viele isomorphe Matrizenringe a, vom Rang n* iiber einem 
kommutativen Kérper P gegeben. Wir bilden den Ring 0, =a,+a,+0,+..., wobei 
a,aq,=0 sei fir i+, also o, direkte Summe der zweiseitig einfachen Ideale a,, 
i=1,2,...,m,... Es sollen nur endliche Summen von Elementen in 0, vorkommen. 


Wir bilden nun einen Ring 0D o,, indem wir die unendliche Summe c= = off, t+k, 
j=1 


c{f aus a, zu o, hinzunehmen und den daraus abgeleiteten Ring o bilden, der als 
P-Modul die Gestalt 0 =cP+o, hat, weil c?=0 und cx und zc, z aus 0,, in 0, 
liegen. o ist transzendent vollsténdig reduzibel. Wenn wir aber zum isomorphen 6 
tibergehen, in dem das c entsprechende Element ¢ nicht mehr die Summe seiner 
Komponenten ist, so wird 5 = ¢ P+5,, 5, ist jetzt der vollstandig reduzible Kern und 
es ist 5/3, ~ cP mit (c P)*=0, also 5/i, nilpotent. 

Bilden wir analog einen Ring 0, = = b,, wobei die 6, Matrizenringe im vollkom- 

t=1 
menen Kérper P vom Rang p? sind, p,+ p, und Primzahl, und adjungieren wir zu 0, 
das Element a = $a, wobei a, aus 6, einer irreduziblen Gleichung vom Grad p, ge- 
t=1 


niigt, so erfiillt a keine Gleichung endlichen Grades iiber P: Ist naémlich in 0 =a,~+ a,, 
a, 4, = 0 =a,a,, ein Element b = b, + b, gegeben, b, in a,, b, in a,, und geniigt b einer 
Gleichung, so miissen b, und 6b, derselben Gleichung geniigen (das folgt aus (b, + b,)” 
= b+ bj). Daher miBte der Grad der Gleichung, der a geniigt, durch alle p, teilbar 
sein, was unmdglich ist. Die Potenzen von a sind daher linear unabhingig in bezug 

(Fortsetzung der FuGnote *) auf n&chster Seite.) 
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Mit Satz 4 und 5 ist die Darstellungstheorie der transzendent redu- 
ziblen Ringe soweit als méglich auf die der vollstindig reduziblen Ringe 
zuriickgefiihrt, deren Resultate also auch in dem durch Satz 4 und 5 ge- 
gebenen Umfang auf sie angewendet werden kénnen. 


§ 5. 


Ringe mit Nilidealen. 


Es liegt nahe zu versuchen, die Resultate von § 1 und § 2 auch auf 
Ringe auszudehnen, in denen nilpotente Ideale und allgemeiner Nilideale 
zugelassen werden. 

Wir erinnern an folgende Tatsachen*®): Als Radikal eines Ringes be- 
zeichnet man ein maximales zweiseitiges Nilideal, das auch alle einseitigen 
Nilideale umfaBt. (Unter einem Nilideal versteht man dabei ein Ideal, 
das nur nilpotente Elemente umfaBt.) 

Ein Ring o, der ein Radikal besitzt und dessen Restklassenring nach 
dem Radikal vollstandig reduzibel ist, kann auch charakterisiert werden 
als ein Ring, in dem jedes regulare Rechtsideal ein minimal regulires um- 
faBt und jede Kette von minimal regularen Rechtsidealen r, = e, 0 Cr, 
=¢e,0+¢,0Ct,=e,0-+¢,0-+¢,0C... nach endlich vielen Gliedern ab- 
bricht, e,e, = 0 fiir t < k. 

Solche Ringe wollen wir kurz v.r. R.-Ringe (v.r. R. = vollstandig re- 
duzibler Restklassenring) nennen. 

Das Analogon zu den in § 1 betrachteten Ringen sind Ringe, in denen 
jedes regulire zweiseitige Ideal ein regulares v.r. R.-Ideal umfaBt. 

Wir beweisen 

Satz 6. Jeder Ring 0, in dem jedes zweiseitige reguldre Ideal ein 
primdres v.r.R.-Ideal p, mit Haupteinheit e, umfaft, besitet ein ein- 
deutig bestimmtes, zweiseitiges, von allen e, annulliertes Nilideal bd, 80 
daB o/d mit einem Ring o* ringisomorph ist, der direkte Summe von 
primdren, mit den p, ringisomorphen Ringen ist. 

Beweis. Ein primares Ideal (Ring) ist ein Ideal (Ring), das kein 
zweiseitiges regulares echtes Unterideal besitzt. Es gelten, wenn p, ein 
primires Ideal mit der Haupteinheit e, ist, die zweiseitigen Zerlegungen 
o=p,+o0,, 0, das aus allen Elementen (x —e,x) gebildete zweiseitige 


auf P und der aus o, und a abgeleitete Ring o’ wird zu 0’=0,+aP+a*P+... 
+a"P+.... Der wie oben konstruierte dazu isomorphe Ring i’ mit dem vollstandig 
reduziblen Kern 6, hat also den Restklassenring 6’/5, ~ aP+a*P+..., dh. 5’/d, 
ist isomorph dem Polynombereich in einer Unbestimmten. 

®) Vgl. G. Kéthe, Die Struktur der Ringe, deren Restklassenring nach dem 
Radikal vollstandig reduzibel ist, § 3, erscheint in der Math. Zeitschrift. 
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Ideal. Es ist ja wieder e,x =e, xe,=-2e,, also 0, zweiseitig. Aus dieser 
zweiseitigen Zerlegung folgt wie frither, daB die Ideale im Ring p, auch 
Ideale in o sind, es ist also p, auch als Ring ein primarer v.r. R.-Ring. 

Wir zeigen, daB der Durchschnitt [p,, Pe) zweier verschiedener Primar- 
ideale mit Haupteinheit Null ist. 

Nehmen wir das Gegenteil an, dann zerfallt das Vereinigungsideal (p, , p,) 
der Zerlegung 0 = p,+ 0, zufolge in eine direkte Summe, (p,, py) = p, +t. 
Der Durchschnitt 8=[p,,),] ist ein Nilideal, andernfalls wire ja der 
Durchschnitt echtes regulires zweiseitiges Unterideal, was unmédglich ist. 

Es ist p,=%-+t. Wir nehmen an, es sei t auch Nilideal. Dann ist 
8+ t auch Nilideal: Es sei c=a-+ bd. a aus 3, 6b aus t, a*"=0, b™=0. 
Dann ist (a + b)’=a"+ b’, da ab=ba=0, weil [8,t]—0. Also ver- 
schwindet (a + 6)’, wenn r die gréBere der beiden Zahlen n und m. Also 
8+t=p, Nilideal, was unmdglich ist. t ist daher regulires echtes zwei- 
seitiges Unterideal von p,, wenn 3+ 0, im Widerspruch zu der Voraus- 
setzung, da8 p, primar ist. Also wirklich 8= 0. 

Durchlauft p, samtliche Primirideale mit Haupteinheit, so ist 
d=[...0,...] ein zweiseitiges Nilideal, da andernfalls } ein primires 
Unterideal mit Haupteinheit umfassen miiBte. Im Restklassenring o/b gelten 
die Zerlegungen o/b = p,/d + 0,/d, p,/d ringisomorph mit p,, da Dd kein 
von Null verschiedenes Element mit p, gemeinsam hat. Da selbstver- 
stindlich auch [p,/d, p,/d] = 0 und [... 0,/D...] = 0 gilt, sind alle Voraus- 
setzungen von Satz 3 erfiillt, unser Satz also bewiesen. 

Die Struktur der primaren v.r.R.-Ringe ist bekannt*™*), daher auch 
die Struktur von o. 

Die Voraussetzung, daB die primaren v.r.R.-Ideale Haupteinheiten 
enthalten, ist fiir die Richtigkeit von Satz 6 wesentlich. Betrachten wir 
das hyperkomplexe System o in bezug auf einen Kérper K mit der Multi- 
plikationstabelle 





e & © 
e je 0 0 
& | 0 eg ¢ 
c e 0 0 


e, und e, erzeugen die primaren Ideale p= e,K + cK bzw. p, =e,K + cK, 
deren Durchschnitt )—=—cK von Null verschieden ist. o besitzt sogar 
eine Haupteinheit e,-+ e, und jedes regulire zweiseitige Ideal umfaft ein 
primires, o ist aber nicht direkte Summe von zwei mit p, und p, iso- 
morphen primaren Idealen. 


11) Vgl. G. Kathe, loo. cit. § 6. 
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Betrachten wir nun beliebige Ringe 0, von denen wir voraussetzen, 
daB jedes zweiseitige regulire Ideal ein regulires v.r. R.-Ideal umfaBt. 


Wir beweisen 


Satz 7. o besitzt ein Radikal c und der Restklassenring o/c nach 
dem Radikal ist ein transzendent reduzibler Ring, also einem transzendent 
vollstandig reduziblen tsomorph. 


Wir bilden das Vereinigungsideal ¢ samtlicher zweiseitigen Nilideale 
von o. Wir nehmen an, ¢ sei regulir. Dann mu8 es ein regulares v.r. R.- 
Ideal a umfassen, also ein Idempotent enthalten. Jedes Element c von c hat 
die Form c= S’c,, wobei jedes c, Element eines Nilideals ¢, ist und die 

7 


Summe iiber endlich oder unendlich viele c, geht (wir haben ja voraus- 
gesetzt, daB in o auch unendliche Summen definiert sein kénnen). Ist 
c idempotent: und in a, so ist c=c*= Sice,. ce, hegt in a und in Cs 


7 
also in einem Nilideal ¢,Ca. Da a ein Radikal besitzt, ist das Ver- 
einigungsideal (...¢,...) Nilideal, also ¢ nilpotent gegen die Voraussetzung. 
Daraus folgt, daB c Nilideal. 
o* = o/c hat die Eigenschaft, daB jedes zweiseitige Ideal ein vollstindig 
reduzibles umfaBt: 


Jedes v.r. R.-Ideal a, besitzt ein Radikal c, und der Restklassenring af 
nach diesem Radikal ist vollstandig reduzibel. Daraus folgt, daB a,/c = a, 
weil ja az kein Nilideal enthilt, also der Durchschnitt [a,c] gerade c, ist. 
Jedes zweiseitige Ideal in o* ist regular, umfaBt daher ein vollstandig re- 
duzibles zweiseitiges Ideal, also o* transzendent reduzibel. 

Um zu zeigen, daB c das Radikal von o, brauchen wir nur noch zu 
beweisen, daB ein transzendent reduzibler Ring o* kein Rechts- und kein 
Linksnilideal enthalt, denn dann umfaBt ¢ simtliche Rechts- und Links- 
nilideale von o, ist also das Radikal. 


Es sei also $ Rechtsnilideal in 0*, e, das Einheitselement des zwei- 
seitig einfachen Ideals a. Dann ist 8e,—e,8 nach einem friiheren SchluB, 
also $e, wieder Rechtsnilideal. Da az kein Nilideal enthalt, wird ce, = 0 
fiir jedes c aus $ und jedes e,. Ein Element c, dessen saimtliche Kom- 
ponenten verschwinden, ist aber selbst Null, also 30. Analog fiir Links- 
nilideale. 


Das obige Beispiel zeigt, da primare, also auch allgemein zwei 
v.r.R.-Ideale a, und a, mit Restklassenidealen in o/c, deren Durchschnitt 
{a,/¢,a,/c¢} Null ist, einen von Null verschiedenen Durchschnitt [a,,a,] =}, 
haben kénnen. Aber auch, wenn wir den Restklassenring 9/) nach dem durch 
alle b,, erzeugten zweiseitigen Nilideal ) =(...d,,...) betrachten, scheint 
es schwierig, allgemein einen zu o/D ringisomorphen Ring 0* = 5 ay, ay 
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ringisomorph mit a,/d zu konstruieren, da wir kein Mittel haben, um die 
Existenz direkter Zerlegungen o/b = a,/b +0, mu zeigen, die nach Satz 3 
fiir die Konstruktion des Ringes o* notwendig sind. In den friiher durch- 
gefiihrten Konstruktionen wurden diese Zerlegungen durch Idempotente e, 
geliefert, die natiirlich jetzt fehlen. 


If. Anwendung auf die Darstellungstheorie geschlossener 
kontinuierlicher Gruppen. 


§ 6. 
Einfiihrung des Gruppenringes einer geschlossenen kontinuierlichen 
Gruppe. 


Die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen © lauft auf die ideal- 
theoretische Untersuchung des Gruppenringes g hinaus**), d. h. des aus 
simtlichen Linearkombinationen sx, gebildeten Ringes, wobei s alle 

a 


Elemente von & durchlauft und die zx, beliebige komplexe, mit den s ver- 
tauschbare Zahlen sind. Die Addition zweier solcher Summen isi definiert 
als Addition der Koeffizienten, die Multiplikation wird durch die Gruppen- 
multiplikation bestimmt. 

Wir wollen versuchen, fiir eine kontinuierliche Gruppe © uns ebenfalls 
einen Gruppenring zu verschaffen**). Es ist jedenfalls méglich, alle end- 
lichen Summen von Gruppenelementen » s;z; mit komplexen Koeffizienten 2; 

‘ 


zu einem Ring zu vereinigen, genau so wie bei endlichen Gruppen. Wie 
steht es aber mit den unendlichen, iiber alle Elemente von @ erstreckten 
Summen, deren Koeffizienten wir aus gleich ersichtlichem Grunde als Funk- 
tionen x(s) schreiben? 
Es seien sx(s) und Sty(t) zwei solche Summen. Dann liefert 
. : 
die Summe der beiden das wohldefinierte Element |S) s(x(s) + y(s)). 


a 
Wenn wir genau wie oben das Produkt nach der Gruppenmultiplikation 
definieren wollten, so bekémen wir Ss2(s) Sty(t)= Sr 5S x(s) y(t) 
- t r ster 


= Sr Sx(rt~*)y(t). Diese unendliche Summe definiert keine Funktion, 
r t 


es liegt aber nahe, und diesen Ubergang hat in dieser Form Weyl gemacht, 
statt der Summation die Integration tiber ganz @ vorzunehmen, also das 
Produkt zu definieren als Dr fa(re*)y(t)dt. 


®) Vgl. insbesoudere die Darstellung in N. 

18) Die Idee, den Gruppenring g neben dem Ring o einzufiihren, verdanke ich 
Fraulein Noether. Die folgenden Uberlegungen haben heuristischen Charakter bis zur 
genauen Definition von g. 
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Fir die geschlossenen kontinuierlichen Gruppen, die die Lieschen Diffe- 
renzierbarkeitsvoraussetzungen erfiillen (mit solchen wollen wir uns aus- 
schlieBlich beschaftigen), ist eine solche Integration méglich. Denn auf 
ihnen la8t sich ein Volumelement ds definieren, so daB die Integration von 
Funktionen iiber die ganze Mannigfaltigkeit © méglich ist'*). 

Eine vom Gruppenelement s abhangige, auf ganz & definierte Funktion z () 
nennen wir mit Weyl eine ,Gruppenzahl“. Die Koeffizienten von s einer 
Summe .’sz(s) durchlaufen offenbar die Werte einer solchen Funktion. 


Das Gesamtvolumen fds von & sei V. Das Volumelement ds andert 
w» 


sich nicht bei den Substitutionen s—+sr, s—+rs und s—+s*, d. h. 
d(sr) =ds usf. Dabei bedeutet sr das Produkt der Gruppenelemente s 
und r. 

Wir definieren nun den stetigen Gruppenring g von & folgendermaBen: 


¥ g enthalte erstens den Ring g,, gebildet aus allen endlichen Summen 
»8;2;, n beliebig, 8; beliebig aus G, x; komplexe mit den s; vertausch- 
ve Zahlen. Die Addition zweier solcher Elemente ist definiert ais Addition 
in den Koeffizienten, d. h. wenn D8 y+ Dbz; t; + 8, fiir alle ¢ und j, 
eine zweite Summe ist, so ist Sae,+(F4,9,+245)— Fe (0+ y;) 
+235. 24% soll dann und ie dann = 0 sein, wee ie x = 0 sind. 


Die Multiplikation ist definiert durch D’s,z;, St;y;= S,;2,y;, wenn 
8,t;=v,;, in &. ? : ~ 

g enthalte zweitens den Ring g,, gebildet aus allen unendlichen Summen 
D82z(s8), x{s) eine stetige Funktion und s durchlauft alle Elemente von &. 


Die Addition ist wieder als Addition der Komponenten definiert und die 
Multiplikation durch 


Sex(s) Sty (t)— Tr fart) y(t) at). 
Diese Produktbildung ist assoziativ, es ist nimlich 
Sex (s) {Sty (t) Suz (u)} —Zvfz (vt-*) f y(tu-*)2(u) dudt 
und 
{Sex (s) Sty (t)} Suz (u) = Sef fa(vu*t*) y(t)dtz(u)du. 


Durch die Substitution t—-+tu~*, die dt ungedndert laBt, wird der Koeffi- 
zient des zweiten Ausdrucks gleich dem des ersten. 


™) Vgl. fir das folgende W. und die dort angegebene Literatur. 
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g, und g, sollen g erzeugen, wir haben also noch die Addition und 
Multiplikation zweier Elemente aus g, und g, zu definieren. Die Addition 
ist dadurch bestimmt, da8 wir die Summe zweier Elemente aus g, und g, 
einfach formal einfiihren und festsetzen, daB zwei Elemente 28, 2+ S82(s) 

a 


und St,y,+ Sty(t) dann und nur dann gleich sind, wenn 3's, 2;— St, y; 
i ¢ ‘ ‘ 

und S's z(s) = Sty(t). Die Multiplikation ist definiert durch St,2,-5)s 2 (8) 
. t i=1 ’ 

= SS t,ex,2(8)=S Ssx,x(t;*s) und Ssx(s)- Str,— 5 Sex,2(st-*). 

te ts . ‘ te 

Man iiberzeugt sich leieht, daB g alle Ringgesetze erfiillt **). 
q,, #8t, wie sofort zu sehen, Ideal in g, also auch G-Linksmodul. 
Weyl und Peter betrachten nicht den Ring g, sondern den Ring 0 


aller stetigen Gruppenzahlen z(s), in dem die Summe definiert ist als 
z(s)+y(s) und das Produkt als zy(s)=fz(sr-*)y(r)dr. 
rs 


Es ist sofort zu sehen, daB die Zuordnung 5)s x(s)—+2(#) einen Iso- 


morphismus der beiden Ringe g, und o liefert, der, da in beiden Ringen 
keine unendlichen Summen definiert sind, ein transzendenter ist. 

o ist ebenfalls @-Linksmodul, wenn wir entsprechend der Isomorphie 
mit g, t2(s) als 2(t~*s) definieren. 


§ 7. 
Die Struktur von 4g... 


Genau so wie im Fall der endlichen Gruppen wollen wir jetzt die 
Struktur des Gruppenringes g der geschlossenen kontinuierlichen Gruppe G 
untersuchen. Es wird sich zeigen, daB es fiir die Theorie der stetigen Dar- 
stellungen geniigt, die Struktur von g, zu untersuchen. Der Hauptsatz, 
auf dem die ganze Darstellungstheorie beruht, ist der Satz: 

Der Ring g,,(0) tst transzendent reduzibel. 

Wir wollen ihn der einfacheren Schreibweise wegen fiir 0 beweisen 
(wegen der transzendenten Isomorphie zwischen g, und o gelten ja samt- 
liche Aussagen iiber die Struktur von o auch fiir g,). 

o ist transzendent reduzibel, wenn jedes zweiseitige Ideal ein zwei- 
seitiges vollstindig reduzibles umfaBt (vgl. I § 1). Zum Nachweis dieses 


1®) Wollte man die Multiplikation in g einheitlich definieren, so mite man 
statt des Elementes g aus @ eine Summe 2 sx(s) einfihren mit uneigentlichen 


Diracschen Funktionen z(s), z. B. fir das Einheitselement © von @ eine Funktion 
z(s)derart, daB J 2(st-*)y(t) dt =y(s) fiir alle y(¢) (vgl. z. B. Hilbert, v. Neumann 
und Nordheim, Uber die Grundlagen der Quantenmechanik, Math. Annalen 98, S. 1). 
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Satzes bedienen wir uns der Methode von Peter und Weyl, der wir folgen- 
den ringtheoretischen Sinn geben kénnen. 

In dem Ring 0, dessen Elemente die stetigen Funktionen auf © sind, 
ist durch die gleichmaBige Konvergenz einer Folge xz, (8) gegen eine Grenz- 
funktion z(s) ein Limesbegriff eingefiihrt, der die Bedingung erfiillt, daf 
der Limes des Produktes jim 2, y,, (8) gleich dem Produkte der Limites 
{lim z, lim y,}(s) ist, Produkt im Sinne der Ringmultiplikation zu ver- 
stehen. 

In beliebigen Ringen, in denen ein Limesbegriff eingefiihrt ist, der die 
Eigenschaft hat, daB jede Teilfolge gegen denselben Limes strebt, daB die 
Folge xz, z,...,2,... gegen x strebt und da8 limz, y, = limz, lim y,, gilt 
der Satz: 

Konvergiert die Folge der Potenzen x” eines Elementes x gegen einen 
Limes y, 8o ist y ein Idempotent und es gilt ry=yrx=—y. 

Denn es wird unter Beriicksichtigung der Eigenschaften des Limes 
lim 2" 2" = y*=lim2z"=y, ferner limz-2"*=2y=limz"-tz=yrx=y. 

Wir kénnen die vollstindig reduziblen zweiseitigen Ideale in 0 also 
so zu finden suchen, da8 wir in jedem Ideal ein Idempotent e als Grenz- 
funktion einer Folge von Potenzen einer Gruppenzahl konstruieren und 
dann nachweisen, daB in dem durch e erzeugten Ideal ein vollstandig 
reduzibles liegt. 

Hilfssatz 1. Jedes zweiseitige Ideal a in 0 enthdlt ein Idempotent. 
; Beweis. Wir bringen zuerst zwei Definitionen: Eine Gruppenzahl 
heiBt hermitesch, wenn x(s)—=Z(s~*) (— ist das Zeichen fiir konjugiert 
komplex). Allgemein bezeichnen wir 7(s~*) als Funktion von s mit Z(s). 
Das Produkt xZ(s) ist immer hermitesch: 


xi(s) =f a(sr*) 2(r-*) dr =z2x(s-*) = fz(s-*r-*) a(r*) dr, 


man braucht in dem letzten Ausdruck nur r durch rs~* zu ersetzen. 


Als Spur eines Elementes xz, Sp(2), bezeichnet man die Zahl V-x(0), 
V das Volumen von «+, z(©) der Wert der Funktion x(s) fiir das Ein- 
heitselement © der Gruppe. 

Es sei nun z ein beliebiges Element aus a. Wir bezeichnen die hermite- 
sche Gruppenzahl zz2Z(s)=(2Z)* mit z, die Spur von z mit y. Dann 
konvergiert, wie E. Schmidt gezeigt hat**), die Folge der Potenzen a von 








46) Wir fiihren die Rechnung nicht durch, sie ist fast wértlich dieselbe wie bei 
E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, Math. 
Annalen 63, S. 455. 
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= gleichmaBig gegen eine hermitesche Gruppenzahl e(s)+ 0. Nach dem 
obigen Satze gilt also e*—e und ze = ez=— ye. 

In a kommen mit x die Elemente x Z,(x %)* =z, = = = =e vor, 
a enthalt also das Idempotent e. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf transzendenten Uberlegungen, 
d. h. Konvergenzbetrachtungen. 

Hilfssatz 2. Das Idempotent e(s) erzeugt ein Ideal endlichen Ranges. 

Der teilweise nach Peter und Wey! verlaufende Beweis dieses Satzes beruht 
im wesentlichen darauf, daB die Integralgleichung f z(sr~*)p(r)dr=yq(s) 
nur endlich viele linear unabhangige Eigenfunktionen ;(s), i =1, 2,..., n, 
besitzt. 

Mit e(s) ist auch e(st~*) zum Eigenwert gehérige Eigenfunktion 
der Integralgleichung, denn fz(sr~*)e(rt~*)dr = fz(st-*r-*)e(r) dr 
=ye(st~*). Es wird also e(st~*) Linearkombination der (8), e(st~*) 


=a, (t) p,(2). Dae(st~*)=2(te~*), so ist auch e(#t-*) = 3a, (2) @,(t). 


Das von e(s) erzeugte Ideal pep =0e-e0 besteht aus allen Pro- 
dukten xe-ey und deren endlichen Summen. Es ist 


ey(s)=fe(st*)y(t)dt 
= SJa,(8) 9:(8)y )at= Sm,p,(6), ze(s)— Sx (st) e(t)dt— fale) e(ta)dt 


=S Sar), (t),(s~*) dt = 20, F,(8~"). 
Also 
xeey (s)— Simm, f F,(ts-*) p(t) at. 


Das Ideal oe0 enthalt also nur Linearkombinationen der endlich vielen 
Elemente f %,(ts~*)q,(t)dt, hat also als K-Modul bestimmt eine Basis 
von endlich vielen Gruppenzahlen f,(s), d. h. ist identisch mit der Ge- 
samtheit aller Summen 5’/,(s)k,, k; beliebig aus K. 

‘ 


Jetzt verliuft der Beweis des Hauptsatzes rein algebraisch weiter: 
oeo = 5/f,(s)K bildet ein hyperkomplexes System. o eo ist vollstandig 
reduzibel auch als Ideal in 0, wie man so einsieht: Gabe es in veo ein 
nilpotentes Ideal, z. B. ein Rechtsideal r,r®°—0, so wire auch das zwei- 
seitige Ideal or nilpotent, da (ot)"—oror...orCor’=0, or miiBte 
aber wegen Hilfssatz 1 ein Idempotent enthalten, was unméglich ist. Wegen 
oeoCa erfiillt o also die Bedingungen fiir einen transzendent reduziblen 
Ring (vgl. §1), der Hauptsatz ist damit bewiesen. 


Mathematische Annalen. 103. 38 
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§ 8. 
Die Dx ‘stellungstheorie von 6. 
Wenden wir die Resultate von I § 2 an, so bekommen wir: 
0 wird tsomorph einem transzendent vollstandig reduziblen Ring 
o* = S'bg. Die den dg in o entsprechenden zweiseitig einfachen Ideale d, 
sind Ringe mit dem Koeffizientenbereich K, haben also*’) die Gestalt 


"p 
» eff (s)K, wobei die off (s) den Relationen 
i,k=1 


( «- , 
foi (et~*) (at = “hie ve k= k 
gentigen**). 0 k+k 

Die Struktur von g,(o) bestimmt nun genau wie bei den endlichen 
Gruppen die ganze Darstellungstheorie. Es gilt naimlich der folgende 

Hauptsatz: Jede Klasse von dquivalenten irreduziblen stetigen Dar- 
stellungen von © bildet ein zweiseitiges einfaches Ideal in 0 und umge- 
kehrt liefern die einfachen Linksideale in einem beliebigen zweiseitig ein- 
fachen Ideal } in 0 genau _ trreduzible stetige Darstellungsklasse 
P~* E(s)P und die Elemente = ens (8™ *) sind ein System von Matrizen- 
einheiten c;, von Dd. Verochiedene zweiseitig einfache Ideale liefern in- 
dquivalente Darstellungen. Ein volles System von irreduziblen stetigen 
Darstellungsklassen wird durch ein System von je einem einfachen Links- 
ideal 1, aus allen b, geliefert. 

Hilfssatz. Hin einfaches Linksideal in 0 ist Darstellungsmodul fiir 
&, liefert also eine Darstellungsklasse von ©. 


Es sei 1=5'c,,(8)K. DaB 1 diese Gestalt hat, folgt sus der Struktur 
t=1 


von o. Wir zeigen zuerst, daB { G-Modul ist. Es wird nach unseren Fest- 
setzungen in §6 tce,,(s)=c,,(#-*s). Es ist nach den obigen Formeln 
JS egy (t* ar *) Oy (1) dr = ey (-* 8), ¢,,(8) ist also auch Rechtseinheit 
fiir c,,(¢~*s), das daher in [ liegt, also die Form 245 (t) Gr (8) hat. 
{ ist daher @-Linksmodul und es wird 


a) # (6, (8)> «++ Gap (8)) = (6,4 (87 8), «+05 Cay (8 8)) 


== (c, , (6), .. »€,,(8)) E(t), 
wobei H(t) = (e,,(t)). 


17) Es gibt ja keine nichtkommutativen Koérper endlichen Ranges iiber dem 
Kérper der komplexen Zahlen K, also ist ein zweiseitig einfacher Ring ‘ber 
K Matrizenring Zouk nach dem in § 1 Gesagten. 

18) Diese c,, (8) entsprechen den GréBen c,, eines gewShnlichen Matrizenringes, 
wobei unter c,, die Matrix zu verstehen ist, die in der. i-ten Zeile und k-ten Spalte eine 
Eins, sonst iiberall Null stehen hat. 




















Nichtkommutative Ringe und kontinuierliche Gruppen. 567 


Es entspricht weiter tt'—+ H(t) H(t’), die Zuordnung t— E(t) ist 
also eine Darstellung von @. [ ist daher ein Darstellungsmodul von @, 
nach den Bemerkungen in § 4 gilt also unser Satz. 

Da zwei einfache Linksideale [, und [, aus demselben zweiseitig ein- 
fachen Ideal b in o als G-Moduln operatorisomorph sind, es gibt namlich 
ein Element a(s) aus dD (N., 8. 665), so daB [,—I,4, so liefern sie die- 
selbe Darstellungsklasse von @ (vgl. N. 8. 671). 

Wir haben damit jedem zweiseitig einfachen Ideal gerade eine Dar- 
stellungsklasse zugeordnet. 

Weiter gilt der Satz: Die Komponenten e;,(8) einer stetigen Dar- 
stellung von © sind die (nicht notwendig linear unabhdangigen) Basis- 
elemente eines zweiseitigen Ideals in 0. 

Das folgt sofort aus der Darstellungseigenschaft, denn ¢,,x(s) 
=fe,(st”*)2(t)dt wird mu Sens) S ex (t*) 2 (#) at, analog xe,,(8). 


Daraus schlieBt man so, dap die durch ein zweiseitig einfaches Ideal d 
erzeugte Darstellungsklasse irreduzibel ist: Fiir s= 0 folgt aus (1) und 
den entsprechenden Gleichungen fiir die tibrigen k, da8 b Unterideal des 
von der Darstellung 2’ (t~*) gebildeten Ideals >’ ist. Da die n* Elemente 
¢,,(8) linear unabhangig sind und 6’ ebenfalls héchstens n* linear unab- 
hangige Basiselemente hat, ist b—b’. Wenn H(t) reduzibel ist, ist 
E'(t~*) reduzibel. Dem irreduziblen Bestandteil H;(#~*) von 2’(#~*) 
wiirde aber, wie sich sofort aus den Basiszahlen ergibt, ein echtes zwei- 
seitiges Unterideal von 6 entsprechen, was unméglich ist. 

Die Stetigkeit der durch b gelieferten Darstellungsklasse folgt eben- 
falls daraus, daB die ¢,,(#~*) eine Basis von 6 bilden, sich also linear 
durch die andere stetige Basis c,,(#) ausdriicken. 

Umgekehrt gilt der Hilfssatz: Die Komponenten e,,(8) einer irredu- 
ziblen stetigen Darstellung E(s) sind bis auf einen konstanten Faktor 
die Matrizeneinheiten eines zweiseitig einfachen Ideals b in o. 

DaB8 b Ideal ist, haben wir schon bewiesen. Fiir die Komponenten 
einer irreduziblen Darstellung Z(s) von @ gelten die Relationen’*) 


fir ¢=«1, k=x; it, k,t,x=—1, 2,. 


0 im allen anderen Fallen. 


(2) feg(e aula)de= fs 
Diese Relationen lassen sich auch in der Form 


Ye.(8) fir k=», 
0 fir k+x 
1%) W., 8S. 789 und die dort angegebene Literatur. 


(8) Seu (o97*) ¢,,(r) ar -{ 
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schreiben, denn wegen der Darstellungseigenschaft E(sr~*) = E(s) E(r~*) 
wird fe,,(sr-*)e,,(r)dr =f Se; (s)e,(r*)¢,, (r)dr und unter Beriick- 
i 


sichtigung von (2) folgt sofort (3). 

Die Relationen (3) bedeuten nun aber nichts anderes, als daB die 
GréBen 7 e;,(8) bei unserer Ringmultiplikation in 9 ein System von 
GréBen c;,(s) bilden, die sich genau so multiplizieren wie die Matrizen- 
einheiten c,, eines vollen Matrizenringes. d. h. der Ring } = Pe , (8) K ist 
ein voller Matrizenring*®). 

DaB die ganze Klasse E*(s) = P~* E(s) P dasselbe Ideal liefert, folgt 
daraus, daB die e;,(s) Linearkombinationen der e,,(s) sind. Ordnen wir 
jetzt dem zweiseitig einfachen Ideal d, die dadurch erzeugte irreduzible 
Darstellungsklasse P~* E(s) P zu und dieser Klasse das durch E’(s~*) er- 
zeugte zweiseitig einfache Ideal b,, so haben wir damit eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen allen 6, und allen irreduziblen stetigen Darstellungs- 
klassen gegeben, aus der die beiden letzten Behauptungen des Hauptsatzes 
folgen. 

DaB jede Darstellung E(s) von & volistdndig reduzibel ist, folgt so: 
E(s) bildet ein zweiseitiges Idea] a mit der Basis e;,(s), das als Unter- 
ideal endlichen Ranges eines transzendent reduziblen Ringes vollstandig 
reduzibel ist. Also ist die von dem vollstandig reduziblen Darstellungs- 
modul [ = Py e,,(8) K gelieferte Darstellung E’(t~*) vollstindig reduzibel 


(vgl. N., 8.673), also H(s) selbst. 
_ Wir wollen schlieBlich noch die bei Weyl und Peter im Vordergrund 
der Betrachtungen stehenden funktionentheoretischen Eigenschaften der 
Darstellungen ableiten und sie im Rahmen unserer ringtheoretischen Auf- 
fassung deuten. 

Es gilt der Satz, daB jede irreduzible Darstellung von & einer unitaren 
aquivalent ist ( Mego loc cit., 8.735). Fiir eine unitare Darstellung werden 
die Relationen (2) z 


fates, oun fiir i=1, k—=x, ¢,k,¢,x=1,2,...,n, 
in ( 


(2°) 
| 0 in allen anderen Fallen. 


Fiir zwei irreduzible unitiare iniquivalente Darstellungen E(s) und £*(s) 
gelten die Relationen 


(4) Seu(s)@%(s)ds=0 fir alle i,k, «, x. 


*) Ohne Verwendung der Relationen (2) kann gezeigt werden, weil die durch 
das Linksideal {= 5 c,,(s) K erzeugte Darstellung E’(t-*) irreduzibel ist, Ja8 { ein- 
t 


fach und daher auch } zweiseitig einfach ist. 
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Sie folgen zB. daraus, daB E(s) und E*(s) verschiedene zweiseitig ein- 
fache Ideale erzeugen, da8 also das Produkt zweier Elemente aus dem einen 
und dem zweiten Ideal immer Null gibt. 

Die sémtlichen Komponenten einer Menge von indquivalenten irredu- 
ziblen unitdren Darstellungen E,(s) bilden also auf & ein unitdr ortho- 
gonales Funktionensystem. 

Es kann daher als Basis jedes zweiseitig einfachen Ideals }, in © ein 
System von unitér orthogonalen Funktionen c/#)(s) = + eff (8) genommen 
werden. 

Der Ring o ist isomorph dem transzendent vollstindig reduziblen 
Ring o* = S’bz, wenn f ein Index ist, so daf bd, die simtlichen zwei- 
seitig dntnihen Ideale von o durchlaiuft. Die Isomorphie zwischen o und o* 
ordnet jeder Gruppenzahl z(s) die Summe Ste, (s) zu, e, das Einheits- 
element von d;. 


Uberlegen wir uns, wie sich xe,(s) durch die Basiselemente off (8) 
des Ideals bg ausdriickt! Es ist jedenfalls xe,(s) = 2 aff cf (s). Nun 


ist x egc{?(s) = x eff (8) = Soites? (s), also ist, da (c({ 10) = 71, 1 die 


Einheitsmatrix, ; Oy # — 2elf(o ) = fa(s) eff (s)ds, weil c,,(8~*) =2,,(8). 


aj? ist daher der Fourierkoeffizient von x nach ¢,,(8). Also: 

Der Ring o* ist der Ring der Paget hua nach dem unitdr ortho- 
gonalen Funktionensystem c;4’(s) = 7 eff(s). Die Isomorphie 0 ~ o* be- 
deutet die Abgeschlossenheit des Systems im Gebiet der stetigen Gruppen- 
zahlen. 


Die Abgeschlossenheit heiBt ja, daB eine Gruppenzahl x(s), die auf 
allen ¢;;’(s) orthogonal steht, identisch verschwindet. Dann sind also 
alle a{? Null, es entspricht dem z(s) die Null in o*, wegen der Isomorphie 
0 ~ o* muB also x(s) selbst Null sein. 


Da eff(s) = Y oP(s), ist auch das System der e;4’(s) abgeschlossen. 


§ 9. 
Der Ring 6 der absolut quadratisch integrierbaren Gruppenzahlen. 


Wir wollen uns in diesem Paragraphen iiberlegen, wie sich die Re- 
sultate modifizieren, wenn wir statt der Ringe g, bzw. o die Ringe g, 
bzw. 0 zugrunde legen, die wir bekommen, wenn wir statt der stetigen 
Funktionen die samt dem Quadrate ihres absoluten Betrages integrierbaren 
komplexwertigen Funktionen x(s) auf © zulassen. 
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Wir operieren am einfachsten mit dem Ring 0. Summe und Produkt 
zweier Gruppenzahlen seien yena wie friiher definiert. Wir haben uns zu 
iiberzeugen, da8 sie wieder absolut quadratisch integrierbare Funktionen sind. 

Mit z, und 2, ist z,-+-2, absolut quadratisch integrierbar, weil die 
Summen der Real- und Imaginirteile quadratisch integrierbar sind**). 

Das Produkt zy(s) ist nicht nur quadratisch integrierbar, es gilt 
sogar der Satz **): 

Das Produkt xy(s) ist eine stetige Gruppenzahl. 

Beim Beweise stiitzen wir uns auf den Satz, daB es fiir jedes « 
zu einer absolut quadratisch integrierbaren Funktion x(s) eine stetige 
Funktion g(s) gibt, so daB f|x(r)—g(r)|*dr<e%). 

Durch die Substitution r—-sr~*, die dr ungedndert la8t, bekommen 
wit {|2(sr~*)—g(sr-*)|*dr<e. 

Wir zerlegen 

zy(s)=Sx(sr*)y(r)dr 
=J{x(sr-*) —g(sr-*)}y(r) dr +fg(er-*)y(r) ar. 


Der zweite Summand ist wegen der gleichmaBigen Stetigkeit der Funktion 
g(sr-*) von s auf @ eine stetige Gruppenzahl. Fiir den ersten Summanden 
gilt aber nach der Schwarzschen Ungleichung die Abschitzung 


| f{x(er-*) —g(er)} y(r) dr] < Ve-(fly(r)|"ar]t =Yere. 

Daraus folgt sofort die Stetigkeit von xy(s). 
_ Ein Nebenresultat ist der Satz: Jede absolut quadratisch integrierbare 

Darstellung von © ist stetig**). 

Denn aus der Gleichung f #(st~*) H(t) dt = E(s) { B(t~*) E(t) dt folgt, 
daB ¢,,(s) Linearkombination der stetigen Produkte fe,,(st~*) e,,(t) dt ist. 

Es kann vorkommen, daS fiir ein Element z(s) aus 0 rZ(O)=0 
ist. Dann folgt aus der Schwarzschen Ungleichung fiir eine beliebige 


™) Zur genaueren Durchfiihrung bedenke man, da8, wenn ¢,, ¢2,..., 9, die Para- 
meter der Gruppe sind, z(s)=2(9,, %y,---, Pn), 48=f (G1, Pes-++> Pn) 1G, 1Gy --- Py 
ist, f(%,, Pg, ---> ,) Stetig. Man trennt zf in Real- und Imaginarteil, dann folgt 
der Satz, weil er fir reelle Funktionen mehrerer Veranderlicher gilt, vgl. z. B. Hobson, 
The theory of functions of a real variable I, 8S. 534, zitiert als H. 

™) Der Grundgedanke des Beweises ist einem Satze von W. H. Young entnommen, 
vgl. H. II, 8. 331. 

**) Folgt genau so wie oben aus dem entsprechenden Satz fir reelle Funktionen 
mehrerer Verinderlicher, H. I, 8. 584. 

%) Vgl. die Resultate von J. v. Neumann; Uber die analytischen Eigenschaften 
von Gruppen linearer Transformationen und ihrer Darstellungen, Math. Zeitechr. 
30 (1929), 8S. 3. 
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Funktion y(s) 
|zy(s)|*=|fx(sr-*)y(r)dr|* < f\x(sr-*)|*drJ|y(r)|*ar=0, 
denn der erste Faktor geht durch die Substitution r—re~* iiber in x Z(0). 
Es ist also xy(s) = 0, insbesondere x*(s)=0. Ebenso wird yx(s)=0 
fiir alle y{s) aus 0. 

Samtliche z(s), fiir die z(O) = 0, bilden also ein zweiseitiges Ideal c, 
dessen Quadrat verschwindet, c?= 0. 

c tst das Radikal von 0. 

Denn ist r ein beliebiges Rechtsideal, das nicht in c liegt, dann gibt 
es ein Element x(s) in tr, fiir das x%(0) +0. Es verschwinden aber auch 
die Potenzen {xZ}"(s) nicht (es ist {xz}*(0) =f |xZ(r)|*dr wegen 
der oben bewiesenen Stetigkeit von x%(s) ungleich Null usf.). Die Ele- 
mente {xZ}" liegen mit x in r, r ist daher kein Nilideal. Fiir ein Links- 
ideal betrachtet man die Elemente {%x}"(s), die ebenfalls nicht ver- 
schwinden, weil #2(0) =f Z(r)2(r)dr—22(0), wie man durch die 
Inversion r—+r~* sieht. Es gibt also kein Nilideal, das nicht von ¢ um- 
faBt wiirde, c ist also das Radikal von 5. 

Funktionentheoretisch bedeutet das Ideal ¢ die Gesamtheit aller der 
Null dquivalenten Funktionen, d. h. der Funktionen, die bis auf eine Null- 
menge auf @ iiberall den Wert Null besitzen. 

Ist namlich f|2(s)|*ds—0, so ist die Funktion aquivalent der Null 
(das folgt wieder aus dem entsprechenden Satz fiir reelle Funktionen)**). 

Um die Struktur von 0 weiter zu untersuchen, gehen wir genau so 
vor, wie friiher. In einem beliebigen reguliren zweiseitigen Ideal a gibt 
es ein Element x(s), so daB xZ(s) eine stetige nicht verschwindende 
Gruppenzahl ist. Damit kénnen wir nach E. Schmidt ein Idempotent kon- 
struieren. Wir schlieBen analog weiter, die Eigenfunktionen y,(s) werden, 
weil sie die Form ~ fe(st™*) p(t) at haben, nach unserem Hilfssatz stetig, 
es umfaBt also jedes regulire zweiseitige Ideal ein zweiseitig einfaches D,, 
als dessen Basiselemente die Komponenten einer stetigen Darstellung von 
@® genommen werden kénnen. 

Wir gehen zum Restklassenring 6/c iiber, dessen Elemente die Klassen 
von aquivalenten Funktionen sind. 5/c erfiillt die Voraussetzungen von I, 
Satz 2, wird also einem transzendent vollstindig reduziblen Ring 5* iso- 
morph, dessen Elemente die Fourierreihen der Klassen von dquivalenten 
Funktionen aus 5 nach den unitar orthogonalen c{f)(s) des vorigen Para- 
graphen sind. Denn fdquivalente Funktionen haben dieselbe Fourierreihe 
und Funktionen mit verschiedenen Fourierreihen sind nicht aquivalent. 


%) Vgl. H. I, 8. 582. 
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Die ¢;f’(s) bilden genau so wie friiher wegen der Isomorphie 5/c ~ 5* 
ein unitaér orthogonales abgeschlossenes Funktionensystem in 5/c. Aus der 
Abgeschlossenheit folgt®*) nach dem Satz von Fischer-Riesz, der auch fiir 
unsere komplexen Funktionen auf & gilt*’), die Vollstandigkeit des Systems 
der c{f)(s), d. h. das Bestehen der Relation oleae |= J | x(a) "ds, 


«ff? der Fourierkoeffizient von z(s) nach c;f) (8). 


Die Komponenten eff (8) der sdmtlichen indquivalenten irreduziblen 


unitaren Darstellungen von © bilden ein vollstandiges unitdr orthogonales 
Funktionensystem im Bereiche der absolut quadratisch integrierbaren Funk- 
tionen auf &. 


%) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, 8. 97. 
*?) Vgl. J. v. Neumann, Math. Begriindung der Quantenmechanik, Géttinger 
Nachrichten 1927, 8. 13. 


(Eingegangen am 26. 11. 1929.) 

















Uber das Verschwinden von Potenzreihen mehrerer 
Verinderlichen in speziellen Punktfolgen. 


Von 


Kurt Mahler in Krefeld. 


Die Elemente der gegebenen Matrix 


2 = (0,4) (a, B =1, 2,..., n) 
seien nichtnegative ganze rationale Zahlen; es bedeute 
Q* = (of) (a, B=1, 2,..., ) 
die k-te Potenz von 2. Wenn 
@ = (Z,, %,---, 8) 
n komplexe Veranderliche sind, so werde mit 
z’=Q*z 
die Transformation 
2a = JT 23" (fp =1,2,...,%) 


bezeichnet. 
Von arithmetischen Untersuchungen her gelangt man zu folgendem 
Problem: 
»Die Koordinaten des Punktes z seien geniigend klein, so daB die Werte 
E(Q*z) 
der Potenzreihe 


E(z) = 5'...5°By,...4,2...20" 


hy=0 hg=0 
fiir geniigend groBes k konvergieren. Man bestimme die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir das Verschwinden dieser Werte: 
E(Q*z).“ 
Fiir gewisse Klassen von Matrizen 2 lat sich diese Frage vollstandig 


beantworten. In meiner Arbeit: ,Arithmetische Eigenschaften der Lésungen 
einer Klasse von Funktionsgleichungen*, Math. Annalen 101, zeigte ich: 
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»Die charakteristische Gleichung 
®(e)=|2—oB|, E = Einheitsmatrix, 
sei im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel; sie besitze eine Wurzel 0 


gréBer als Eins und als der absolute Betrag der anderen Wurzeln. Wenn 
dann keine der Koordinaten von z verschwindet, wenn ferner 





R ( 3 Zalog ze) <0 
a= 
ist, wo die positiven Konstanten Z,, Z,,...,Z, allein von der Matrix Q 
abhiingen, so folgt aus dem Verschwinden aller Werte: 
E(Q*z) 
mit groBem & das identische Verschwinden von H(z).“ 


Der Beweis dieses Satzes ist rein algebraisch und nicht schwer. Be- 
deutend weniger einfach ist eine Untersuchung im Fall 


00... 0 
2 yey 
ig . = o8, 
f 7 


wenn 9 >2 eine natiirliche Zahl bedeutet. Dieser Fall soll in der vor- 
liegenden Arbeit behandelt werden; es wird gezeigt: 

»Die Zahlen z,, z,,..-, Z, seien algebraisch, absolut kleiner als Eins 
und von Null verschieden. Es bestehe keine Gleichung 


e 


e 
2, _ 


29 


2" =1 
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht alle gleichzeitig verschwinden. 
Dann folgt aus dem Verschwinden der Werte 
E(Q*z) 

mit groBem k& das identische Verschwinden von H(z).“ 

Der Beweis benutzt als Hauptmittel den Thue-Siegelschen Satz; aus 
ihm wird folgender Hilfssatz hergeleitet: 

»Die n algebraischen Zahlen z,, z,, ,.., z, seien vom Absolutbetrag Eins. 
Es bedeute 9 > 2 eine natiirliche Zahl. Existiert ein Polynom 


F(2,, 2, ..+, %,) #20 


mit beliebigen komplexen Koeffizienten und eine positive Konstante « > 0, 
so daB fiir groBes natiirliches k die Ungleichung 


F(22", 22", ..., 22°) = O(e-#e") 
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besteht, so gibt es m ganze rationale Zahlen ¢,,¢,,...,¢,, die nicht alle 
gleichzeitig verschwinden, so da8 
2,'23°...2° = 1 
ist.“ 
Mittels dieses Hilfssatzes ist das angegebene Ergebnis sofort zu be- 
weisen. Aus ihm wird im letzten Abschnitt dann noch eine arithmetische 
Folgerung gezogen. 


I. 


1. Es sei o>2 eine natiirliche Zahl, £ eine algebraische Zahl vom 
Absolutbetrag Eins und Grad h. Zwischen den Basiselementen 


Wy, Wg, ++ +5 Dy 
des durch é erzeugten Zahlkérpers K() bestehen Gleichungen 
A 
Wg og = SAP oy, (a, B =1, 2,..., h) 
y=1 


mit ganzen rationalen Zahlen A\*”; ihr absoluter Betrag habe das Maximum 


4m, wet....a(l4P"). 
Die Zahl & gestattet die Darstellung 








§ am ATES (a, + 0) 
mit ganzen rationalen Zahlen a,. Ebenso ist fiir jedes natiirliche k 
ge* a w, Tt (a — ag* +0) 


mit ganzen rationalen Zahlen a,” 
2. Es gibt eine natiirliche Zahl C, so daB 
max | (|ai"|) < 0% 


; a=0,1,. 
ist. 
Denn sind 
7 =b,0,+...+5,,, t= att. PULADE 
C=¢,@,+...+ w,, C= lee |) 


ott 
zwei Zahlen in K(é), so ist offenbar 
nC =d,o,+...+d,o0,; d, - SAD, Ce; 


a=i fel 


q 
F max (|¢,|) sh'Abc. 
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Durch wiederholte Anwendung der letzten Ungleichung ergibt sich somit 
die Behauptung, wenn 
C=h*A max (ja,}) 
a=0,1,...,4 
gesetzt wird. 
3. Die Zahl 4 aus K(é&) sei endlich; sie besitzt eine Darstellung 


it..-+bo, 
_ ho i ar, b+ 0; (b= _max | (|b,|) 





mit ganzen rationalen Zahlen b,. Dann gibt es eine positive Konstante c,, 
so daB entweder 
ge _y = 0 

oder 

je" —nlaeqo%r 
ist, wenn k ins Unendliche wichst. 

Denn sei die Zahl 
t= ze" -_ (a b, — af* b,) @, + oot (a,” by — af” b,) w, 
aj” by 





von Null verschieden; dann sind auch ihre in bezug auf K(é) Konjugierten 
t t’ . ge-= 
ungleich Null. Das Produkt 
(af*a,)*er’...2°-* 
ist also eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl, daher mindestens 
vom Absolutbetrag Eins. Da nach 2. fiir jedes k 
(kp pC») k 
|ao B40" |S 26S \|a,|C® (»=0,1,...,4 —1) 
a=1 
ist, folgt 
h vA 
Io] 2S (0*{2 S|, "ory 
a=1 
und die Behauptung, wenn c, mit 
ene hea\7? 
¢, = (b*(2 3 |o,|)*") 
gleichgesetzt wird. 


4. Die Zahl » sei in bezug auf K(é) vom genauen Grad d>2. 
Dann gibt es eine positive Konstante c,, so daB fiir groBes k 


|e*— | 2q0-M "ee" 


ist. 

Diese Behauptung ist die unmittelbare Folge eines Satzes von C. Siegel. 
Man vergleiche: Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschrift 10, 
S. 192. 








hh 


Oo te 


si 


~_, 
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5. Die Zahl » geniige der Gleichung 
n° =1, 
wo x eine natiirliche Zahl bedeutet. Dann existiert eine positive Konstante c,, 
so daB entweder 


& —=0 
oder 


je*—n|> c, o7the'* 
ist, wenn k ins Unendliche wachst. 
Es sind zwei Fille zu unterscheiden. Liegt erstens 4 in K(é), so 
besteht nach 3. eine der Relationen 
k+% 
g*_n=0 oder |[&*—n|>e,0°%">e0°%" * 
Liegt dagegen 7 nicht in K(é&), so ist nach 4. 


k+% 
\e"—nl2eqo% * 
In jedem Fall stimmt also die Behauptung. 


6. Satz 1. Die algebraische Zahl — sei vom Absolutbetrag Eins. 
Es bedeute 0 >2 eine natiirliche Zahl. Wenn die natiirliche Zahl k ins 
Unendliche wéichst, so gibt es zu jeder noch so kleinen positiven Kon- 
stanten « eine natiirliche Zahl k,(e), so dap fiir k>k, entweder 


c= 1 
jer" 8} ene 


oder 


tst. 
Es besteht die Zerlegung 





2eqxt 
o*-* ) 
’ 


—e€é e* 


ok ea | 
ge —1=]] 


q=0 
wo x eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Da § vom Absolutbetrag Eins 
ist, so sind alle Faktoren in dieser Zerlegung beschrinkt. Es gibt eine allein 
von x abhangige positive Konstante c,, so daB fiir jedes k von den Faktoren 
2qxt 
er nee 
héchsténs einer absolut kleiner als c, sein kann. Nach dem vorigen Ab- 
schnitt besteht fiir ihn eine der Relationen 


Qqxt 2qxi x 


gee” m0 oder |etiee” |D>q07 


Somit ist mit einer positiven Konstanten c,, die allein von &, 9, x abhingt: 


i 
|ee*—1/ = 0 oder >c, 0 *. 
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Sei jetzt e eine beliebig kleine positive Konstante. Es werde die 
natiirliche Zahl x so groB gewahit, da8 
Zhe *logC<s 
ist. Fiir geniigend groBes k gilt dann entweder 
e*_1=0 
oder 


le 1] Sqe F dese", 
was zu beweisen war. 


IL. 


7. Es sei r>2 eine natiirliche Zahl und 7z,, z,,..., 2, n komplexe 
Veranderliche. 
Die allgemeinste rationale Lésung der Funktionalgleichung 
F (2,2, ...%,) = F (aj zy ...%,) 
ist eine Konstante. 
Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daS F(z,2,...2,) nicht von z, 
abhangt. Sei i. 
2 Ag (X_--- %) BE 


Aa=0 


F (2, 2,...%,) = 2,— , 
ZB: sd 0t 





wo 
A,(,...%,), @=0,1,...,¢; By(x,...%,), B=0,1,...,¥ 


Polynome iM 2g, %,---, 2%, sind. Ohne Einschrankung sei 
A, (%_---%,)3=0, By(a,...%,)=20 
angenommen. Wegen der Funktionalgleichung ist alsdann 








Ag (2... 24) 2f F Aa (ey... 23) 22" 
gz a=0 =” 0 4 
. = — oy Ld 
Z Bg (x,...2,) 2! S Bg (xz. ..2z) 28 
s=0 s=0 
Das ist aber nur dann méglich, wenn 
A=ri, 1=0 


ist und alle Polynome 
A,(%q.--%,), 21; Bg(x,...2%,), B21 
identisch verschwinden. Somit nimmt F(z, z,...%,) die Form an: 


Ag (%q--- Xm) 


F (2, %..-2,) ad eS 


und ist in der Tat von z, unabhangig. 








un 


Au 


ko: 


Di 
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8. Die allgemeinste algebraische Lésung der Funktionalgleichung 
F (2, %,...%,) = F (aj 2y... 2s) 


579 


ist eine Konstante. 

Die Funktion F(2z,2,...z,) geniigt einer Gleichung 
F(%,%...%,)' + A, (%,%...2,) F(2,%...2,)°" +... + A, (a, 2...2,) = 0; 
die Koeffizienten 

A, (2, qo 2+Bq)s +229 Ay (Bayo. Be) 
seien dabei rationale Funktionen von z,,2z,,...,2, und die vorige Glei- 
chung werde im Koérper der rationalen Funktionen dieser Verinderlichen 
als irreduzibel angenommen. Aus der Funktionalgleichung ergibt sich die 
weitere algebraische Gleichung 
F(x, 2,...%,)' + A, (xjaxg...2,) F(a,2_...2,)°* +...44,(ayay...2%) = 0 
und diese muS wegen der Irreduzibilitét mit der ersten identisch sein. 
Also geniigen ihre Koeffizienten der Gleichung 

A, (ay aq ...2%_) = A, (a, 2, ...2%,) (4=1,2,...,2) 
und sind daher Konstante, ebenso auch die Funktion F(z,2,...z,). 


9. Die allgemeinste von Null verschiedene algebraische Lésung der 
Funktionalgleichung 
F(a, %,...%,)° == F(aj 2 ...2) 
ist von der Form 
F(z, 2,...%,) = 9 2;'23°...29". 
Dabei bedeutet 7 eine (r —1)-te Einheitswurzel und 
= ers 
n rationale Zahlen. 
Zur Abkiirzung sei gesetzt 
pS F( z,) 

Gz, P(t A+++ , 
F (2, &%...%_) ( 
Durch Differentiation der Funktionalgleichung ergeben sich die Beziehungen 
F, (2, %...%,) = F,(xfat...27). 

Aus ihnen folgt nach 8., daB die algebraischen Funktionen 


F, (2%, 2 ---%,) (= 1, 2,..., ) 


F, (2, %...%,) = 2, 


konstant sind, etwa 


F, (2%, .--%,) =e, (t= 1, 2,...,n). 
Dieses System von n Diflerentialgleichungen fiir F(z, z,...2,) besitzt als 
allgemeinste Lésung 


F (2, 2, ...%,) = 9%;'%"...2e" 
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mit einer weiteren Konstanten 7, die ungleich Null sei. Aus der Funk- 
tionalgleichung ergibt sich, daB 


v-1 
9 =i 
ist, und weil ferner F(z, 2z,...z,,) algebraisch ist, so miissen die Exponenten 
Gig Gay v0 05 @ 


rationale Zahlen sein. 


10. Satz 2: Die n algebraischen Zahlen z,,2,,...,%, seien vom 
Absolutbetrag Eins. Ee bedeute 09 >2 eine natiirliche Zahl und « eine 
positive Konstante. Wenn dann ein Polynom 


F (2, 2,...%,)==0 
mit beliebigen komplexen Koeffizienten existiert, so daB fiir groBes natiir- 
liches k die Ungleichung 


F(2f" ze" ...28°) =O (e~**’) 
besteht, so gibt es n ganze rationale Zahlen, e,, €,...,¢,, die nicht alle 
zugleich verschwinden, so daf 
8;'8;°...25 = 1 
tst. 

Das Polynom F(z, 2,...2,) ist offenbar nicht von allen Verander- 
lichen frei, denn eine nichtverschwindende Konstante kann den Voraus- 
setzungen nicht geniigen. 

Aus der Menge aller Polynome F(z, z,...2,) == 0, die einer Beziehung 

F(zé"2$"...22") = O(e*F®") 

mit einer positiven Konstanten ap, die von dem betreffenden Polynom 
noch abhingen kann, geniigen, werde die Polynom-Teilmenge heraus- 
gegrifien, fiir die der gréBte Index, fiir den die Verinderliche x, noch 
wirklich, also mindestens zur ersten Potenz in F(z,2,...2,,) vorkommt, 
gleich einer méglichst kleinen Zahl, etwa gleich g, ist. Diese Teilm uge 
ist gewi8 nicht leer, wenn es iiberhaupt Polynome gibt, die den Voraus- 
setzungen geniigen. 

Aus der vorigen Teilmenge werde alsdann ein Polynom F* (z, z, ...2,) 
herausgegriffen, das die Veranderliche x, zur niedrigsten, etwa f-ten Potenz 
enthalt: f>1. Auch ein solches Polynom gibt es. 

Das Polynom F*(z,x,...2,,) befriedigt fiir groBes k die Ungleichung 

F* (x, 2...%,) = O(e-@e") 
mit einer positiven Konstanten «*. Es lassen sich zu F* (2, 2,...2,,) zwei 


Polynome F; (x, z,...2,) umd Fy (x, %,...2,) mit endlichen Koeffizienten 
konstruieren, die folgende Eigenschaften haben: 





al, 


fo 
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a) Beide Polynome verschwinden nicht identisch. 


b) Das Polynom F,'(x,2,...2,) enthalt keine der Veranderlichen 
Ly, Ly43>+++)%q; das Polynom Fy (x, 2%...) dagegen ist von den Ver- 
anderlichen x,,,,...,%,, frei und enthalt 2, zur (g—1) f-ten Potenz. 


c) Das Polynom 
F** (x, 24...%,) = Fy (a, 2...) F* (af xg ...08)+ Fe (x, 2, ...2,) F* (x, 25...2,) 
ist von x, ,,,--.,%, frei und enthalt x, héchstens zur (f—1)-ten Potenz. 
Die Zahl k wachse jetzt iiber alle Grenzen. Alsdann ist 
F* (20"...2°) =O(e*"); FF" (28®*... 28”) = O(e-*); 
Fi (zf"...20)=O(1), Fy (zf’...28°) = 0(1) 
und also auch 
P** (28 2f"...2%°) =O(e*). 
Diese Beziehung kann aber nur dann gelten, wenn F**(2,2,...x,) iden- 
tisch verschwindet. Daher besteht die identische Gleichung: 
Fy (x, 2,...2%,)F* (xf x$...28) + Fy (ayxq...2,) F* (x, a...2,) =0. 
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfallt das Polynom 
F*(x,2,...”,) in die Faktoren 
f 
F* (2, %...2,) = Po (%y-+-%y_y) II (%,—%,(%,-+-%,_3)), 
t=1 
WO p.{x,...%,_,) ein Polynom, die Ausdriicke 


Py (Byp~++By_a)s +> Py (%y---By_y) 


algebraische Funktionen der Veranderlichen x,,7,,...,%,_, sind. Analog 
besteht die Zerlegung 


F* (xf 2$...28) =, (2f... v1) Hf(2,— Y,(%,-.-%,_4)), 
wo die Ausdriicke hs 
v3 (@,..-%,_), eee Wop (%y +++ %y_1) 
algebraische Funktionen in denselben Verinderlichen sind. Bei geeigneter 
Wahl der Indizes sind die beiden Reihen algebraischer Funktionen durch 
folgende Relationen verbunden: 


Spat a et eget 

Veu-n+n (@,.--%,_;) =e @ [ (xg...29_,)|¢ ae ae | 
Die obige Identitat besagt aber, daB F* (x? xf ... x£) durch F* (x, 2,...2,) 
teilbar ist, wenn beide nur als Polynome in x, aufgefaBt werden; das ist 
nur dann méglich, wenn jede der Funktionen 


Py (Hy +++ yia)s +e» Pp (My By) 
Mathematische Annalen, 103. 89 
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mit einer der Funktionen 

Y, (%y---By_a)s -++> Wo (Fa +++ %y_s) 
identisch ist. Also ist auch jede der Funktioner 

Py (Xy---Zy_4)*s -+-> Py (%y---By_a)® 


mit einer der Funktionen 


Py (Bi ---%p—a), «++» Pp(Bp--- By—2) 
identisch. Das besagt, daB jede der Funktionen 
P, (2 ---%y_4) (¢=1,2,...,f) 


einer Funktionalgleichung 


Py (2, 2q---%,_4)”" = YM, (41 %q---%y-1) (U=1,2,...,f) 
geniigt, wo r eine natiirliche Potenz von o@ ist. Die Lésung einer solchen 
Gleichung ist aber entweder Null, was im vorliegenden Fall durch die 
obigen Minimum-Annahmen ausscheidet; oder jede der algebraischen Funk- 
tionen 9,(2,...%,_,) ist von der Gestalt 


(2, --+%y_) = mae? ...20%s (1=1,2,...,f) 
mit rationalen Exponenten 
O. & cs (J =1,2,...,f), 
wiahrend die Konstanten 
Ny» Nar--+> Ne 


gleich Einheitswurzeln sind. Ohne Einschrinkung seien letztere etwa als 
d-te Einheitswurzeln vorausgesetzt. 
Die Funktion F*(z,2,...2,) nimmt somit die Form an: 


f 
* a) @) 
F (2; Zq-++2y) = Po(*---%y_a) I (x, — 2% 0) 


und hieraus ergibt sich die Ungleichung: 
f, s @) 4) 
Po (2h -»-2¢-1) IE (m ee __1)—O(e-# @); &= aft”... gths 25% (l= 1,2...f). 
=1 
Sei « eine positive Zahl, die der Ungleichung 
a*® 

O<eé < VW 

geniigt. Ferner werde gegen Satz 2 vorausgesetzt, daB keine der Zahlen 
ge—1, fe—1, ..., fe—1 


fiir geniigend groBes k verschwindet. Nach Satz 1 besitzt jede der Un- 
gleichungen : 


0< ef —1|<e-ee 
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nur endlich viele Lésungen; fiir geniigend groBes k ist folglich erst recht: 
| ,éf —1| De, e-se" (t= 1,2,...,f) 

und also auch 


| I (méf —1) | > che F*, 


wenn ¢, eine gewisse positive Konstante bedeutet. Infolgedessen ist auch: 


nidtaill sate FD. 

Diese Ungleichung widerspricht aber den Minimum-Annahmen iiber 
das Polynom F*(z,2z,...,), so daB man zu einem Widerspruch gelangt. 
Also mu8 mindestens eine der Zahlen 

tf —1 (t= 1,2,..., f) 
fiir geniigend groBes k gleich Null werden, wie Satz 2 aussagt. 


Il. 
11. Satz 3. Die Potenzrethe 
EB (2,2, ...%,)= } me | ee 2," 

h,=0 hy=O 
konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes. Die n algebraischen Zahlen 

oS 
seten von Null verschieden und im Innern des Hinheitskreises gelegen. Es 
gebe m <n algebraische Zahlen 

b1 B+ -* Sm? 
zwischen denen keine Gleichung 

O14... gem = 1 
besteht, wo die Exponenten ganze rationale Zahlen sind, die nicht gleich- 
zeitig verschwinden; es set 


2, = 90! ... gin! (¢=1, 2,..., ”) 
und die Matriz 
(a:) reba’ 
Ma Sok 6 om 


habe nur ganze rationale Elemente und den genauen Rang m. Weiter 
bedeute 0 > 2 eine feste natiirliche Zahl. 
Wenn dann 
E*(t,..-2,) = E(a,...%,), 2, =Ee'...gae' (b= 1,2,..., 0) 
als Funktion der Verdnderlichen 


Ex2q +++ Em 
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nicht identisch verschwindet, so gibt es eine positive Konstante y und eine 
Folge ins Unendliche wachsender natiirlichen Zahlen k, so daB 


| B(ef’...2f)|>e7 


tat. — 
Als Funktion der Veranderlichen 
Ei la --- Em 
wird 
B(x 2q ++ By) = Bo BB, Et + Eee 
oder 
E(2,%,--.%,) = 5 En(t, sf 
En (Es +++ Em) = D+» By, gg + Em 
|aP...sBm lar 
Offenbar entspricht nur den Gliedern 
&., &,, &,, «.. (i>R,>R, >R,>...=0) 


einer gewissen abzahlbaren Folge wirklich ein Summand Zp(r, ... r,,)==0. 

Jetzt werde angenommen, daB bei geeigneter Wahl der Indizes die 
Zahlen 

log | §,|, log | ae|, ---» 108 | ima! 

in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen linear unabhangig sind, da8 
dagegen die Zahlen 
| log | m—asals «++» 10g | dm! 
von ihnen linear abhingen. Dann gibt es h komplexe Zahlen 


A eT A 
vom Absolutbetrag Eins, die keiner Gleichung 
Set. had 


mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht gleichzeitig verschwinden, 


geniigen, so daB 
Bm — age = Bi ++ Beerks, (}=1,2,...,h) 


mit rationalen Exponenten 
OP are (8=1,2,...,h) 
ist. Mit ihrer Benutzung geht 2, (4... g¢*) iiber in 
By (af... af) = (ast... alg) (Ce. Op) PER (CP... of). 
Dabei ist ‘ 


Jatt... atbca| = Bs 





a ma 
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die Zahlen x,, ~,,...,%, sind nichtnegativ und ganz rational, und der Aus- 
druck Er (tf... of) ist ein von k unabhangiges Polynom E,(Z, ...Z,) 
in den Werten 
Z,=00...Z,— 00. 
Offenbar verschwindet dieses Polynom dann und nur dann identisch, wenn 
Ex (tr, ---2,) selbst identisch verschwindet. 
Von jetzt ab sei angenommen, da8 die Reihe 


E (2,2, ...2,) = E*(z,... 2.) 
als Funktion der Veranderlichen 


Ey +++ En 
nicht identisch verschwindet. Offenbar gibt es dann auch eine Funktion 


Ep, (E; +++ Em) 


vom kleinsten Index, also gréBtem R,, die nicht identisch verschwindet 
so daB auch 
Er, (Z, ... Z,) 
von Null verschieden ist. Nun ist 
Ey (3° -..4) = 0(R®) 
“ “ 
und daher fiir groBes & die Summe 
S E,, (af --- 3) 


uavt 


von der GréBenordnung 
O(Rf.,). 
Andrerseits ist nach Satz 2 fiir eine Folge ins Unendliche wachsender 
natiirlicher Zahlen & bei beliebig kleinem festen positiven «: 
JEx(tf...cf)|2e* 
und somit auch 
| Zp, (af ---af) |= Ree. 
Folglich ergibt sich, wenn noch 2¢ = log yt gewahlt wird, fiir die Folge k: 
+1 
B(2t...2¢)|—|B* (ae... af)| 2S (2, B,,,)# + 0(RY,)> BM, 
w. z. b. w. 


IV. 


12. Der letzte Satz entspricht genau dem Satz 1 meiner Arbeit: 
Arithmetische Eigenschaften der Lésungen einer Klasse von Funktional- 
gleichungen (Math. Annalen 101, 8.351). Auf analoge Art wie dort kann 
auch aus ihm ein Transzendenzsatz erschlossen werden, weshalb ich auf die 
Durchfiihrung des Beweises verzichte. Das Ergebnis lautet: 
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Satz 4. Es sei 0 >2 eine feste natiirliche Zahl, 


F(2,2,...%,)= a Sd An, 0,2 ay 
hy=0 = hyz=0 
eine in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe in den 
n Verdnderlichen x,,2,,..., 2, mit algebraischen Koeffizienten aus einem 
endlichen Zahlkorper. Die Funktion F(x, x, ...2,,) gentige einer Funktio- 
nalgleichung 
Faz, My v0 My) F(a My. B) 
F(zf2§ ... 2) == (lom<o), 
3 b,( x, % ..- Z_) F( 2, Xe... %)' 
i=0 





wo die a,(x,...2,), b,(a,...2,) Polynome mit endlichen algebraischen 
Koeffizienten sind. Die beiden Polynome 
Sa,(2,2,...2,)u!, Sb, (2,25... 2,)u' 
l=0 i=0 
seien in allen Verdnderlichen teilerfremd; mindestens eins besitze den ge- 
nauen Grad m in u; thre Resultante in bezug auf u sei gleich A(x, x, ...2,). 
Die m algebraischen Zahlen 


we eee 0<|z,|)<1 (2 =1, 2,..., 2%) 
seien von der Gestalt 
Z, = gh... gam! (2 =1,2,...,%), 
dabei seien 
Bis Bas -+> bm 


m algebraische Zahlen, zwischen denen keine Beziehung 


Past... sem = 1 
mit ganzen rationalen Exponenten, die nicht gleichzeitig verschwinden, 
besteht; die Matrix 
A=1,2,..., m' 
(411) 


t=1,2,...,.” 


besitze ganze rationale Elemente und den genauen Rang m. Ferner sei 
angenommen, daB keine der Zahlen 


A (2f' 28"... 28°) (k =0, 1, 2,...) 
verschwindet. Wenn dann 


F° (x, ++ Eq) = F(2,%---%q), 2 = EP... Eo (3 = 1, 2, ...,%) 
als Funktion der Verdnderlichen 
Eqs Eas ++ +> Dm 
nicht algebraisch ist, so stellt F(z,z,...z,) eine transzendente Zahl dar. 
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Im Falle m=1 laBt sich sogar zeigen, daB es sich um Nicht- 
Liouvillesche Zahlen handelt. 


13. Aus dem vorigen Satz lassen sich z. B. diese Folgerungen ziehen: 





a) Die von Null verschiedenen algebraischen Zahlen z,, z,,..., z, 
seien im Innern des Einheitskreises gelegen; keiner der Quotienten ick s 
B 

sei gleich einer ganzen rationalen Potenz von g. Ferner seien Z,, Z,,..., Z, 


n von Null verschiedene algebraische Zahlen. Dann atellt der Ausdruck 
> 4,9 (z,); (x)= Sat 
i=1 h=0 


eine transzendente Zahl dar. 
b) q(h) sei die Quersumme von f im g-adischen System; es sei 


¥ (x) = Siq(h)a”. 
h=0 
Dann ist unter den gleichen Voraussetzungen wie in a) die Zahl 
24% (a) 


transzendent. 
Diese Beispiele lassen sich beliebig vermehren. 


Krefeld, im Herbst 1928. 


(Eingegangen am 8. 5. 1929.) 











Uber gewisse Differential- und allgemeinere Gleichungen, 
deren Lésungen fastperiodisch sind. 
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§ 1. 
Einleitung. 


Im I. Teil haben wir fiir Differenzen-Differentialgleichungen der Gestalt 


(1) L(y) = 3a,.9°(2+8,)=f(2) 


mit komplexen Konstanten a,,, reellen Konstanten 6, und fastperiodischer 
rechter Seite f(z), verschiedene Bedingungen dafiir aufgestellt, da8 Lésungen 
y(2z) existieren, welche mitsamt ihren r ersten Ableitungen fastperiodisch 
sind. Von anderer Art ist der bereits in I, § 1, 2 formulierte , Beschrinkt- 
heitssatz“, welcher ganz allgemein besagt, daB jede Lésung y(x), welche 
mitsamt ihren r ersten Ableitungen beschrinkt und gleichmabBig stetig ist 
auch schon mitsamt ihren r ersten Ableitungen fastperiodisch ist. Das Ziel 
der vorliegenden Note ist es, diesen Satz und eine gewisse nachtrigliche 
Vervollstindigung zu beweisen. Der eigentliche Wortlaut des vervoll- 


1) Der I. Teil mit dem Untertitel Der Existenzsatz“ ist in den Math. Annalen 
102 (1929), 8S. 489—504 erschienen. Wir werden ihn mit ,I“ zitieren. 
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standigten Beschranktheitsatzes findet sich in § 4, an dieser Stelle formu- 
lieren wir ihn fiir die speziellen Fille reiner Differential- und reiner Diffe- 
renzengleichungen: 

Jede Lésung von 


a,y(z)+a,_,y" (2) +... +a9y (2) =f(2), 


welche mitsamt thren r ersten Ableitungen beschrdnkt ist, ist mitsamt 
thren r ersten Ableitungen fastperiodisch. Dieser Satz ist zuerst von 
H. Bohr und 0. Neugebauer (Gétt. Nachr. 1926) bewiesen worden. 


Jede Lésung von 
a,y(x+4,)+a,_,y(2+4,_,) +... + agy(%+ 45) = f(z), 


welche beschradnkt und gleichmdafig stetig ist, ist fastperiodisch. Ist die 
charakteristische Funktion 


ibd i8gA 
Ge" +...-+@,e ° 


fiir —co<A< +c wesentlich von Null verschieden, so ist jede Lésung, 
welche beschrankt ist, auch schon gleichmafig stetig und daher fastperiodisch. 
Fiir den Sonderfall 6,=—0,6,=—w, 6,=2,...,6,—rq@ ist dieser Satz 
zuerst von A. Walther, loc. cit., aufgestellt und bewiesen worden. Es ist her- 
vorhebenswert, da® fiir die einfachste Differenzengleichung 


rn ") 


die charakteristische Funktion der obigen Voraussetzung nicht geniigt. Die 
Voraussetzung der gleichmaBigen Stetigkeit ist dann auch nicht zu ent- 
behren; vgl. Walther, Gétt. Nachr. 1927. 


Fiir den einfachsten Sonderfall der Gleichung (1), namlich fiir die 
Gleichung 


(2) y'(z) = f(z), 


ist der Beschranktheitssatz*) zuerst*) von P. Bohl aufgestellt und bewiesen 
worden, Dieser Bohlsche Satz wurde bereits in I wesentlich benutzt; was 
an Beweismitteln hinzutrat, waren die Betrachtungen iiber ,,Multiplikatoren“. 
Mit denselben Hilfsmitteln werden wir auch jetzt operieren, nur da8 wir 
sie auf breiterer Basis anwenden werden. Die Heranziehung von Multi- 
plikatoren beruhte in I auf der Méglichkeit, die als fastperiodisch voraus- 


*) In diesem Fall braucht nur die Beschrinktheit und nicht auch die gleich- 
maBige Stetigkeit von y(x) und y’(z) vorausgesetzt zu werden, vgl. § 4. 

*) Einen anderen Beweis gab J. Favard in Acta Math. 61 (1928), 8. 31—81, 
insbes. § 3. 
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gesetzten Funktionen y(x) und f(2) durch Fourierreihen darzustellen. Aber 
gegenwartig sind die Funktion y(z) und ihre Ableitungen nicht mehr als 
fastperiodisch, sondern nur noch als beschrankt vorausgesetzt. Die ,,breitere 
Basis“ ist nunmehr die Darstellung von y (x) durch verallgemeinerte Fourier- 
integrale, welche fiir alle beschrinkten Funktionen (und fiir Funktionen 
noch viel allgemeineren Verhaltens) vorhanden ist und das Rechnen mit 
Multiplikatoren zulaBt. 


a0C lee ieee 


§ 2. 
Vorbereitendes. 


Wir werden das fiir uns Wichtige iiber verallgemeinerte Fourierintegrale | 
zusammenstellen und wegen Einzelheiten auf eine Arbeit des Verfassers *) 
verweisen. 

1. Alle Funktionen, die wir nachfolgend einfiihren werden, sind auf 
jedem endlichen Intervall (nach Lebesgue) meBbar und mitsamt dem 
Quadrat ihres absoluten Betrages integrierbar und, sofern aus dem Zu- 
sammenhang nichts anderes zu ersehen ist, auf einer Punktmenge vom 
Ma8e Null unbestimmt gelassen. 

Zur Klasse &, zahlen wir diejenigen Funktionen y(z), fiir welche 
das Integral 


Fineyres 


einen endlichen Wert hat und zur (umfassenderen) Klasse %, alle die- 
jenigen Funktionen y(z), fiir welche 


+@ 
J jy(2)I* g 
~1+2* 
einen endlichen Wert hat (insbesondere enthalt §, alle beschrankten 


Funktionen). Jede Funktion der Klasse §, kann man nach Plancherel’) 
durch ein Fouriersches Integral 


(3) y(z) ~ fe'**y(4) aa 
mit einer wohlbestimmten ,,0-ten Transformierten“ y,(4) darstellen. Diese 


*) Math. Annalen 97 (1927), S. 635—662. Wir werden diese Arbeit mit ,,D“ 
zitieren. — Um in ungefihrer Ubereinstimmung mit der Bezeichnung in I zu bleiben, 
werden wir die Zeichen f(z),a, Iy(a), I',(a), #(«), P(€) aus D durch die Zeichen 
y(2),4, 79 (4), 7, (4), F(A), K(€} ersetzen und in allen Exponentialausdriicken e‘* 
mit iequndwelchoms reellem + die imaginire Einheit i durch —i ersetzen. 

*) Val. I, °). 
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Funktion y,(4) ist nur fiir Funktionen aus §, definiert. Man kann aber 
y,(4) durch eine andere Funktion ersetzen, welche den Vorzug hat, auch 
fiir Funktionen aus §, definierbar zu sein. Es ist dies die bis auf eire 
willkiirliche additive Konstante bestimmte Funktion 


a 
”4(4) = fro(«)de, 
welche wir die ,,1-te Transformierte“ von y(z) nennen. Kennt man (fiir 
eine Funktion aus §%,) die Transformierte y,(4), so ist auch die Trans- 
formierte y,(4) und demnach die Darstellung (3) gegeben. Diesen Sach- 
verhalt schreiben wir als die Formel 


(4) y(x)~ fe’ dy, (a). 


Die Transformierte y,(4) von y(z) laBt sich vermége einer geeigneten 
Formel direkt aus y(z) berechnen. Diese Formel liefert aber ein Resultat 
nicht nur, wenn y(z) zu &,, sondern auch, wenn sie zu §, gehért. Von 
den so herausspringenden Funktionen y,(4) vermerken wir, da8 sie bis 
auf willkiirliche additive Konstanten eindeutig bestimmt sind. Das Zu- 
sammengehéren einer Funktion y(z) und der Transformierten y,(4) driicken 
wir fiir alle y(z) aus &, durch die Relation (4) aus. Es besteht der 
wichtige Eindeutigkeitssatz, daB zwei Funktionen y(xz) dann und nur 
dann die gleiche Transformierte y,(4) haben, wenn sie selber (bis auf eine 
Nullmenge) einander gleich sind; weiterhin kann man an der Darstellung (4) 
mit Vorteil Rechenoperationen ausfiihren, von denen wir einige betrachten 
wollen. 

2. Wenn y(z) differenzierbar ist und wenn zugleich mit y(x) auch 
y'(x) zur Klasse &, gehért, so entsteht die Darstellung von y’(z) aus 
der Darstellung von y(zx) durch ,,Differentiation“ 


(5) y’(x) ~ f ef* (82) dy,(d). 


D. h. die 1-te Transformierte 6,(4) von y’(z) ist mit y,(4) durch die Re- 
lation 
dd, (4) = tAdy, (A) 


verkniipft. Hierbei ist die Relation 
(6) d6(4) =I'(4) dy (4) 
dahin zu interpretieren, daB innerhalb eines jeden Intervalls A<i< B, 


in welchem I"(A) differenzierbar ist, die Beziehung 


(7) 8(4) =I'(a)y (4) — J I"(a)y (a) de 
besteht. 
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3. Zu der Gleichung (6) ist zu bemerken: 
a) Die Relation 


592 





dé(4)=0 
ist als eine Relation (6) mit I'(4) = 0 aufzufassen, ist also mit 
6(4) = konst. 


aquivalent. 
b) In jedem Intervall, in welchem I'(4) + 0, kann man die Relation (6) 
durch I"(A) dividieren: 


dy (4) = ray 48(4)- 
c) Aus 
dé (4) =I, (4) dy (A), 
de(4) =I, (4) d8(2) 
folgt 
de(4) = (I, (4) IP, (4)] dy (4). 


4. Die Funktion y(z + ) gehért fiir jedes w wiederum zu &,. Ihre 
Darstellung geht aus (4) hervor, wenn man x durch z+ @ ersetzt, 


y (z+) ~ f ef**e'** dy, (A). *) 
Ahnlich gilt fiir jedes reelle A 
e~*4ty (x) ~ Sf et#4-4) dy, (2) on fetedy(a +A).°) 


Es habe y(x) Ableitungen bis zur r-ten Ordnung, die alle zu &, 
gehéren. Durch Benutzung von 2. und 3. c) erbalt man fiir y (2+) 
die Darstellung 

y(z+@) ~ Sf e'*(éa)’ eM dy, (2). 


5. Es sei I"(A) eine zweimal differenzierbare Funktion, welche auBer- 
halb eines (geniigend groBen) endlichen Intervalls verschwindet, und y,(/) 
die 1-te Transformierte von y(z). Nach Satz III aus D’) existiert eine 
Funktion der Klasse §, — wir nennen sie y,.(~) — deren 1-te Transfor- 
mierte 6(A) der Relation (6) geniigt, und es ist 


yr(2)—f K(t—2)y (tar, 


*) Diese Behauptung kommt nicht in D vor. Sie wird in einem anderen Zu- 
sammenhang nachgetragen werden. 

*) Daselbst wird von der Funktion K() vorausgesetzt, daB sie gerade ist, 
K(—t)=K(t). Diese Voraussetzung ist aber ganz iiberfliissig. Sie wird in D kurz 
vor Schlu8 des Beweises dazu benutzt, um K(—2z) durch K(x—£) zu ersetzen. 
Aber diese Ersetzung hat gar keine Vorteile. 
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wobei der Kern 


+ 
K(é) =z, fem r(ayaa 
ist (vgl. I, § 2, 5). 

6. Hat y(a) beschrankte Ableitungen bis zur r-ten Ordnung, so ist 
wiederum (I, § 2, 6) 


y)? (x) = JK —z)y (ae (oe =1,2,...,r), 


oder anders geschrieben 


Fee (9 (2)} = {EP} 


7. Insbesondere gibt es (D, § 3, 6) gewisse Funktionen I, (A), 
n= 1,2,3,..., fir welche 


ri(4j=0 fir [Alj2n, 
so daB die zugehérigen Kernfunktionen K,(&) den Wert haben 





K,(#)= Ls me)e 


n*&4 


wobei 





8. Aus der Formel 
¥,(%) = yp, (2) = {K()¥(t+2) d= {(S2)y (2+ E\ae 


schlieBt man unschwer folgendes. Wenn die Funktion y(z) beschrankt 
und gleichmaBig stetig ist, so sind die Funktionen y,(z) gleichmaBig 
gegen y(z) konvergent. Sind iiberdies die r ersten Ableitungen von y(z) 
beschrinkt und gleichmaBig stetig, so sind auf Grund von 6. fiir alle @ 
aus 1<o<r auch die Funktionen y{” (x) gleichmaBig gegen y“ (x) 
konvergent. 

Da der Limes einer gleichmaBig konvergierenden Folge von fastperio- 
dischen Funktionen wiederum fastperiodisch ist, so folgt hieraus: falls jede 
Funktion y,(z) mitsamt ihren r ersten Ableitungen fastperiodisch ist, so 
ist auch die urspriingliche Funktion mitsamt ihren r ersten Ableitungen 
fastperiodisch. 
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§ 3. 
Der Beweis des Beschranktheitssatzes. 
1. Wir betrachten zuerst den Fall einer homogenen Gleichung 
L(y)=0. 


Die Funktion L(y) ist eine Funktion aus &, mit der Darstellung, 
vgl. § 2, 4, 
L(y) ~ J e** @(a) dy, (2), 
wobei, ahnlich wie in I, 
r >’ 


G(4) = Y Sa,,(ta)%e**e*. 


e=0 o=0 


Die (reellen) Nullstellen von G(A) bezeichnen wir mit 

(8) ,t; Se 

Nach § 2, 3b) ist in jedem Intervall, welches keine Zahl aus (8) enthilt, 
dy,(4)=0. 

Sind die Nullstellen (8) an Zahl endlich, so folgt hieraus leicht (D, § 2,13), 

daB y(z) eine (endliche) Summe 

(9) DA, ef 

mit konstanten Koeffizienten A, ist. Eine solche Funktion ist aber beliebig 

oft differenzierbar und mit allen Ableitungen fastperiodisch. 

Ist die Folge (8) unendlich, so bilden wir vorerst mit y(z) die 
Funktionen y,(z), gemaéB §2,8. Nach §2, 6 sind sie gleichfalls Lésungen, 
L (¥,,) = 0, 
und nach §2,8 geniigt es, unsere Behauptung fiir die y, (2) zu beweisen. 
Die 1-te Transformierte y(n,4) von y,(z) geniigt der Relation 

dy(n, 4) = I’, (4) dy, (4). 
Daraus folgt (§ 2, 3c)) 
dy(n,4)=0 fiir {[A|>2n. 
Es ist also 
dy(n,4)=0 


fiir alle 4 mit Ausnahme der (im Intervall |4|< 2m gelegenen) endlich 
vielen Zahlen aus (8). Also ist y, (x) eine endliche Summe der Gestalt (9). 
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2. Den inhomogenen Fall 

L(y) = f(«) 

f(z) ~ >4, ote 


werden wir auf den homogenen zuriickfiihren. Wir gehen wiederum zu 
den Funktionen y, (a) iiber, welche jetzt der Gleichung 


L (Yq) = fy (#) 


geniigen, wobei 
f,(2) = J K,(t—2)f(t)dt~ ST, (4) a, et. 
Wir halten n fest. 
Schreibt man @,(4) =I,(4)@(A), so ist 
L(y,) ~ fe'**G,(4) dy, (2). 
Es sei A eine k-fache Nullstelle von G(A). Wir setzen 
G, (4) = {8(4— A)}*@"*(a), 


und da G*(2) auBerhalb eines geniigend groSen Intervalles verschwindet, 
gibt es eine beschrinkte Funktion y,(2) von der Gestalt 


e'4* y,(x) ~ fe @*(4) dy, (4), 


yo(x) ~ fe'*@* (4+ A) dy, (4+ A). 


d. h. 


Andererseits ist 
e*4* F(x) ~ fei G, (4 + A) dy, (4+ A) 
= fe'**(i)"@* (4+ A)dy,(4+ 4). 
Daraus ergibt sich (vgl. § 2,2 und D, § 5), daB e~*4*f, (x) die k-te Ab- 
leitung von y,(2) ist. Deswegen ist y,(x) fastperiodisch (I, § 3, 6), und 
daher ist e ‘“*f,(x) die k-te Ableitung einer fastperiodischen Funktion. 
Da f,,(z) beschrankte Exponenten hat, so gibt es nach dem Satz in 


I, §6 eine mitsamt den r ersten Ableitungen fastperiodische Lésung 7 (2x) 
der Gleichung 


L(y) =f,(2). 
Die Differenz 
3 ¥(2) = y,(2) —9(2) 
ist eine Lésung von 
L(y)=0, 


und daher nach 1. mitsamt den r ersten Ableitungen fastperiodisch. Die 
Funktion 


¥, (2) = 9 (x) + ¥(z) 
ist von derselben Beschaffenheit. 
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§ 4. 
Ein weiterer Satz. 


Wir setzten beim Beschranktheitssatz voraus, da die Lésungsfunktion y(z) 
und ihre r ersten Ableitungen a) beschrankt und b) gleichmaBig stetig sind. 
Besitzt eine Funktion eine beschrinkte Ableitung, so ist sie eo ipso gleich- 
maBig stetig. Daher hat die Voraussetzung a) die gleichmaBige Stetigkeit 
von y(x), y’(z),...,.y”~"(x) zur Folge, so daB die Voraussetzung b) 
sich nur auf y”’ (x) bezieht. 

Es fragt sich, ob nicht unter Umstiinden auch y”(z) ,,von selbst‘ 
gleichmaBig stetig ist. Man sieht auf den ersten Blick, daB dies der Fall 
ist, wenn L(y) die Gestalt hat 


r—-1 8 
L(y)=y(z) + 3 Say (z+9,). 
e= C= 
Denn dann kann man die Gleichung (1) schreiben: 


y? (x) =9(z), 
wobei die Funktion 
r-1 8 
g(z)—— F Sa,.y(2+8,) + f(z) 
gleichmaBig stetig ist. 
Fiir allgemeine L(y) setzen wir z(x) = y (zx), schreiben (1) in der 
Form 


(10) @,g2(# + 49) +4,,2(2+4,)+...+4,,2(2+4,) = 9(2) 


und fassen (10) als Differenzengleichung fiir z(x) auf. Wir wissen, dab 
g(x) beschrinky und gleichmaBig stetig ist und da8 z(x) eine beschrinkte 
Lésung von (10) ist. Dann ist aber z(zx) gleichmaBig stetig, wenn wir 
noch voraussetzen, daB es eine Zahl » > 0 gibt, so daB 


Denn dann gibt es, wie wir bereits in I benutzt haben, reelle Exponenten y, 
und Koeffizienten y, mit konvergenter Summe |y,|, so dab 


(Sere) yeni) 1, 


o=0 


d. bh. daB 


0 fir c+0, 
11 _ 
(11) heectr® " 1 fir c=0. 
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Mit der Funktion g(x) bilden wir die Reihe 

27,9 (2+ #,)5 

ihre Summe ist beschrinkt und gleichmaBig stetig. Wir ersetzen g(z) 
durch die linke Seite von (10): 
(12) 2 ty (24,02 (% +H, + 9,)). 
Da z(z) beschrankt ist, kann man die Doppelreihe (12) beliebig umordnen. 
Auf Grund von (11) hat daher ihre Summe den Wert z(x), also ist z(2) 
gleichmaBig stetig. 


Satz. Von der linken Seite der Gleichung (1) werde vorausgeseizt, 
daB es eine Zahl » > 0 gibt, derart daB fiir —co<i1< +00 








& 
247, e804) > 0. 
o=0 


Dann ist jede Lésung, welche mitsami den r ersten Ableitungen be- 
schrankt ist, mitsamt den r ersten Ableitungen fastperiodisch. 


(Eingegangen am 15. 3. 1930.) 
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18. Le probléme de la représentation finie. — Nous avons vu dans 
le chapitre précédent qu’il éxiste des fonctions continues qui ne peuvent 
pas étre représentées sous la forme de sommes de deux superpositions de 
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fonctions absolument continues. C'est le cas des fonctions ridées. On 
aurait pu croire que quel que soit le nombre n, il existe des fonctions con- 
tinues qui ne peuvent pas étre des sommes de n superpositions de fonc- 
tions absolument continues. En réalité il n’en est pas ainsi, et le cas 
n=3 est déja exceptionnel & ce point de vue, puisque nous verrons que 
chaque fonction continue peut étre représentée comme une somme de trois 
superpositions de fonctions absolument continues. Le présent chapitre est 
consacré & la démonstration de ce théoréme. Comme cette démonstration 
présente quelques difficultés techniques, nous démontrons d’abord que toute 
fonction continue peut étre décomposée en une somme de deux fonctions 
dont chacune est quasi-partout dérivable (n° 19). Il en résulte immédiate- 
ment qu'il suffit de prendre quatre superpositions de fonctions absolument 
continues pour obtenir la représentation d’une fonction continue arbitraire. 
Nous démontrons ensuite que le nombre de composantes peut étre réduit a trois. 


19. Décomposition d’une fonction continue arbitraire en deux fone- 
tions quasi-partout dérivables. — Nous allons démontrer maintenant le 
théoréme*) suivant: 

Théoréme. — Toute fonction continue F(x) est la somme de deux 
fonctions dont chacune a une dérivée quast-partout. 

Pour le démontrer, prenons une suite d’ensembles parfaits qu’on con- 
struit de la maniére suivante: P, est un ensemble parfait non dense, 
mes P, > 0, situé dans (0,1); soient 2,” des ensembles parfaits non denses 
et de mésure positive situés dans les contigus 6 a P, (n = 1,2,...); on pose 


P,= P, + Sa. 
n=l 
D’une maniére générale, l'ensemble P,, sera obtenu en prenant dans 
les contigus 6{"~" & P,_, des ensembles parfaits non denses al™-” de 
mesure positive et en posant 
Pa = Pans+ Sal. 
n=1 
On continue ainsi jusqu’é ce que l’on obtienne une suite d’ensembles par- 
faits P,, P,,...,P,,,... emboités les uns dans les autres et formant un 
ensemble partout dense dans l’intervalle (0,1). 
Soit f,(z) une fonction continue égale 4 F(z) sur P, et qui est un 
polynome dans chaque contigu 4<” a P,; nous supposons que dans 6,” le 
polynome f,() différe de F(x) de : 


gti 





au plus (n= 1, 2,...). 





*) Voir ma Note Sur la représentation finie des fonctions continues (Comptes 
Rendus 184 (1927), p. 1112). 


40* 
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Done, la différence 


h, (x) = F(x) — f,() 
est nulle sur P, et lon a 


\h,(2)|<—— dans 3!” (n =i, 8,...). 


gti 


D’une maniére générale, supposons les fonctions f,, f,,..., f,, déja dé- 
finies ainsi que h,,h,,...,4,,.  Supposons que l’on ait 


h,(z) =h,_,(z)—f,(z) *) (&=1,2,3,..., m) 
sui h,(z)=0 sur P, 
et 


1 \ 
[y(@)1< oe dans 3,” (mn = 1,2,...) 


tandis que f,(2) est un polynome dans chaque contigu 6” a P,. 
On pose alors 


fasi(t)=h, (x) sur P. 


m+1 


et l'on prend pour f,,,, (x) dans les contigus 5,"*" & P,»s, des polynomes 
tels que la différence 


h,, (2) — h,, (2) ~— fa+i(2)s 
qui est nulle sur P,,,;, vérifie dans les 5{"*” les inégalités 


[huss (2) < soars dans 6,"*” (» = 1, 2,...). 


On voit que toutes les conditions sont encore vérifiées. 
On obtient ainsi une suite de fonctions continues 


f,(2)s fo(%), «++» fa(2), -+-- 
On a, pour chaque m, 
F(x) = f,(z) + f,(z) +... + fa(2) +h,,(2). 


Or, on a évidemment 
1 
gm+i ad 


|h,,(%)| < 
donc, la série > f(z) converge uniformément vers la fonction F(x). 
Il en réeulte que les deux séries 
f(z) + f,(@) + f(z) +---+he_s(2)+--- 


fy(2) + f(z) + f(z) +---+hyn(@) +--- 


*) On pose h,(z) = F(z). 
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convergent aussi uniformément. En désignant par F,(z) et F,(z) les 
sommes de la premiére et de la seconde série respectivement on voit que 
F,(x) et F,(x) sont continues et que 


F(x) = F,(x) + F,(z). 


Nous allons démontrer que F, (x) et F, (a) sont quasi-partout dérivables. 
A cet effet, posons 


Ry_3(#) = fe(%) + frse(®) + fraal(@) ++. 
On voit bien, puisque f,(z)=h,_,(x) —A,(z), que 
R,_, (2%) = hy_,(%) — h(x) + hy, (2%) — hy i. (2) +... 
donc 
R, (x) = hy (2) — Ayggs (%) + Py ye(%) — Ay yg (%) +... 
et que R,(z) vérifie ainsi les conditions du lemme du n° 12. Done, en 
vertu de ce lemme 
R,(z)=0 sur P, 
et 
Ri (x)=0 presque partout sur P,. 
Or, si & est impair, on a évidemment 


F, (x) =f, (2%) + f(@) +... +f,(2) + B,,,(2). 


Mais chacune des fonctions f,(x) pour j7<k est un polynome dans les 
intervalles contigus 4 P,, donc la somme 


f,(*) + f(z) +... +h (2) 
a une dérivée en chaque point de l’ensemble différence P,,, — P,, et comme 
Ri+i(x) = 0 presque partout sur P,,,, donc sur P,,,— P,, il en résulte 
que Fi(x) existe presque partout sur P,,,—P,, quel que soit & impair. 

Il en résulte que Fj(2) existe quasi-partout. “En effet, soit 6 un inter- 
valle quelconque intérieur 4 (0, 1). 

Puisque la somme des ensembles P, est supposée partout dense dans 
(0,1), il existe un certain k, tel que si k>k,, 4 contient des points 
des P,. En particulier, 6 contient des points d’un certain P, pour k impair. 
On peut trouver un intervalle 6” contigu a P,, et suffisamment petit pour 
qu’il soit entiérement contenu dans 6. Mais ce 6," contient un ensemble 
parfait 2 de mesure positive, donc une partie de mesure positive de 
P..,—P,, & étant toujours impair. Or, dans P,,,—P,, pour k impair 
Fi (x) existe. Done F{(2) existe sur un ensemble de mesure positive dans 
chaque 6 intérieur 4 (0,1), ce qui veut dire qu’elle existe quasi-partout 
dans (0,1). 

On démontre, en répétant !e méme raisonnement mais en supposant 
k pair, que F;(x) existe quasi-partout, c. q. f. d. 
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Il est intéressant & remarquer que dans cette décomposition d’une 
fonction continue F(x) en deux fonctions F,(2) et F,(xz) quasi-partout 
dérivables on ne peut pas supposer que ces deux fonctions, ni méme l'une 
delles, jouissent de la propriété N. En effet, nous avons vu dans le n°16 qu'il 
existe des fonctions continues (c’est le cas des fonctions ridées), qui ne 
peuvent pas étre représentées sous forme d’une somme de deux fonctions 
dont une est quasi-partout dérivable et l’autre jouit de la propriété N. 


20. Décomposition de chaque fonction continue en quatre super- 
positions de fonctions absolument continues. — Novus venons de dé- 
montrer que chaque fonction continue F(z) est la somme de deux fonc- 
tions quasi-partout dérivables. D’autre part, nous avons vu au n° 13 que 
chaque fonction quasi-partout dérivable est la somme de deux superpositions 
de fonctions absolument continues. 

Ces deux résultats réunis nous permettent d’énoncer le théoréme*) 


Théoréme. Toute fonction continue peut étre représentée dans la forme 


F(x) = f, [9 (2)] + fe [pa(2)) + felvs(2)] +f [%(2)), 
les f, et y, Gant absolument continues. 

Ainsi nous voyons qu’il est possible de représenter chaque fonction 
continue comme une somme finse de superpositions de fonctions absolument 
continues. I] reste & savoir si guatre fonctions de la forme f[gy(x)], f et 
étant absolument continues sont nécessaires pour une telle représentation 
dans le cas général. 

Nous avons vu au n° 16 qu'il existe des fonctions continues qui ne 
sont pas représentables dans la forme 


f, [1 (2)) + fala (*)), 
les f, et gy, étant absolument continues, ni méme dans la forme 


f, (es (#)) + fal va ()] + % (2) 
toutes les fonctions étant encore absolument continues. 

Il reste alors & étudier la question si l’on peut représenter chaque 
fonction continue F(z) comme une somme de trots fonctions, dont chacune 
est une superposition de fonctions absolument continues. Nous verrons que 
la réponse & cette question est affirmative. Mais avant de la résoudre nous 
avons besoin d’une proposition préliminaire. 

21. Une proposition préliminaire. — Nous nous proposons de dé- 
montrer un théoréme concernant l’allure d’une fonction continue arbitraire 
sur un ensemble parfait de mesure positive ou non. I] s’agit de décom- 


5) Voir ma Note Sur la représeniation finie des fonctions continues (Comptes 
Rendus 184 (1927), p. 1112). 
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poser une fonction donnée F(z) en deux fonctions, dont chacune a sur 
un ensemble parfait P donné un ensemble de valeurs de mesure nulle. 
Plus précisément, nous allons démontrer le théoréme suivant: 

Théoréme. — Quelle que soit la fonction continue F(x) et Pensemble 
parfait non dense P, il existe deux fonctions continues p(x) e w(x) 
telles que 

F(z) =9(z)+y(z) 
dans tout Vintervalle (a,b) ow elle est définie, 
mes p (P) = mesy(P) = 0, 
v (a) = y(b) =0, 
lv(z)|<e, 
e étant fixe mais aussi petit que Ton veut. 
Pour le voir, démontrons d’abord que, « étant donné, il existe toujours 


un systéme S formé d’un nombre fini de segments enfermant l’ensemble 
parfait P, et une fonction continue y(z) telle que 


y(a)=y(b)=0, 

ly(z)|<e, 

y(z)= const sur chaque segment du systéme S, que la différence 
p (x) = F(x) — y(z) 

vérifie l’inégalité 

mes y(S) <e 
et qu’enfin on a sur chaque segment du systéme S l’inégalité m < » (x) < M, 
ol m et M sont le mimimum et le maximum de F(z) dans [a, bd]. 

Soit & un entier positif tel que 


(M—m)—-<e. 


Soient 4,, 6,,...,4,,... les intervalles contigus 4 P. On peut toujours 
supposer m assez grand pour que, les m premiers contigus 4,, d,,...,6,, 
étant enlevés du segment [a,b], oscillation de F(x) sur chacun des 
M—m 


k? 





segments qui restent soit inférieure 4 . Désignons par S ce systéme 


des segr nts qui restent, S enferme évidemment l’ensemble parfait P. 
Soit g; Pun quelconque des segments du systéme S et M,; le maximum 
de F(x) sur g,. Si 0, a pour extrémité a ou b, nous posons y(x) = 0 
sur g;. Si 9, est contenu au sens strict & l’intérieur de [a,b], nous re- 
marquons que M,— m vérifie toujours une et une seule des k inégalités 


(M—m)*=* < M,—m<i(M—™m) 








604 N. Bary. 


ou s est un nombre entier 1<s< k; pour ne pas exclure le cas of 
M,=m; nous supposerons qu’ linégalité pour s=1 on ajoute légalité, 
cest-a-dire que la premiére inégalité s’écrit 0< M;—m< ; (M—‘m). 
Avec cette convention, le nombre s est complétement déterminé par la 
connaissance du nombre Y¥,. 
Posons 
y(z)=M,—m—z(M—m) dans 9,. 


On voit bien que dans chaque g; on a 


0>v(x)>—{(M—m) 
donc 
|w(z)|<e. 

En posant y(a)=0 et w(b)=0, si w(x) n’avait pas encore été 
définie aux points a et b, et en interpédlant y(2z) linéairement dans les 
6,, 4,,---,4,,, om voit que y(x) est partout définie, nulle aux points a 
et b, constante dans chaque og; et inférieure & ¢ en valeur absolue partout 
sur [a, b}. 

Considérons la différence » (x)= F(x) — p(z). 

Nous avons supposé que 
one F{e) < = dans chaque 9,, 

i 
et nous avons construit y(a2) de telle maniére qu'elle soit constante dans 
. les 9,; done 


M— 
ose p (x) < —— 
e k 


D’ailleurs, le maximum de g(x) dans 9, est évidemment égal a 
M,—|M,—m—{(M—m)|=—m+—7(M—m). 


Done, lensemble des valeurs de m(z) sur g,; est un segment de lon- 





gueur < si et dont lextrémité supérieure est en m + 5 (M—~m). Il 


en résulte que Pensemble des valeurs de g(x) sur le systéme S est con- 
tenu dans k segments au plus, et les longueurs de ces segments sont 


ht Ainsi 


k? 





k(M—m) 
k? 
Enfin, y(az) étant négatif ou nul, on voit bien que y(z)> F(z) 
partout, donc g(x) > m. 


mes p (9) < =(M—m)i<e. 








d 
su 


Pe 


on 
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D’autre part, dans chaque g;, on a y(z)< M, puisque le maximum 
de m(a) est égal a 
m + ; (M—~m), 
done inférieur ou égal a 


m+ = (M—m)=M. 


Ceci étant établi, prenons une suite de nombres e¢, positifs, tels que 

la série de, converge et que sa somme soit, inférieure a «. 
n=1 

D’aprés ce qui précéde, il existe un systéme S, enfermant P et une 
fonction continue y,(z) constante dans chaque segment du systéme S,, 
nulle aux points a et b, telle que | y,(z)| << e, et que y,(x) = F(z) — y,(z) 
vérifie Vinégalité 

mes p,(S,) < &; 


@ailleurs m < y,(2) << M dans chaque segment du systéme S,. 

La fonction g,(z) étant continue, on peut faire une pareille construc- 
tion pour chaque segment du systéme S, et pour la partie de P contenue 
dans ce segment. Si p, est le nombre des segments du systéme S, et o/") 
Pun quelconque de ces segments, on peut trouver 4 l’intérieur de o{") un 
nouveau systéme §;” et une fonction y.” (2) continue, s’annullant aux 


s 


, — . es & 
extrémités de o{"), inférieure & = en valeur absolue, constante dans chaque 


segment de S;” et telle que pour la différence 


ps (x) = 9, (x) — yf (x) 


on ait 
mes vy”) (S{") < 2; 
Pi 
‘ — (2) os 
@ailleurs, si o{* est un segment de S;", le minimum de ¢;{*) sur o/*) est 


supérieur ou égal a celui de y,(x) sur g{?) et le maximum de ¢{* sur 9(*) 
est inférieur ou égal a celui de y,(z) sur o!”, d’oi Von conclut que 
ensemble 
;” (05) 
t 7 
est contenu dans ¢, (9{") chaque fois que o{* appartient 4 o9{”. 


En posant 
y= BS + Bf +... +8, 


on a un systéme S, contenant P et contenu dans S,. 
Posons 


w,(x)=0 en dehors de S,, 


Yo(%) = yi (x) dans e/ 
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La fonction y,(z) est continue, nulle aux extrémités de [a, b], constante 
dans chaque segment du systéme S,, inférieure 4 r en valeur absolue et 
telle que pour la différence 

P(x) = 9, (x) — ya(2) 


on @ 


Pi 2) (2) “e ; 
mes 74(S,) < mes $92 (S'") < p,-% =e; 


Wailleurs ensemble y,(S,) est contenu dans 9, (S,). 
Supposons, que l’on ait déja défini m systémes S,, S,,..., S,, conte- 
nant P et contenus les uns dans les autres 
8,>8,>...>8,, 
et les fonctions 9, (x), 4(Z),---, P_(Z), Yy(Z), Wg(X), ---> Pe (2). Sup- 
posons que lon ait 
y, (a) = yp, (b) =0 (&E=1,2,..., m), 


|v.(z)|< > (k= 2, 3,..., m), 
ol p,_, est le nombre des segments du systéme S,_,, y,(z) = const dans 
chaque segment du systéme S, et nulle en dehors de S,_, (k = 2, 3,...), 
que pour la différence 


Py (X) = %_3(%) — v, (2) 





on 8 
mes y, (S,) < ¢, (k = 1, 2,..., m) 


et que l'ensemble y, (S,) est contenu dans y,_,(S,_,) pour k= 2, 3,...,m. 
Pour définir y,,,,(2z) on la suppose nulle en dehors de S,. Dans 
chacun des p, segments 9" de S, on peut trouver un systéme S;"*” 
enfermant la partie de P contenue dans 9!” et une fonction yimt)(z) 
continue, nulle aux extrémités de oe”), inférieure & is en valeur absolue, 
constante dans chaque segment du systéme S{"*" et telle que pour la 
différence 
pm (2) = (2) — vim*(2) 
on ait 
mes p+) (§"**) < aaa 
et que, si g”** est contenu dans 9 on ait pi"**(omt*) contenu dans 
Pm(Q"), done ppt (SP**) contenu dans ¢,.(9”). 
En posant 
Vmsi(z) = yt (x) sur om 
et 


Pms1(%) = Pu (Z) — Yaga (2) 
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on voit que ¢,,, ,(z) et y,,,,(x) sont continues, que y, , ,(a)—y,,,,(b)=0, 
| Wn 4a(%)| < 7 > Vm4i(%) est constante dans chaque segment du systéme 
s =. ar? 4. ers. + ee que 
m+1 a im ; 
Em+1 
Pm 
et qu’enfin y,,,,(S,,,,) est contenu dans ¢, (S,,). 
Ainsi toutes les conditions sont encore vérifiées. Nous avons ainsi 
deux suites de fonctions continues 


9, (x), %,(2), er) Pu (2); tea 





mes 9, .1(S41) < Pm -s 


m+1 


et 
(2), Ye(B), -- +» WalB) -->- 

Comme 
Em 
Pm—1 


la série Ss y,,(%) converge absolument et uniformément vers une fonction 
m=1 





| wn (#)| << <4,, (m = 1, 2,...) 


continue p(z). 

Or, puisque 

F(x) = p,(%) + yy (2) = %(%) + ¥1(%) + ¥a(2) 
= +0 = Pq (2) + Ys (2) + Ya (Z) +--+ Ye (Z) =... 
on voit que lim Pm (2) est une fonction continue g(z) telle que 
F(z) = 9(z)+ (2). 

Nous allons démontrer que g(x) et w(x) vérifient les conditions du 
théoréme. 

Tout d’abord, comme y,,(a) = y,,(b) =0, quel que soit m, on a 

v(a)—=y(b)=0. 

Ensuite, puisque | y,(z)|<«, (m=1,2,3,...) et que la série Je, 

est convergente et de somme < , on & 
|w(x)|<e. 


Considérons maintenant l’ensemble y(P). Puisque Pest contenu dans 
S,, quel que soit m, on a 


mes y (P) < mes y (S,,) (m = 1, 2, 8,...). 


Nous savons que y(z) = y,(z) + y,(z)+...+y,,(2) +... et que, 
si kim, y,(z) est constante dans chaque segment g/" du systéme S,,. 
Done sur un 9 on 


y(z) =const-+ 3 y,(z). 
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Comme lv.(z)|<>*, oi p,_, est le nombre des segments du 
systéme 8, _,, on a 


oo 


mesy(o")< >) —#-<— Se, 


kom+1 PRO? Pm pim+i 





puisque d’aprés la définition des nombres p, on voit bien que p,<p, 


S:.-Sm3 


fo2) 
Comme la série >’ e, converge, la quantité 
k=1 


I. = a €, 
k=m+1 
tend vers zéro avec m. Or, on a 
Pm 1 2) 
mes y (S,,) < > mes y (o/™) < Pm (- >» e,) = Nm? 
i=1 ™k=m+1 


et comme dans cette inégalité m est aussi grand que |’on veut, il en résulte 
mes y(P) =0. 


Il reste & démontrer que mespy(P)=0. A cet effet, remarquons 
d’abord que, quel que soit m, lensemble y(P) est contenu dans (S,). 

En effet, soit € un point quelconque de P. L’entier m étant fixe, 
€ appartient 4 un certain segment o(” du systéme S,,. Il suit de la con- 
struction méme des fonctions y,,(x) que si un segment 9”) d’un systéme 
S,, m’>m, est contenu dans 0”), Pensemble Py OF") est contenu dans 
Pensemble ¢, (07). 

Donc, quel que soit m, si m’>m, on a toujours gy, ,(é) contenu dans 
P,(0"). Comme g(é) est la limite des nombres y,,() quand m’ tend 
vers linfini et comme y,(o™) est un segment fermé, il est évident que 
p(é) est contenu dans (0). 

Il correspond donc 2 chaque point § de P un segment 0” de S,, tel 
que »(é) est contenu dans g (o™). Il en résulte que @(P) est contenu 
dans y,,(S,,). Or, m étant quelconque, on a 


mes p (P) < mes 9,,(S,,) S &m 
donc 
mes p(P) = 0 


ce qui achéve la démonstration du théoréme, c. q. f. d. 

En démontrant le théoréme précédent nous avons voulu seulement 
obtenir deux fonctions continues y(x) et y(z) dont la somme est égale 
& F(z) et dont les valeurs sur P forment des ensembles de mesure nulle. 
D’ailleurs nous avons exigé que y(z) soit inférieure 4 un e donné d’avance 
et nulle aux points a et b. Mais nous n’avons fait aucune hypothése sur 
Pallure des fonctions p(x) et w(x) dans les contigus 4 P. Cependant, pour 
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démontrer le théoréme fondamental sur la décomposition de chaque fonc- 
tion continue en trois superpositions de fonctions absolument continues, nous 
sommes obligés de préciser l’énoncé du théoréme précédent, et de démontrer 
quill a encore lieu, quand on fait des hypothéses suplémentaires sur les 
fonctions p(x) et w(x). Nous allons donc déduire d’abord un corollaire 
du théoréme précédent. 

Corollaire. — Htant donnée une fonction continue quelconque F(x) 
définie dans un segment [a,b] et un ensemble parfait non dense P, il 
existe un ensemble parfait Q, contenant P, tel que la différence Q — P 
est dans chaque contigu a P un ensemble parfait non dense de mesure 
positive, et deux fonctions continues p(x) et w(x) telles que 

F(x)=(z)+y(z) dans [a,b] 
mes  (P) = mes y(P) = 0, 
p(x) est absolument continue dans chaque contigu a P et constante dans 
chaque contigu a Q, enfin 
y (a2) = y(b) =0 


iw(x)|<e dans [a,b] 
e étant positif mais aussi petit que Ton veut. 
En effet, soient G(x) et (x) deux fonctions vérifiant les énoncés du 


et 


théoréme précédent, pour 7 = = c’est-a-dire telles que 
F(z) =§(z)+¥(z), 
mes G (P) = mes ~(P) = 0, 


|¥(z)| <> 
et 
@(a)=9(b)=—0. 
Soit 6, un intervalle contigu 4 P. Divisons le en un nombre fini 
dintervalles égaux assez petits pour que l’oscillation de F(z) dans chacun 
de ces intervalles ne surpasse pas = Soient ¢,, ¢,,.-., ¢, les points de 
division; si a, et b, sont les extrémités de 4,, on posera ca, et c,,,—6,. 
Posons 
y (¢;) = F(e,) (¢ = 1, 2,..., &) 
et 
P (Co) =F(Co), P(Cxs1) = F(Cy41)- 
Soit Qj un ensemble parfait non dense et de mesure positive situé 
dans (c,,¢,,,), #=0,1,2,..., &. Soit w,(z) une fonction définie dans 
(c,,¢;,,) qui est égale & 1 sur Qj et & 0 en dehors. 
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Posons 


mes Q; 


p(2)=9(6)) + 2H) [ o(z)da dans (6 6,1): 


On voit que p(x) est absolument continue et monotone dans (¢,, ¢,,,); 
d’ailleurs elle est absolument continue dans tout l’intervalle 6,, puisque 
cet intervalle se compose d’un nombre fini d’intervalles (c,,c,,,) od elle 
est absolument continue et aux points de division c, elle reste continue 
puisque, en posant dans la formule précédente z= c;, on voit bien que 
y (x)= (c,) et de méme pour r= c¢,,,, on a p(x) = p(¢;,,). 

On voit bien que (zx) est constante dans chaque contigu 4 Q; en 
considérant les contigus par rapport 4 (c,,c;,,); en posant 

k 
%.= Py Qi 

on voit que (x) est constante dans les contigus & Q, par rapport a 6. 

Enfin, si l'on pose 

y(z)=G(x) sur P 
et si lon définit Q@ comme égal a 
Q=P+5Q, 


on voit bien que g(x) est continue, absolument continue dans les contigus 
& P et constante dans les contigus 4 Q. On a 

mes p(P) = 0 
puisque p(z) = G(x) sur P. 

En posant 
y(2)= F(x) — (2) 

on voit que sur P on a y(z) = (2), donc 

mes y\’)=0. 

On a y(a)=y(b)=0, puisque si a et b appartiennent 4 P cela 
résulte des égalités O(a) —9(b)=—0 et de w(x)=—@(x) sur P; si a 
(ou 6) est VPextrémité d’un contigu & P, en a y(a)=G(a), donc 
y(a)=@(a)=0 par hypothése, et de méme pour b. 

Il reste 4 démontrer que l’on a 

|w(x)|<e dans [a,b}. 

En effet, sur P, on a y(x)=@(zx), et comme |B(z)|<5 dans 
[a,b], Pinégalité pour y(2z) est vérifiée sur P. 

Considérons maintenant-un intervalle 6, contigu 4 P. On a dans 


chaque (c;,c;,,) Voscillation de F(x) inférieure a 33 g(x) étant mono- 








ér 


for 


80% 
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tone et égale & F(x) aux points c; (¢=1,2,...,%), on voit que y(z) 
est nulle aux points c,; (¢=1,2,...,%) et a une oscillation inférieure 4 


3 done |y(x)| < 3 dans (c;,c,;,,) pour (¢=1,2,...,4—1). 
Quant aux intervalles (c,,c,) et (c,,¢,,,), Poscillation de y(z) est 
encore égale 4 celle de F(x), donc inférieure 4 53 or dans ¢, et c,,, la 


fonction y(z) n’est plus nulle, cependant elle est inférieure & 33 il en 
résulte que | y(x)|<e. 

Donc, les fonctions g(z) et w(x) vérifient toutes les conditions de 
Pénoneé, c. q. f. d. 


22. Le théoréme fondamental. — Ces préliminaires terminés, nous 
pouvons démontrer le théoréme fondamental sur la décomposition des 
fonctions continues en superpositions de fonctions absolument continues‘) . 

Théoréme fondamental. — Toute fonction continue F(x) est la 
somme de trois fonctions dont chacune est une superposition de fonctions 
absolument continues, 


F(x) = f,(¢,(2)] +f[e.(z)] +f[o(2)]- 


Soit P, un ensemble parfait non dense, mes P, > 0, et F,(x) une fonction 
absolument continue constante dans chaque intervalle 6,” contigu & P, 
(n=1,2,...). 

La différence F(x) — F, (a) étant continue, il existe d’aprés le corollaire 
du théoréme précédent un ensemble parfait P, et deux fonctions continues 
®,(x) et Y,(x) jouissant des propriétés suivantes: 


P,=P,+5P,” 


oi P,” est un ensemble parfait, mes P,” > 0, situé dans l’intervalle 5,” 
contigu & P, (n=1, 2,...); 


®, (x) + P, (x) = F(z) - F,(z), 
mes ®,(P,) = mes ¥,(P,)=0, 


®,(x) est absolument continue dans chaque contigu 4 P, et constante 
dans chaque contigu 4 P,. 

Considérons un intervalle é,” contigu & P,; la fonction Y,(x) étant 
continue et Px” un ensemble parfait, il existe, d’aprés le corollaire du 
théoréme précédent, un ensemble Q,”’ contenant P\ et tel que la diffé- 
rence Q,” — P® est, dans chaque intervalle contigu a P un ensemble 
parfait de mesure positive, et deux fonctions continues ¥* (x) et w” (x) 


*) Voir ma Note Sur la structure analytique d’une fonction continue arbitraire 
(Comptes Rendus 186 (1928), p. 1414). 
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telles que 
P2 (x) +o (2)=—¥,(2) dans 3,”, 
mes ye (Pp?) — mes ow” P”) Pst 0, 
vy (2) est absolument continue dans les contigus & P,” et constante dans 
les contigus & Q”, 
Jog? (2)|<serr dans 44”, 


of (x)=0 aux extrémités de 6,”. 
Posons 
Y,(z)=— (x) sur P,, 
W(x) = PO (x) dans 3,” (n = 1, 2,...) 
et 
w,(z) = P(x) —¥, (2). 
Il est évident que 
w,(z)=0 sur P,; @,(z)=oh)(x) dans 8 (n=1,2,...) 
et comme @,(x) est nulle aux extrémités de chaque 6,”, elle est partout 
continue. Il en est donc de méme pour ¥,(z). 


Remarquons, que 
mes ¥, (P,) = mes ¥, (P,) = 0 


et que 
mes ¥, (P.) = mes ¥," (P®) = 0 (n =1, 2,...) 
donc, en posant, 
@_ wpe 
a°— 572. 
on a 
mes ¥, (S™) = 0; 


(2) 


dailleurs ¥,(2) est absolument continue dans chaque contigu 4 P, —P,+-8 


et constante dans les contigus 4 P,= P,+H®, oi H® = 5 @”. 
Posons _ 
?,(z) =, (x), 


F, (2) = F, (x) x w,(z). 
On a alors 
F,(z) + ®, (x) + ¥, (x) = F,(z) + w(x) +9, (x) +P, (x) — @, (2) 
= F,(z)+9,(z)+¥,(z)=F(z). 
Comme F,(z) est constante dans chaque intervalle 4.” contigu a P,, 


et comme 


mes w, (Px) = 0 (mn =1,2,...), 
on &@ 


mes F, (Pi”) = 0 (mn =1, 2,...) 
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donc 
mes F,(S™) = 0 
On a d@ailleurs 
mes ®,(P,) = mes ®,(P,) = 0 

et ©,(x) est absolument continue dans chaque 4,”, et constante dans les 
contigus 4,’ a P,. 

Ceci étant, considérons un intervalle 3” contigu & P, et l’ensemble 
parfait Py”, mes P,” >0, qui est la partie de P, située dans 3,”. 

D’aprés le corollaire du théoréme précédent, il existe un ensemble 
parfait Q contenant Py” et tel que la différence Q” — P est dans 
chaque contigu & Py” un ensemble parfait de mesure positive et deux 
fonctions continues FS (x) et ons) telles que 


Fo (x) + wh'(x) =F, (xz) dans 4{”, 
mes F{” (Pi) — mes wf (P®) = 0, 
F(x) est absolument continue dans les contigus & P,” et constante dans 
les contigus & Q®, 
| oe (x) | <—; ai dans 3”, 
we (2x) = aux extrémités de 3°”. 
Posons 
F,(z)=F,(z) sur P,, 
F,(z)=FO(r) dans 6.” (n =1, 2,...) 


w(x) = F,(x) — F,(x). 
On voit bien que 
w,(z)=0 sur P,, 
@,(z)=awf(x) dans 35.” (nm = 1, 2,...) 


et comme w,(x) est nulle aux extrémités de chaque 6,”, elle est partout 
continue. II en est donc de méme pour F,(z). 
On a 


et 


, mes F,(S) = mes F,(S®) = 0 
e 

mes F, (P.”’) = mes F (PX) = 0 (n =1, 2, 3,...) 
donc, en posant 


s® — 3 (8) 
aP 
on a 
mesF,(S) = 0; 


@ailleurs F,(2z) est absolument continue dans les contigus 4 P, et constante 
dans les contugus 4 P,= P,+ H”, ot H° = 5 Q,”. 


n=l 
Mathematische Annalen. 103. 41 
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Posons 
¥, (xz) = ¥,(z), 


®, (x) = 9, (x) + w,(z2). 
On a alors 


F, (x) +, (x) +, (x) =F, (x) — @,(%) +O, (x) + w(x) +¥, (2) 
=F, (x) + ®, (x) +¥%,(z) = F(z). 
Comme ®,(z) est constante dans les contigus 3,” & P, et comme 
mes w, (Px) = 0 (n =1, 2,...), 
on & 
mes ®, (P,) = 0 (= =1,2,...) 
donc 
mes ®,(S®) =0. 
On a ailleurs 
mes ¥,(S®) = ¥,(S™) =0 


et ¥,(x) est absolument continue dans chaque 4,” et constante dans les 
contigus 6,” a P,. 

Nous sommes obligés d’indiquer encore un pas de la construction 
avant de passer au cas général. 

Considérons un intervalle 5” contigu & P, et l'ensemble parfait P”, 
mes P\* > 0, qui est la partie de P, située dans aS. 

D’aprés le corollaire du théoréme précédent, il existe un ensemble 
parfait Q” contenant P,"’, tel que la différence Q," — Pi est dans chaque 
contigu & P\ un ensemble parfait de mesure positive, et deux fonctions 
continues ® (x) et w,°(x) telles que 


& (xz) +- wf (x)= ©,(x) dans 4,”, 
mes ," (P,”) = mes @,’ (Px”) = 0, 


(x) est absolument continue dans les contigus & P® et constante dans 
les contigus & Q,”, 


| wf (x) | < dans 3”, 


1 
gnts 
ow. (2)=0 aux extrémités de 4”. 

Posons 
O,(z)=,(z) sur P,, 
®,(xz) =O (x) dans 3,” (n =1, 2,...) 
et 


w, (xz) = (x) — ®,(z). 


On voit bien que 
w,(z)=0 sur P,; w,(xz)=ae (xz) dans 32”, 
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et comme w,(zx) est nulle aux extrémités de chaque 4,”, elle est partout 


continue. I] en est done de méme pour @,(z). 
On a 
mes ®, (S) — mes &, (S$) = 0 
et 


l 


mes &,(P,”) —mes,)(Py°)=0 — (n: 
donc, en posant S“ — > pi 
a mes , (8) = 0; 
dailleurs ®,(2) est absolument continue dans chaque contigu 4 P, et 


constante dans les contigus 4 P, = P,+ H’, oa HA” — 39. 
Posons mF 


ee: 


F,(x) =F, (z), 


Y, (2) =¥,(2) +0,(2). 
On a 


F,(x) + (x) +, (x) =F, (x) + ®, (x) — w(x) + P(x) + w, (2) 
=F, (x) +, (x) +, (x) = F(z). 


Comme ¥,(2) est constante dans les contigus 4 P, et comme 


mes «, (Pi*’) = 0 (= =1,2,...), 
on a 

mes Y, (Px) = 0 (mn =1, 2,...) 
donc 

mes V7, (H) = 0. 


On a d’ailleurs 
mes F,(S) = mesF,(S”) = 0 
et 
mes F, (S$) — mesF,(S) = 0; 
ailleurs F,(z) est absolument continue dans chaque 6,” et constante dans 
les contigus 6," a P,. 


Supposons que l’on a déja construit les ensembles P,, P,, ..., P,., Pasas 
tels que 
P.=P,_,+s8” (n =2,3,...,.m-+1), 


ou 
(k) = pik) 
Bn = > PS 


n=1 

et Ps” est un ensemble parfait de mesure positive non dense contenu dans 

Vintervalle 4,*~” contigu & P,_,, et que l’on a construit les fonctions continues 
F, (x), Fy(z),.-., F(z), 

®, (2), (2), ...,B, (2), 

P, (x), P(x), --) Pa (2); 
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supposons que l’on ait 
F,(z) + 9, (z) + %(z) = F(z) (k=1, 2,..., m) 
et que, quel que soit p=0,1,2,..., 
ei k=3p+1 
F,41(z) =F, (z) + ,(z), 
®, ,,(x) =9,(z), 
Pi41(z) = P(x) —@, (2), 
F,(x) est absolument continue dans les 5,'~" et constante dans les 4,”, 
mes ¥, (S$) — mes ®,(S”) = 0; 
®,(z) est absolument continue dans les 5,” et constante dans les 5{**” 
(n =1,2,...); 
si k=3p+2 
Fi41 (2) =F,(z) — @, (2), 
®, .,(z) = 9,(z) + ,(z), 
Pi 41(2) = %,(z), 
®,(x) est absolument continue dans les 4,"~” et constante dans les 4”, 
mesF,(S“) = mes ¥,(S”) =0, 
Y, (x) est absolument continue dans les 4," et constante dans les 6¢*” 
(n =1, 2,...); 
ak=3p+3 
Fy4.(%) =F, (2), 
®, .,(z) = (xz) — w, (2), 
P,41(%) = P(x) + o,(z), 
WY, (x) est absolument continue dans chaque 4°~” et constante dans 


chaque a” 
mes ®, (S) — mes F,(S) = 0, 


F,(z) est absolument continue dans les 6” et constante dans les 6°*” 


(n= 1, 2,...). ‘ 
Quant 4 w,(z) (k=1,2,...,m) on suppose que quelle que soit la 
forme de k, on a toujours 
ow, (xz) =0 dans P,, 
|o,(z)|<—, dans 3 (mn =1,2,...), 


gntk 
d’ou il résulte qu’on a toujours sur P,” 
Fuii(z)=F,(z), %%,1(%) =O, (x) et %,,(z) = %,(z). 
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Toutes ces conditions sont vérifiées si p = 0, c’est-a-dire pour k =1, 
k=2, k=3. 

Supposons qu’elles soient vérifiées quel que soit k—1,2,...,m et 
démontrons qu’elles restent vraies pour k =m -+-1, et cela quelle que soit 
la forme de k, c’est-a-dire pour k= 3p+1, 3p+2, 3p +3, quel que 
soit p= 1, 2,3,.... 

Supposons d’abord qu’on a2 m=3p, donc m+1=3p+1 
(p= 1, 2, 3,...). 

Par hypothése, on a 

mes ®, (S‘”) = mes F, (8) = 0, 


(x) est absolument continue dans chaque 6{"~" et constante dans 
chaque 4,” et F,,(x) est absolument continue dans les 6” et constante 
dans les 5,"*” (mn =1,2,...). 

Considérons un intervalle 6%” contigu & P,; il contient un ensemble 
parfait Py"*”, mes Pk"*” > 0. D’aprés le corollaire du lemme précédent 
il existe un ensemble Q\"*” contenant Pi"*”, tel que la difiérence 

wt) _ PX» est dans chaque contigu 4 P\”*” un ensemble parfait de 
mesure positive, et deux fonctions continues ®{"*” (x) et w\” (x) telles que 


Dy, (x) = B,"*" (x) + wp” (x) 
mes ee" (re) = mes ao” (Rt) “nai 0, 


que &"*" (x) est absolument continue dans les contigus & Pi"*” et 





constante dans les contigus & Q{"*"), que 
(m) 1 (m) 
|on” (x)|< ae dans 4, 
et 
ox” (x)= 0 aux extrémités de 3%”. 
Posons 


Du i1 (2) = Oy (zx) dans P,,, 
Dis (x) = GL"* (x) dans les contigus 6%” (n—1, 2,...). 
On voit bien que pour 
Om (z) Po o,, (z) = ®. 4; (zx), 
on & 
o,(z)=0 sur P,, 
Om (x)= of" (2) dans 3%”, 
donc w, (x) est nulle aux extrémités des d{” et elle est ainsi partout 
continue; donc il en est de méme pour @, , , (z). 
D’ailleurs, puisque w(x) =,” (x) dans 6”, on a 


|o,,(z)|<—— dans 3”. 


gutn 
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Posons 
F.4.(%) = F,, (2), 
Pasi (%) = (2) + o,, (2). 
On a 
Fi.4a(2) + ®,,,(z) + P41(2) =F, (2) + ®,, (x) — @,, (x) + P,, (x) +o, (2) 
=F,,(z) + %,,() +¥,, (2) = F(z). 


Comme F,(z) est absolument continue dans les 5{” et constante dans 
les 52"*” et Fin4s(2) = F(x), on voit bien que F,,,(x) est absolument 
continue dans les 6,” et constante dans les 5{"*”. 
On a 
mes ®.45(PK"*”) = mes on» ap") on® 
donc 


mes P st») —0 


+1 ( 
en désignant par S‘"*” la somme des Pi”*”. 

Dailleurs ®,..(z) est absolument continue dans les contigus a 
P,,.,=P,,+8"*” et constante dans les contigus 4 P,,.,=P,,,, + H'*”, 
ot Ht” = Fg", 


k=1 

Ainsi toutes les conditions sont vérifiées pour m-+-1 quand elles sont 
vérifiées pour m, si m est de la forme m=3p (p~=1, 2,...). 

On démontrera de méme que toutes les conditions sont vérifiées pour 
m-+-1 si elles sont vérifiées pour m=3p+1 (p=1,2,...). Il suffira 
de remplacer dans le raisonnement précédent la lettre F par ®, ® par V 
et Y par F. Enfin pour démontrer que les conditions sont vérifiées pour 
m-+-1 quand elles le sont pour m= 3p + 2, il suffira de remplacer dans 
le raisonnement fait pour m= 3p la lettre F par ¥, ® par F et Y par ® 
(ou bien, ce qui revient au méme, dans le raisonnement fait pour m= 3p+1 


remplacer F par ®, ® par ¥ et ¥ par F). 
Nous avons ainsi défini trois suites de fonctions continues 
F, (x), Fy (),-- +» F,, (2). ++) > 
©, (x), D(x),..., B,(2),.--, 
, (2), F(z), -:«5 F(8),---- 
Elles sont uniformément convergentes. En effet, on a, quel que soit m, 
| Foss (x) a F,, (x) | < o,,(2)|, 
| Po. (x) bes. ®,,(x)| s | a, (2) |, 
| Poa(z) — ¥,,(%)| S| o,,(z)|. 
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1 
gmtn 


Or, w,,(z)=0 sur P,, et |w, (x)|< dans 6,”’, donc 





1 
|o,(2)|< +, 
d’oi il résulte que les trois suites convergent absolument et uniformément 
vers des limites continues F(z), ®(x) et P(z). 
Puisque 
F(x) =F, (z)+ (2) + ¥, (2) (m= 1,2,...) 
on @ 
F(x) =F(2)+ O(2)+ Pz). 
Nous allons démontrer que chacune de ces fonctions est une super- 


position de deux fonctions absolument continues. 
Quel que soit m, on peut écrire 


F(x) = F., (2) + [Fa4a(2) — F,, (x)] v “— a (Fi. p+2(2) ‘ti Fi.4p(2)] + tats 
donc 

F(x) = F,,(2) + am, (2) +... +4 45%,45(%) +... 
ot les a, (n=1,2,...) sont des constantes dont chacune est égale a 
—1,0 ou +1. 

On a de méme 

P(x) _— ®,,(x) : Bn W», (2) + sili + Baty mn +p (2) + oes 
et 

P(2z) =P, (x) + Ym Dm (z)+ rep td + Ya+p Omey(2) + iat 
ot les 6 et les y sont encore susceptibles de prendre les valeurs —1,0 


et +1, suivant le cas, 
Il en résulte que ° 


F(x)=F,,(z)+Rm' (x), O(x)—O,(z)+Rn’ (x), P(2)=—VP,,(2)+Rn (2), 
ou Ry (2x), Ry (x) et Rf (x) vérifient les conditions du lemme du n° 12. 
Donec, en vertu de ce lemme, on a 

Ry (x) = RY (xz) = RQ (x) =0 sur P, 


et chacune de ces fonctions a une dérivée nulle presque partout sur P,. 
Dailleurs on a 


eo 


>) ose RY (2) = PoE 


(™) 
5, 


et la méme inégalité pour R® et Ro ‘ 
Il en résulte d’abord que 


F(x) =F, (x), O(4) =D (x), W(x) =— V(x) sur P, 
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d’ot Yon conclut immédiatement que, quel que soit p=0,1,2,..., on a 
sim=3p+1 mes ¥(S) — mes O(S8) =0, 
sim=3p+2 mes F(S) = mes¥(S™)=0, 
sim=3p+3 mes ®(S‘”) = mes F(S) = 0 


Dailleurs, si m= 3p-+1, F,,(x) est absolument continue dans 
chaque 6{"~", donc elle a une dérivée presque partout sur S‘” et jouit 
de la propriété N sur cet ensemble. I] suit des propriétés indiquées de 
Ry’ (x) et de Végalité F(x)—F,(x)+R2’(x) que F(x) a une dérivée 
presque partout sur S“”’ et jouit de la propriété N sur cet ensemble. 

On démontre de méme que ®(x) a une dérivée presque partout 
sur S‘” et jouit de la propriété N sur 8°” pour m= 3p+2 et qu'il en 
est de méme pour Y(z) quand m=3p-+ 3. Soit E l’ensemble des points 
qui n’apparticunent & aucun des ensembles P,, S ad af 

La fonction F(x) peut ne pas avoir de dérivée sur les ™ pour 
m=3p+2 et m=3p-+ 3, surE et sur un ensemble e, de mesure nulle 
contenu dans la somme des S“” pour tous les m de la forme m = 3p +1. 

Puisque 

mes F (S‘") = 0 
quand m=3p-+2 ou 3p+3 et puisque F(x) jouit de la propriété N 
sur les §‘“” pour m= 3p-++-1, donc mes F (e,) = 0, il suffira de démontrer 
que mes F(E)=0 pour voir que F(z) est une superposition de fonctions 
absolument continues. 

De méme, en remarquant que 


mes (§°”) = 0 


pour m= 3p+1 et m=3p-+ 3 et que D(x) est presque partout déri- 
vable sur les S“” pour m=3p-+-2 et jouit de la propriété N sur ces 
ensembles, il suffit de démontrer que mes ®(E) = 0 pour voir que ®(z) 
est une superposition de fonctions absolument continues. 
Enfin 
mes ¥(S°") = 0 


pour m= 3p+1 et m=3p+2 et V(x) est presque partout dérivable 
et jouit de la propriété N pour les 8S” quand m=3p-++ 3, donc il ne 
reste qu’a démontrer l’égalité mes ¥(E) 0 pour voir que Y (z) est une 
superposition de fonctions absolument continues. 

Or, on sait que 


F(x) = Fm (2)+ Rm (2) 


et que pour m=3p-+1 la fonction F(z) est constante dans les con- 
tigus 6” a P.. 
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Donc 
>» ose F(x) = S ose : RY) (2) < = 
mm) 


na=1 6 n=1 4 
et comme mesF(E) < 5 ose F (x) pour chaque m et, en particulier, pour 
a=1 60" 
tous les m= 3p-+1, on a 
1 

mes F(E) < (p =1, 2,...) 
donc 

mes F(E) = 0. 
Pour démontrer les égalités mes ®(E)—0 et mes ¥(E)=0 il suffirait 
de remplacer m= 3p-+1 par m=3p+2 et m=3p-+ 3 respectivement, 


la lettre F par ® et Y respectivement et enfin RO par RE ou R®. Ceci 
achéye la démonstration du théoréme, c. q. f. d. 


II. Les transformations monotones. 


23. Généralités. — Le théoréme fondamental sur la représentation de 
chaque fonction continue sous forme d’une somme de trois superpositions 
de fonctions absolument continues résoud complétement le probléme de la 
représentation des fonctions continues au moyen de fonctions absolument 
continues. 

Il est trés naturel maintenant de poser le probléme sur la représentation 
des fonctions continues au moyen de fonctions @ variation bornée les plus 
générales. Dans le présent Mémoire nous ne nous proposons pas de donner 
une solution compléte de ce probléme. Nous allons donner ici quelques 
résultats particuliers qui s’y rattachent. En considérant ces résultats comme 
une introduction & la solution compléte du probléme de la représentation 
des fonctions continues au moyen de fonctions 4 variation bornée, nous 
allons indiquer quelques formes mixtes, c’est-a-dire des représentations de 
fonctions continues au moyen de fonctions absolument continues et 4 variation 
bornée simultanément. 

Liintérét de la représentation des fonctions continues au moyen de 
fonctions 4 variation bornée tient & ce que le nombre de ces derniéres est 
réduit en comparaison avec le cas des fonctions absolument continues. En 
effet nous allons démontrer qu’au lieu de trois il suffira de prendre la 
somme de deux superpositions de fonctions & variation bornée pour obtenir 
la représentation d’une fonction continue arbitraire. 

Les premiers problémes qu’on rencontre dans cette voie sont naturellement 
les suivants. Tout d’abord, on sait qu'il est inutile de considérer des 
superpositions de trois fonctions absolument continues puisqu’elles se 
réduisent & celles de deux fonctions de la méme nature. D’une maniére 








622 N. Bary. 


analogue, il serait intéressant de démontrer que les superpositions de 
plusieurs fonctions 4 variation bornée n’ont un sens que jusqu’A une 
certaine limite; cette limite dépassée, les superpositions multiples ne donnent 
rien de nouveau. D’autre part, il y a des raisons 4 croire qu’une super- 
position double f[q(z)] de fonctions 4 variation bornée ne peut représenter 
une fonction continue arbitraire, mais il est probable que toute fonction 
continue peut étre mise sous la forme d’une superposition triple f{g[y (2)}} 
de fonctions 4 variation bornée. 

Ces problémes intéressants sont ceux qu’on rencontre les premiers 
dans la voie indiquée. Dans ce Mémoire nous ne donnons pas leurs so- 
lutions, mais nous allons considérer d’abord quelques cas particuliers de 
superposition: et indiquer ensuite une méthode de déformation des axes 
de coordonnées qui nous aménera aux formes mixtes. 


24. Théorémes préliminaires. — Le but de ce paragraphe est de 
donner la démonstration de quelques propositions qui serviront de base 4 
la méthode de déformation des axes de coordonnées ainsi qu’ la con- 
sidération des fonctions de la forme f[q(zx)], f étant monotone et ~ 4 
variation bornée. 

Nous commengons par la démonstration du lemme 


Lemme. — Etant donné un ensemble parfait non dense et d ailleurs 
quelconque P situé sur le segment [0,1] de Taxe OT, les nombres a et b 
étant quelconques, pourvu que a <b, et «, étant des nombres arbitraire- 
ment petits mais fixes (n=1,2,...), il existe une fonction continue et 
croissante x = p(t) telle que 


p(0)=a, g(1)=65, 
?(6,) — p(4,) Sé,, 
ou (a,,5,) sont les contigus ad P (n=1,2,...). 
Supposons d’abord que mesP>0. Si nous réussissons 4 résoudre le 
probléme pour une suite 7,, y.,---, ,,,--- telle que n,< «, (n=1, 2,...), 


il est a fortiori résolu pour la suite ¢,. Nous pouvons donc supposer que 


by é,<b—a, 
n=1 
car dans le cas contraire nous n’aurions qu’é prendre des 7, vérifiant cette 
condition et tels que »,<«, (n=1, 2,...). 
Soit 
a. 
b—a’ 





a=] — 


) 
n=1 


on a donc «> 0. 














Représentation finie des fonctions continues. II. 623 


Posons 


g(t) =—— sur P, 
fn 


g(t) = Gras, sur 6, (n = 1, 2,...). 
oi 6, =(a,, 5,) est un contigu a P. 


On voit bien que g(t) est sommable puisque 


@ @ 


D wnat, = Fg 1-«. 


n=1 n=1 





D’ailleurs on a 


fo(tyat= 8 fo(syae+ fo(tyat—1—« +S pmesP =I. 
En posant 
o(t) =a + (b—a) fg(t)de 


on voit que g(t) est absolument continue et d’ailleurs croissante puisque 
g(t) est partout positive; on a évidemment 


p(0)=a, (1)=b. 
Or 


bn 
7(b,) — 9 (a,) = (b— a) f(t) dt = (b— a) G58, =e, 


donc, pour le cas of mes P> 0, le lemme est démontré. 

Si mes P= 0, on remarque que tous les ensembles parfaits non denses 
sont semblables®). Il existe donc une fonction continue et croissante 
u= a(t), w(0)=0, w(1) =1, telle que les valeurs de y(t) sur P for- 
ment un ensemble Q, mesQ > 0. Soit 4, l’intervalle contigu 4 Q qui corres- 
pond & 6,. Nous venons de démontrer qu’il existe une fonction continue 
et croissante z= y(u), p(0) =a, y(1) =), telle que 
: ie P (bn) — 9 (Gn) Se, (n=1,2,...), 
ot 5b, = (aq, b,). 

Posons 

v(t) =¢~[o(t)). 
On voit bien que w(t) est continue et croissante, que y(0)=a, y(1)=b 
et que 
v(b,) —y(a,)=9(b,.)—~(an)Se, (n=1,2,...) 


ce qui achéve la démonstration du lemme, c. q. £ d. 


5) Voir par exemple Ch. de la Vallée Poussin, Cours d’Analyse 1, 3° édition, p. 55. 
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Ce lemme nous permet de démontrer un théoréme, qui sera utile chaque 
fois qu’on aura 4 faire la transformation d’un ensemble, qui est non dé- 
nombrable dans chaque intervalle, en un ensemble de mesure égale & 1 par 
une transformation biunivoque et bicontinue d’un segment en lui-méme. 

Théoréme. — Soit 

A ee 


une suite densembles parfaits non denses situés dans le segment [0, 1) 
de Vaxe OT et tele que 


Pasi= Pate Pom (m= 1, 2, -++)s 


ot Pi"*” est un ensemble parfait non dense situé dans Vintervalle 5” 
contigu @ P,. On suppose dailleurs que la somme Dy P,, est partout 
dense dans (0, 1]. = 

Dans ces conditions, quels que soient les nombres e\™ (n= 1, 2,...; 
m=1,2,...), tl existe une fonction continue et croissante x = y(t), 
p(0)=0,. (1) =1 telle que pour les contigus 3°" = (ax”, d”) on a 


- a) m=1, 2,...' 
»(B") — @ (as) < 2 sone F 
Remarquons d’abord que si le théoréme est démontré pour des 7,” 
tels que n{” < eX”, il Pest @ fortiori pour les ef”. Donc, on peut sup- 
poser la série double 


Fe 


i ibys 


‘convergente, car dans le cas contraire on remplacerait les «,” par des 
nombres 7,” tels que 7,” < «”, et qui vérifient cette condition. 
En vertu du lemme précédent il existe une fonction continue et crois- 


sante y,(t), 9,(0)=0, o,(1) =1, telle que 
P1(bn’) — 9,(an’) < en (n = 1, 2,...). 


Posons ~,(t)=,(#) sur P, et aux points 0 et 1; o,(t) est donc 
ainsi définie en pa:ticulier aux extrémités a,” et by” de ‘chaque 6. Par 
hypothése, P® est un ensemble parfait non ig Woes situé dans 6,". En vertu 
du méme lemme, on peut définir g,(t) dans 5,” de telle maniére qu’elle 
soit continue et croissante, égale a ,(a,”) et @,(b<”) dans a,’ et b,” 
respectivement et que les différences de ses valeurs aux extrémités des 
contigus & P.” soient aussi petites que l’on voudra. 

En remarquant que les contigus & chaque P” sont en méme temps 
les contigus & P, et en faisant une pareille construction dans chaque 
6,” (n= 1, 2,...) on voit bien qu’on peut obtenir une fonction g,(t) con- 
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tinue et croissante telle que 
P4(On”) — (an) < eg” (n =1,2,...). 


Supposons que les fonctions ¢,(t), y,(t),...,9,,(#) ont déja été dé- 
finies, qu’elles sont continues, croissantes, que l’on a ° 


y,(0)=90, y,(1)=1 (k=1, Bi ies m), 
Prii(t)=,(#) sur P, (k=1, 2,...,m) 
et que 
&=1,2,...,™m 
, 2 (ke) ra (k) (k) > > , 
Py (On) — Py(Gn ) < en pera” ). 


Posons ¢,,,,(t) = ,,(¢) sur P,, et aux points 0 et 1. En vertu du lemme 
précédent on peut définir y,,,(#) sur chaque 6,” contigu & P, comme 
une fonction continue et croissante prenant aux extrémités a!” et 6” de 
6,” les valeurs gm(a\”) et om(bs") et telle que les différences de ses 
valeurs aux extrémités des contigus & l’ensemble Pi”*” situé dans 6,” 
soient aussi petites que l’on voudra. Comme les contigus & chaque P,”*” 
sont en méme temps les contigus 4 P,,,, on voit bien qu’on peut définir 
Pm+i(t) de telle maniére que l’on ait 


Pmsi(de”)—Pmsi(ae)< en” (n= 1,2,...). 


Ainsi la fonction 9,,,,(¢) est encore continue croissante, ¢,,,,(0)=0, 
m4i(1) =1 et elle vérifie les inégalités nécessaires. 
Ceci étant, considérons la suite des fonctions continues et croissantes 


7, (t), P(t), sees Pm (t)s cane 
Cette suite est uniformément convergente. En effet, la différence 


| Pm+a(t) — Pm (t) | ’ 
qui est nulle sur P,, vérifie dans chaque 4,” l’inégalité 


| Pm+1(#) — Gm (t) | < pm(e”) — Gm(an”) < es” (n=1,2,...) 


puisque y, ,,(#) et ¢,,(#) sont monotones et coincident pour a,” et b,”. 
Done, on a partout dans (0, 1) 


| Pm aa(t) — Pm (t) | < Sex” 


et comme nous avons supposé la série & double entrée D> a conver- 
m=1n=1 


gente, il en résulte que la suite p,(t) converge uniformément. 
Posons 


p(t) = lim g(t). 


La fonction g(t) est donc continue et l’on a évidemment g(0)=0, 
y(1)=1. 
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Puisque toutes les y,,(t) sont croissantes, @(t) est évidemment non 
décroissante. Mais en démontre aussitét qu’elle est essentiellement crois- 
sante. En effet, s'il n’en était pas ainsi, elle serait constante dans un cer- 
tain intervalle 6. Or, la somme SP, étant supposée partout dense et 


m=1 
chaque ensemble P,, étant contenu dans P,,,,, on voit bien qu'il existe 
un nombre m assez grand pour que 6 contienne des points de P,. Soit 
t, et t, deux points de P,, contenus dans 6, on suppose f,< ¢,. La fonc- 
tion ,,(t) étant croissante, on a 
Pm (ts) < Pu (ty)- 

Comme sur P,, on a ¢,,,,(#)= 9,,(#) et, dune maniére générale ¢,, , , (t) 
= ,(¢) quel que soit p=1,2,..., puisque P,,, contient P,, quel que 
soit p, il en résulte que p(t)—,,(¢) sur P,. Donec ¢(t,)< o(t,) ce 
qui contredit & Phypothése que g(t) est constante sur 4d. 

Done g(t) est croissante. 

Et comme p(t)=9,,(¢) sur P,, on a 


@(bn”) — pan”) < en” (n =1,2,...) 


ce qui achéve la démonstration du théoréme, c. q. f. d. 

Voici une conséquence immédiate du théoréme précédent: si E est un 
ensemble mesurable B situé dans le segment [0,1] de axe OT et non 
dénombrable dans chaque intervalle 6 intérieur a [0,1] tl existe une 
fonction x = y(t) continue et crotssante telle que (0) = 0, y(1) =1 et que 


mes p(E) =1. 


En dautres termes, on peut faire une transformation biunivoque et bi- 
continue du segment [0,1] en lui méme de telle maniére que E se trans- 
forme en un ensemble de mesure égale 4 1. 

Pour le voir, il suffit de rappeller que, d’aprés un théoréme connu de 
MM. Hausdorff et Alexandroff, chaque ensemble non dénombrable mesu- 
rable B contient un ensemble parfait. 

Donec E contient un ensemble parfait P,; dans chaque contigu 6,” 
& P, ensemble E est par hypothése non dénombrable; soient P les en- 
sembles parfaits contenus dans E et tels que P\” est situe dans 6\’; on 


désigne par P, la réunion de P, et de 5 Pp”, on prend dans chaque con- 
n=1 
tigu 6,” & P, un ensemble parfait P®’ contenu dans E et on continue 
ainsi indéfiniment. Tam 
On choisit ensuite des nombres «” tels que la série double 5 Se” 


: n=1m—1 
converge et on construit une fonction y(t) vérifiant les conditions du théo- 
réme précédent. 
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Soit Z ensemble des points n’appartenant pas & »(P,) quel que soit m. 
Il est facile & voir que 
mes Z = 0. 


En effet, si Z n’appartient pas 4 m(P,,) il est contenu dans les contigus 
& cet ensemble. Or, puisque 


yp (bs) — p(an”) 
ou (ay, bY”) est le n-iéme contigu 4 P,,, on voit bien que le n-iéme inter- 
valle contigu & »(P,,) est inférieur & «”. Donc 


<— 


mes EF < s =". 


n=1 
Cette inégalité étant vraie quel que soit m, et comme la série double 


> sem converge, il en résulte immédiatement mes E = 0. 


m=1n=1 

Or, la somme des P,, est contenue dans E. Done, quel que soit m, 
y(P,,) est contenu dans g(E). Nous venons de démontrer que l’ensemble Z 
des points qui n’appartiennent pas 4 »(P,,), quel que soit m, est de me- 
sure nulle. Donc, mesgy(P,,) tend vers 1 quand m croit indéfiniment. Il 
en résulte 


mes p(E) =1, 
ce. q. f. d. 

25. Les transformations des fonctions & variation bornée. — Nous 
passons maintenant &l’étude des fonctions qu’on obtient 4 partir des fonc- 
tions & variation bornée aprés avoir fait une déformation monotone de 
Paxe OY. En d’autres termes, nous allons considérer les fonctions de la 
forme f[gy(z)], f étant monotone et p & variation bornée, et poser le 
probléme quelles sont les fonctions continues que l’on peut représenter 
dans cette forme. 

Le premier cas que nous allons considérer est celui ot la fonction f 
est monotone et telle que son inverse est absolument continue, et la 
fonction g(x) est absolument continue. 

Dans tous les cas que nous étudierons, nous donnerons une solution 
compléte du probléme particulier posé en indiquant une condition nécessaire 
et suffisante. 

Nous commengons par démontrer le théoréme suivant: 

Théoréme I. — Sott F(x) une fonction continue, E Pensemble des 
points ot sa dérivée F’(x) n’existe pas ou n'est pas finite et H= F(E). 
Pour quil existe une fonction g(y) absolument continue et croissante telle 
que la fonction composée 

9(2) =9[ F(2)] 
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soit absolument continue, il faut et il suffit que dans chaque intervalle d 
de Taxe OY la partie de E contenue dans 6 soit de mesure inférieure a 
la longueur de 4. 

La condition est nécessaire. — Soit 4 un intervalle de axe OY 
et HE, la partie de HZ contenue dans 5. Supposons que 

mes £, == mesd. 

Nous avons d’aprés "hypothése faite 


F(z) = F(e(z)] 

ot g(x) est absolument continue et F(w) une fonction croissante dont 
inverse u=g(y) est absolument continue. Soit e l'ensemble des points 
ot ’(x) n’existe pas et e’= p(e); on a 

mes e = 0) 
donc 

mes e’ = 0). 
Soit 2’ ensemble des points u pour lesquels F’(u) n’existe pas et 2 l’en- 
semble des points x pour leusgels g(x) appartient & 2’; on a mes@’= 0. 

L’ensemble E des points oi F’(x) n’existe pas est éyidemment con- 

tenu dans e+ @. En effet, si x, n’apparient ni a e, ni a @, en posant 


u,= (2), on @ . ; 
F (2) =F (uo) p’(29) 
donc z, n’appartient pas 4 E. 
On a 
E=F(E)=F[9(E)) 
-et comme E est contenu dans e+ @, m(E) est contenu dans e’ + 2’, donc 
mes p(E) = 0 
puisque mese’ = mes 2’ = 0. 
En posant E’= (E), on voit que 
‘=9(B) 
puisque E = F(E’) et g(y) est la fonction inverse de F(u). 

Nous avons supposé que dans un intervalle 6 de l’axe OY on a 
mes Z,= mesd. Comme g(Z,) est contenu dans g(Z}, donc dans E’ et 
comme mesE’= 0, on a 

mes g(H,) = 0; 
d’ailleurs, comme mes(é — Z,) = 0, on a de méme 
mesg(d— H,)=0, 


puisque g(y) est absolument continue. Donc 


mesg(d)=0, 
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ce qui prouve que g(y) est constante dans 4. Or ceci est impossible 
puisque nous avons supposé que g(y) est croissante (c. q. f. d.). 


La condition est suffisante. — Supposons que l’on ait dans chaque 
intervalle 6 de ’axe OY linégalité 


mes E, << mes 6. 
Soit w(y) une fonction définie par les conditions 
wo(y)=0 sur EZ, 
o(y)=1 en dehors de Z. 


Cette fonction est bornée et non négative. Posons 


v(y) =foly)ay, 


m étant le minimum de.F(2). Cette fonction est absolument continue 
et croissante. En effet, elle ne peut étre décroissante puisque w(y) est 
non négative. Elle ne peut étre constante puisque dans chaque intervalle 6 
de axe OY ensemble 5 — EZ, est de mesure positive et sur cet ensemble 
w(y)=1. 

Posons 


® (x)= y[F(z)). 


Soit E’ ensemble des points oi ®’(x) n’existe pas ou n’est pas finie. 
On voit que si @ est lensemble des points y, oi y’(y) n’existe pas ou 
n’est pas finie et e lensemble des points x pour lesquels F(z) appartient 
a 2, E’ est contenu dans e+E. Done F(E’) est contenu dans 2+ 2 
et ®(E’) contenu dans y(@)+ y(H#). Or mes@=0, donc mesy(#@)=0 
puisque y est absolument continue. D’autre part, comme w(y)=0 sur 
E, on a 

mes y (HZ) =0. 
Done 

mes ®(E’) = 0. 


Done ®(zx) est une superposition de fonctions absolument continues. Plus 
précisément, il existe*) une fonction absolument continue croissante, et 
méme 4 nombres dérivés bornés f(u) telle que 

v(x) =f[P(z)] 
est absolument continue. Or, on a 


p(x) =f{y[F(x]}=g9[F(zx)] 


*) Voir & la fin du n° 5 un théoréme qui se déduit du théoréme fondamental 
sur les superpositions de fonctions absolument continues. 
Mathematische Annalen. 103. 42 
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oi g(y) est croissante puisque f et wy le sont, et méme & nombres dérivés 
bornés, car il en est de méme pour f et y, c. q.f.d. 

Il est & remarquer que la fonction g(y) est d nombres dé~ivés bornés, 
ce qui nous sera utile dans la suite. 

Remarquons encore que si m < F(x) < M, on peut toujours supposer 
g(m)=m et g(M)=M. En effet, si g(y) est une fonction croissante 4 
nombres dérivés bornés et telle que 


p() =9[F(zx)] 
est absolument continue, si g(m)=«, g(M)= 4, il suffit de poser 
ree 1 +) 
9(y) = 7—_(M — m)9(y) + mb — Ma) 
pour avoir une fonction g(y) croissante, & nombres dérivés bornés, telle 
que 9(m)=m, g(M) = M et que la fonction 
9 (x) =9[F(x)] 
est encore absolument continue. En effet, on a 


- M- a 
9 (2) =F" o(2) +0". 





Enfin, il nous reste 4 remarquer que pour l’ensemble E des points 

ot la dérivée F’(x) n’existe pas, on a 
mes (E) = 0. 
En effet comme w(y)=0 sur Z, on a mesy(Z)=0 donc 
mes ®(E) = mesy [F(E)] = mesy(Z)=0. 
' Or w(x) =f[P(x)]} et f est absolument continue. Donc 
mes y (E) = mes f[®(E)] = 0 

enfin, en vertu de Pégalité G(x) —=Ag(x)+B ot A et B sont des con- 


stantes, on a de méme 
mes @(E)=0. 

En réunissant toutes les remarques faites, on peut dire que st F(x) 
est une fonction continue, m< F(x) < M, si E est ensemble des points 
ou F’(x) n’existe pas ot n'est pas finite, E= F(E) et Censemble E est dans 
chaque intervalle 6 de Taxe OY de mesure inférieure a la longueur de cet 
intervalle, il existe une fonction continue g(y) croissante et d nombres 
dérivés bornés, telle que g(m)=m, g(M) = AM et que la fonction 


p(x) =g9[F(zx)] 
est absolument continue; d ailleurs 


mes p(E)=0. 
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Cest dans cette forme que nous aurons 4 appliquer ce théoréme dans 
la suite. 


On voit bien que le théoréme I pourrait étre énoncé dans la forme suivante. 


Pour qu’une fonction continue F(x) soit représentable dans la forme 
F(x) =F[y(zx)], 

F étant une fonction monotone dont Vinverse est absolument continue et 
p(x) une fonction absolument continue, il faut et il suffit que F(x) 
vérifie la condition suivante: st E est Pensemble des points oi F’ (x) 
nexiste pas ou nest pas finie et H = F(E), dans chaque intervalle 5 de 
Vaxe OY la partie de E contenue dans 6 est de mesure inférieure a la 
longueur de 4. 

Nous passons maintenant a la considération du cas ot dans la super- 
position f[®(2)] la fonction f est monotone et absolument continue 
tandis que la fonction ®(z) est & variation bornée. Afin d’obtenir la con- 
dition nécessaire et suffisante pour la représentation d’une fonction con- 
tinue dans cette forme, nous avons besoin d’un théoréme de M. Banach”) 
sur les fonctions 4 variation bornée. 

Etant donnée une fonction continue quelconque y = f(z), M. Banach 
désigne par le symbole N(t,f) ou briévement par N(t) le nombre des 
racines x de l’équation t = f(z), s'il est fini, et le nombre + co dans le 
cas contraire. M. Banach démontre le théoréme suivant: 


La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue 
f(x) soit a@ variation bornée est que N(t) soit intégrable au sens de 
M. Lebesgue. Si f(x) est a variation bornée, la variation totale de f(x) 


est égale a f N(t)dt. 


Voici la démonstration de M. Banach. Soit f(z) une fonction continue 
definie dans un intervalle (a,b). Divisons cet iniervalle en 2” parties 
égales (p étant un entier positif quelconque). Désignons par 4, l’intervalle 








a+(k— 158 <asat+h} (k =1, 2,..., 2°). 


> , ee S 


Posons L,(t)=1 ou L,(¢)=0 suivant que f(z) prend ou non la 
valeur ¢ dans l’intervalle 6,, et soit 
N,(t) = D,(t) + L(t) +... + La(t). 
Airsi N,(t) est le nombre de tous les intervalles 5, dans lesquels f(x) 
prend la valeur ¢ (au moins une fois). 





*) 8S. Banach, Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont V'aire est finie. ( Fundam, 
Math. 7, p. 225—236.) 


42* 
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Il est évident que 
N,,(t) SN, (t) si mn, 
d’ou résulte existence de la limite 
lim N,(¢) =N(t). 


Nous allons démontrer que W(t) = N(t). En effet, ¢ étant un nombre 
réel donné et m un entier positif < N(t), il résulte de la définition 
de N(t) qu'il existe m points z,<2,<...< 2, de (a,b) tels que 
f(2,) = f(a) = --- = f(a) =t- 

Si d est le plus petit des m —1 nombres 

Ze1—-% (k=1,2,...,m—1) 
on a évidemment pour tout p naturel tel que 3 < d Vinégalité 
N, (t)>m, 


donc N(t)>m. Or, m étant un entier positif quelconque < N(t), il en 
résulte N (#) >N(t). 

D’autre part, on a évidemment N,(t)< N(t) pour chaque entier 
positif p, donc N(t) < N(t). is 

Ainsi nous avons démontré que N(t)—N(t), et N(t) étant évi- 
demment mesurable d’aprés sa définition méme, il en est de méme pour 
N(t). 

Cela posé remarquons que si m, et M, désignent le minimum et le 
maximum de f(z) dans l’intervalle 6,, on a évidemment 


+a 
J L,(t)dt=M,—™m,. 
Il en résulte aussitét 


SF xnar -3 Sana = (M,—m,). 


Or, si f(z) est & variation bornée ~t si V est sa variation totale, nous 
avons pour chaque entier positif p l’inégalité ‘ 


5 (M,—m,) <V. 
k=1 


Il suit des formules précédentes que dans ce cas N(t) est sommable 
au sens de M. Lebesgue entre — co et + 00 et que 


+o +2 2? 
f N(t)dt = lim J N,(t)dt = lim 3 (M,—m,) =V. 
—-@ PD wow > pol 
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Supposons maintenant que N(t) est une fonction sommable entre 
— co et +00. D’aprés les formules précédentes il en résulte pour tout 
entier positif p 


S(M,—m) < f M(t)at, 


or ceci prouve que f(z) est & variation bornée, c. q. f. d. 

Ce théoréme démontré, M. Banach en déduit immédiatement que 
toute fonction continue et a variation bornée jouit de la propriété (T,) *). 
En effet, ceci resulte du théoréme précédent et de la sommabilité de N(t). 

Nous pouvons maintenant revenir 4 l’étude des fonctions de la forme 
f{p(ax)], f étant monotone et ¢~ a variation bornée et en particulier au 
cas ol f est monotone et absolument continue. 

Théoréme II. — Pour qu’wne fonction continue F(x) soit représen- 
table dans la forme 


F(x) = f[P(z)). 


f &ant absolument continue et monotone et ®(x) a variation bornée il 
faut et il suffit que F(x) joutsse de la propriété T, de M. Banach, c’est- 
d-dire que Vensemble E des points y pour lesquels Téquation y = F(x) 
a une infinité de racines soit de mesure nulle, mesE = 0. 

La condition est nécessaire. — D’aprés le théoréme cité de 
M. Banach la fonction ®(2z) jouit de la propriété 7,. Comme /f(w) est 
monotone, & chaque point y correspond un et un seul point wu lié a y 
par la relation 


y=f(u). 


Donec, pour que l’équation y,= F(x) ait une infinité de racines il 
faut et il suffit que Péquation 
U,= P(x) 


ait une infinité de racines, of lon suppose y, = f(u,). 

Il en résulte que si Z, est lensemble des points u pour lesquels 
u—= (x) a une infinité de racines et Z, l'ensemble des points pour les- 
quels y= F(x) a une infinité de racines, on a 


B,=f(£,). 
Puisque ®(2) jouit de la propriété (7,), on a 
mes E, = 0. 
Or, f(u) est absolument continue, donc 


mes /(HZ,) = 0. 


8) Pour la définition des fonctions jouissant de la propriété (7',) voir le n° 2. 
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On voit done que 
mes FE, = 0 
dou il résulte que F(x) jouit de la propriété 7, (c. q. f. d.). 
La condition est suffisante. — Supposons que F(x) jouisse de la 
propriété 7,. Donc, ensemble E des points y pour lesquels l’équation 
y = F(x) a une infinité de racines est de mesure nulle, 


mes F = 0. 


Désignons par £, Vensemble des points y pour lesquels )’équation 
y = F(x) a précisément n racines. Si m et M sont le minimum et le 
maximum de F(z), le segment [m, M] de l’axe OY est la somme des 
ensembles Z, (n =1,2,...) et de l'ensemble £ 


[m, M]=E+ S8,, 
n=1 
quelques uns des ensembles Z, pouvant étre vides. 
On a donc, puisque mes 2 = 0, 


co 

’ 

2 mes E,— M—m. 
n= 


Soit g(y) une fonction définie par les conditions: 
9(y) =~ sur £, (n =1, 2,...). 


Comme mes Z = 0, la fonction g(y) est définie presque partout sur [m, M]. 
Elle est bornée, puisque 0 < g(y) <1. 


Posons 
y 


u=w(y)=Jg(y)dy. 


Il est évident que w(y) est absolument continue et croissante; sa 
dérivée est égale & g(y) presque partout, donc presque partout positive. 
Il en résulte (n°4) que la fonction inverse de u=—m(y) que nous 
désignerons par y= f(u) est monotone et absolument continue. 
En posant 
D(x) = w[F(zx)] 


on @ 


F(x) =f|%(z)) 


et il reste 4 démontrer que ®(z) est a variation bornée. 

Or, w(y) étant monotone, on voit bien que l’ensemble E des points u 
pour lesquels «= @®(z) a une infinité de racines n’est autre chose que 
Pensemble des valeurs de w(y) sur H,°donc 


=w (EZ). 
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Comme mes EF = 0 et w(y) est absolument continue, on a 
mes E = 0). 


On voit de méme que E, étant l'ensemble des points ~ pour lesquels 
u = D(z) a précisément n racines, on a 


E, —(E,). 


Comme g(y) =1 sur £,, on voit bien que mesE, = mes (£, ) 


1 
= — mes £,,. 


ie2) 
Il en résulte que la série an mes E,, converge, puisque 
a= 


2 o 1 @ 
2smet, = 2s- mak, > mes E, = M—m. 
n= a= = 


n=1 

Done la fonction Ng(u) de M. Banach, qui est égale au nombre des 
racines de l’équation «= @(z) quand ce nombre est fini, et & co dans 
le cas contraire, est sommable. D’aprés le théoréme cité de M. Banach il 
en résulte que ®(x) est a variation bornée, c.q.f.d. 

Nous allons maintenant considérer le cas le plus général des fonctions 
de la forme 

flp(z)). 


f étant monotone et g a variation bornée. Nous démontrerons le théoréme 
suivant: 


Théoréme III. — Pour qu'une fonction continue F(x) soit représentable 
dans la forme pe 
F(x) =F[®(z)}, 


ow F est une fonction continue et essentiellement croissante et P(x) a 
variation bornée, il faut et il suffit que Vensemble des points y, tels que 
Péquation y,= F(x) a un nombre fini de racines soit non dénombrable 
dans chaque intervalle de laxe OY entre le minimum et le maximum 
de F(z). 

La condition est nécessaire. — En vertu du théoréme cité de 
M. Banach, comme ®(z) est 4 variation bornée, l'ensemble Z des points u 
pour lesquels léquation wu = ®(z) a une infinité de racines est de mesure 
nulle. Donc, son ensemble complémentaire CE est évidemment non dé- 
nombrable dans chaque intervalle entre le minimum et le maximum 
de D(z). 

Or, F(a) est essentiellement croissante, donc, 4 deux points u, et uw, 
différ nts correspondent deux points y, =F (u,) et y, =F (w,) essentiellement 
distincts. I] en résulte que l'ensemble des points y pour lesquels y = F(x) 
a un nombre fini de racines est image de CZ faite par la fonction F (w), 
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cest-a-dire il est identique 4 F(CZ). Il en résulte que cet ensemble est 
partout non dénombrable, c. q. f. d. 

La condition est suffisante. — Désignons par E l’ensemble des 
points y pour lesquels l’équation y = F(z) a une infinité de racines. Par 
hypothése CE est partout non dénombrable. I] est d’ailleurs mesurable B °). 
Donec, en vertu d’un théoréme du n° 24 il existe une fonction g(y) con- 
tinue et croissante telle que g(0)=0, g(1) =1 et que 

mesg(CE) =1, 
donc 
mes g(E) = 0. 7°) 
Il en résulte que la fonction 
P(x) =g[F(x)) 


jouit de la propriété 7, de M. Banach. En effet, l'ensemble des points t 
pour lesquels l’équation t= (2) a une infinité de racines est évidemment 
identique & g(E) puisque g(y) est croissante. 

Or, en vertu du théoréme précédent, si (2) jouit de la propriété (7, ) 
elle est représentable dans la forme 


¥(x) = f[(zx)) 


ou f est absolument continue croissante et ®(x) a variation bornée. 

Mais g(y) étant croissante, sa fonction inverse y=a(t) lest 
aussi. Donc 

F(x) = w[? (x)]= o{f[P(z))} = F[P(z)] 

et comme F = [f/f] et ces deux fonctions sont essentiellement croissantes, 
le théoréme est démontré, c. q. f. d. 

Il est important de remarquer que nous avons trouvé la condition 
pour qu’une fonction continue soit représentable dans la forme 


F([®(z)] 
ou F est essentiellement croissante et ®(x) a variation bornée. Si F 
pouvait étre seulement non décroissante, la condition ne serait déja plus 


la méme. On peut, en effet, construire une fonction F(x) de la forme 
F[®(zx)] oa F est non décroissante et (x) méme ‘absolument continue, 


®) La proposition: ensemble des valeurs qu’une fonction continue prend une infinité 
de fois est un ensemble mesurable B est contenue dans le théoréme I de la Note de 
M. Banach, Sur les lignes rectifiables (Fund. Math. 7 (1925), p. 226—227). Elle se 
trouve aussi dans la Note do M. Vitali, Sulle funzioni continue (Fund. Math. 7 (1926), 
p. 178). ° 

%”) Nous supposons pour simplifier 0 << F(z)<1, ce qui évidemment ne restreint 
pas la généralité. 
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telle que chaque droite paralléle 4 l’axe OX coupe la courbe y = F(z) 
en un ensemble de points non dénombrable*’). 


Il en résulte qu’tl existe des fonctions de la forme f|p(x)|, f et p 


étant a variation bornée qui ne peuvent pas étre représentées dans la 
forme F[®(ax)], F étant croissante et ® a variation bornée. 

Nous savons que dans le cas des fonctions absolument continues il 
n’en était pas ainsi (n°5), c’est-a-dire qu’une superposition de deux 
fonctions absolument continues pouvait toujours étre mise sous la forme 
d’une autre superposition de fonctions de la méme nature, la fonction 
extérieure étant d’ailleurs croissante. Ce fait nous a permis de démontrer 
(n° 9) qu’une superposition triple de fonctions absolument continues se 
réduit & une superposition double de ces fonctions. On ne sait pas si une 
pareille proposition a lieu dans le cas des fonctions 4 variation bornées et 
il est probable que la réponse est négative. 


26. Les déformations des axes de coordonnées. — Les propositions 
préliminaires du paragraphe précédent étant terminées, il est temps de 
passer 4 la méthode de déformation des axes de coordonnées. Le probléme 
principal qu’on se pose est le suivant: étant donnée une fonction continue 
F(a) reconnaitre s’il est possible par une déformation monotone de l’axe 
OX ou de laxe OY transformer la fonction F(z) donnée en une autre 
fonction jouissant d’une certaine propriété particuliére et précieuse. 

Nous allons démontrer que chaque fonction continue peut étre rendue 
presque partout dérivable par des déformations monotones et continues 
des axes de coordonnées. 

Nous commengons par |’étude du cas ot l’on fait une déformation de 
Paxe de la variable indépendante. 


On a le théoréme **): 


Théoréme.— Quelle que soit la fonction continue F(x) définie dans (0, 1] 
tl existe une fonction continue et croissante x==p(t), p(0)=0, p(1)—1, 


11) Pour avoir une telle fonction on prend sur le segment [0,1] de axe OU un 
ensemble parfait P de mesure nulle et on construit une fonction u = ®(2) telle que 
chaque droite paralléle 4 OX passant par un point de P coupe la courbe u= (2) 
en un ensemble parfait, tandis que les autres droites ne coupent la courbe qu’en un 
nombre fini de points. En choisissant convenablement les longueurs des intervalles 
contigus & P on peut effectuer cette construction de telle maniére que ®(zx) soit & 
variation bornée (méme absolument continue). On prend pour F/u) une fonction 
non décroissante et constante dans chaque intervalle contigu & P. On voit bien que 
pour la fonction F(x)=F[®(x)) chaque droite paralléle 4 OX coupe la courbe 
y = F(x) en un ensemble non dénombrable de points. 

12) Voir ma Note Sur quelques formes mixtes de la représentation finie d’une 
fonction continue arbitraire (Comptes rendus 188 (1929), p. 980). 
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telle que la fonction composée 
#(t) = F[e(t)] 
est presque partout dérivable dans le segment [0,1] de Paxe OT. 

En d’autres termes, chaque fonction continue peut étre transformée 
en une fonction presque partout dérivable par une transformation biuni- 
voque et bicontinue du segment [0,1] de Paxe OX en lui-méme. 

Pour le voir, prenons sur le segment [0,1] de axe O7' l’ensemble P, 


de Cantor "*); soient 4;”, d:”, ..., d.”,... ses intervalles contigus. Prenons 
dans chaque 6 un ensemble P de Cantor, soit 


P,=P,+ 5 P” 


n=1 
et 5.” (n = 1, 2,...) ses intervalles contigus. 

D’une maniére générale, si les ensembles P,, P,,...,P,, sont déja 
définis, en désignant par 4,” les contigus & P, on prend dans 6,” un 
ensemble P\"*" de Cantor et on pose 

Poss = Pa t+ SPM”. 
n= 

La fonction F(z) etant continue, il existe, quel que soit ¢, un nombre » 
tel que loscillation de F(a) sur chaque intervalle 5 de longueur inférieure 
& » soit <e. En particulier, il existe un 7,” tel que sur chaque 
intervalle de longueur <7 [oscillation de F(x) soit < re = 
(m= 1,8,..., sa 1,2,...). 

En vertu du théoréme du n° 24 il existe une fonction p(t) continue 
_ et croissante, p(0)=0, w(1)=—1, telle que pour 6%” = (a\”, bi”) on a 


de 


p (bx") — pax”) < ny reer 
donc 


ose Fp (t)] < 50s" 
am 33" 
d’ou il résulte 
ose ®(t) < 4. 
am 3°" 
Nous en déduirons que ®’(t) = 0 presque partout. 
En effet, P, et tous les PX” (m=1,2,..., n=1,2,...) sont des 
ensembles de Cantor, donc de mesure nulle. Si E est l'ensemble des points 
qui n’appartiennent 4 aucun de ces ensembles, on a évidemment mes E = 1. 


13) On sait que l’ensemble de Cantor s’ebtient en divisant un segment en trois 
parties égales dont on enléve la centrale; puis en divisant chaque partie restante en 
trois parties égales et en enlevant les parties centrales et ainsi de suite indéfiniment. 
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D’autre part, soit 5." un intervalle contigu a P.,; il contient ensemble 
de Cantor Pit”, D’aprés la construction méme des ensembles de Cantor, 
on peut enfermer P,"*” en 2” segments égaux dont chacun est de 


longueur (3) 6”. Désignons par Ri” la réunion de ces segments; on a 
mes Ri” = (5) on 


et en posant R,, = > R”’, on a 
n=1 


/9 m cad 2. m 
mes Ru = (3) 2d” = (5) 
n=1 
puisque > d,”’ est la somme des contigus & P,, qui est de mesure nulle. 
n=1 


Soit e l'ensemble de tous les points ¢ qui appartiennent a une infinité 
de R,,. Il est bien évident que mese=0. En efiet, si 


a ee ae oe 


m+1 | 


on voit bien que les ensembles R,, sont emboités les uns dans les autres 
eS ee ee 


Si e n’est pas enfermé dans un certain R,,,, il existe un point f, 
de e qui n’appartient pas & R, dés que m est assez grand, m > m,. 
Done, ¢, n’appartient qu’é un nombre fini de R,,, ce qui contredit a la 
définition méme de e. 

Donc, quel que soit m, ensemble e est contenu dans R,. Mais on a 


mes BR, < 3'mes R, = 3) =a(0) 


k=m k=m 
m 
ainsi mese < 3 (3) , m étant quelconque, donc 
mes e = 0). 


Soit maintenant ¢, un point de E qui n’appartient pas 4 e. Comme 
mesE =1 et mese=0, on voit que presque chaque point du segment 
[0,1] de axe OT est un point de E —e. Si nous démontrons que pour 
chaque point t, de E—e la dérivée ®’(t,) existe, le théoréme sera 
démontré. 

Soit donc ¢, un point de E —e. Comme f, n’appartient pas 4 e, il 
existe un nombre m, assez grand tel que, pour chaque m>m,, t, n’ap- 
partient pas & R,. Comme ¢, appartient a E, il n’appartient 4 aucun 
des P,, quel que soit m. Done, il est la limite d’une suite d’intervalles 


(1) 9 (2) (m) 
dk, ? Ok, » eee dx, gee 


emboités les uns dans les autres. 
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Considérons la quantité 
D(t)— P(t) 
t—%, 
Quand ¢ tend vers ¢, en restant dans 6;”, on a 
| B(t) — H(t.) | < a5 0m. 
Or, le point 4, n’appartient 4 aucun R, dés que m=>m,, donc, 
quand ¢, en parcourant 6,” s’approchera de l’intervalle 6{"*" contenant t,, 


la distance entre ¢ et ¢, sera encore au moins égale 4 l'un des segments 
de Ry *”, donc 


|t—t,|=> aint. 


= jeri Skins 





Or, d’aprés ae propriétés des ensembles de Cantor et d’aprés la 
définition des R;”, le plus petit des intervalles contigus a Pi"*” qui 
sont extérieurs 4 ae est au moins égal 4 (1)"6;”. Ainsi 


ans” = (Gant 











donc 
6” 
|t§— 612 7 Oe " 
Il en résulte évidemment 
1 — 35m) 
| #(t)— O(t)| _ —_—=— Ff 

| t—t 1 (m) g*-! ’ 

gimti km 


Quand ¢ tend vers ¢,, le nombre m croit indéfiniment, donc la seconde 
partie de Vinégalité tend vers zéro, d’oi il suit 

®' (ty) =0, 
ce. q. £. d. 

Remarque. — Nous avons démontré que toute fonction continue 
peut étre rendue presque partout dérivable par une déformation monotone 
de Paxe OX. Nous avons trouvé que la dérivée obtenue est presque par- 
tout nulle. On pourrait se demander s'il est possible d’obtenir en faisant 
une pareille déformation une fonction dont la dérivée existe presque par- 
tout mais différe de zéro. La réponse, dans le cas général, est négative. 
En effet, si F(z) est une fonction continue telle que chaque droite paralléle 
& axe O X coupe la courbe y = F(z) en un ensemble parfait de points**), 
chaque droite paralléle 4 l’axe OT coupera la courbe y=F([p(i)] = @(t) 


4) On obtient de telles fonctions en considérant l'une des compesantes d’une 
courbe péanienne convenablement construite. 
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en un ensemble parfait de points, quelle que soit la fonction monotone ¢ (t). 
Dans ce cas, quel que soit ¢,, si ®’(t,) existe, il est évident qu’elle ne 
peut étre que nulle. 

Passons maintenant au probléme de la deformation de l’axe de la 
variable dépendante. I] est nécessaire de démontrer d’abord quelques lemmes 
préliminaires. 

Lemmel. — F(z) étant une fonction continue quelconque, 0< F(x)<1, 
et P un ensemble parfait de mesure positive tel que P’=F(P) est non 
dense, il existe une fonction continue g(y), croissante et ad nombres dé- 
rivés bornés, g(0)=0, g(1) =—1 telle que la fonction composée 

®(x)=g[F(z)} 
a une dérivée nulle presque en chaque point de P et que mes®(P) =0. 

Pour le voir, prenons une fonction F,(z) égale & F(x) sur P et qui, 
dans chaque contigu 4 P, est un polynome. On supposera que dans le 


contigu 6, on a 
P(x) — F,(z)| < Fs 
ot la série Se, converge, et que 0< F,(x) <1. 
n=1 
L’ensemble P’ = F(P) = F,(P) étant, par hypothése, non dense, sa 
mesure est dans chaque intervalle 5 de l’axe O Y inférieure 4 la longueur 


de cet intervalle. Or, en dehors de P la fonction F,(x) est partout dé- 
rivable. 


En vertu du théoréme I du n° 25 **) il existe donc une fonction g(y) 
continue croissante et 4 nombres dérivés bornés telle que g(0)=0, g(1)=1 
et que la fonction 

p(x) =9[F, (z)] 
est absolument continue et vérifie légalité 
mes p(P) =0. 


Comme g(x) est absolument continue, elle est presque partout dé- 
rivable et puisque mesy(P) = 0 on a évidemment 


y’(x)=0 presque partout sur P. 
(x) =g[F(zx)] 


r(x) =@(x) — p(z). 


On voit bien que ®(z) = y(x) sur P puisque F(x) = F,(x) sur P. 
Il en résulte 


Posons 


et 


mes ®(P)=0. 


15) Voir également les remarques faites aprés la démonstration de ce théoréme. 
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Puisque ®(2) = p(x) sur P, or a sur P 
r(z)=0. 
D’ailleurs 
r(x) = P(x) — p(x) =g[F(x)] —g[F,(z)] 

Comme g(y) est & nombres dérivés bornés et | F(x) — F,(x)|< e, dans 
6,, ob Se, converge, on voit bien que les oscillations de r(z) dans les 
intervalles contigus 4 P forment une série convergente. I] en résulte que 

r'(x)=0 presque partout sur P 
donc 

®'(x)=0 presque partout sur P, 
c. q. £. d. 

Lemme II. — Sott F(x) une fonction continue, 0< F(x)<1, Pun 
ensemble parfait de mesure positive tel que F’(x)=0O presque partout 
sur P et mes F(P)=0. Soit a un ensemble parfait de mesure positive 
tel que Pensemble x'= F(x) soit non dense et sans point commun avec 
P’=F(P). 

Dans ces conditions, étant donnée une suite de nombres positifs «, 
tels que la série de, converge, il existe une fonction continue g(y) 

n=1 
croissante et ad nombres dérivés bornés, telle que g(0)=0, g(1)=—1 et 
que la fonction composée 
P(x) =g(F(z)] 
vérifie les conditions 
@(x)= F(x) sur P, 
|\®(x)—F(x)|<«, sur le contiguyd, a8 P (n=1,2,...), 


®'(x)=0 presque partout sur Q= P+2 
et 


mes ®(Q)= 0. 
Pour le démontrer, nous considérons d’abord une fonction F (2) telle que 
F(z)=F(z) sur Q, 


que F(z) est dans chaque contigu 4, & Q partout dérivable et a dérivée 
non nulle, que l’on ait dans le contigu 4, 4 Q linégalité 


|F (x) —F(x)|<e, (n =1,2,...) 


et qu’enfin dans chaque contigu 6, & P le minimum et le maximum de 
F(x) sont les mémes que ceux de F(z) (il en résulte en particulier que 
Pon a 0 <F(x)<1 partout). On voit sans peine que F(2) vérifie les 
mémes conditions que F(z). En effet, puisque F(z) F(x) sur Q; on 
a F(x)=2' et F(P)=P’. Dailleurs F’(x)—0 presque partout sur P 








orto & fg 


le 
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puisque la différence F(2) — F(2) qui est nulle sur Q a dans les contigus 
4,, &Q une somme d’oscillations convergente, donc la dérivée de [F (2)— F(z)] 
est nulle presque partout sur Q, et a fortiori sur P, et comme F’(x)=0 
presque partout sur P, il en est de méme pour F(z). Or, la fonction F(z) 
est de plus partout dérivable hors de Q. 
Supposons que le théoréme est déja démontré pour F(z) et la suite 
é,, Cest-a-dire supposons qu’il existe une fonction g(y) continue croissante 
et & nombres dérivés bornés telle que g(0)=0, g(1)=—1 et que pour 
la fonction composée 
f(x) =9[F (x)] 
f(z) =F(a2) sur P, 
|f(2) —F(a)|<e, surPfintervalle 6, contigua PP (n=1,2,...), 


af 


f (x)=0 presque partout sur Q 


on &@ 


et 
mes f/(Q)=0. 
Nous allons démontrer que la fonction g(y) vérifie toutes les con- 
ditions du lemme. 
En effet, posons 
(x) =g[F(z)); 
nous démontrerons que #(z) jouit de toutes les propriétés nécessaires. 
Tout d’abord, comme F(z) = F(x) sur Q, on a f(x) = P(x) sur Q. 
Or, Q contient P, done f(z) = ®(x) sur P. Mais sur P on a f(x) = F(a) 
= F(x), done 
O(x)=F(x) sur P. 
Soit 
R(x) =f(x) — P(z), 
on a 
R(x)=0 sur Q. 

Dvailleurs, R(x) =g[F(x)]—g[F(x)]. On a dans le contigu 4, 4 Q 
Pinégalité |F(a) — F(x)|<e,, ot De, converge; d’autre part, g(y) est 
n=1 
& nombres dérivés bornés. I] en résulte immédiatement que les oscillations 


de R(x) dans les intervalles 4, contigus 4 Q forment une série con- 
vergente. Donc, d’aprés le théoréme plusieurs fois cité de M. Denjoy on a 


R'(x)=0 presque partout sur Q. 


Comme nous avons supposé que f'(z)=0 presque partout sur Q, on 
a donc 


®'(x)=0 presque partout sur Q. 
D’ailleurs, comme ® (2) = f(a) sur Q et mes/(Q)= 0 ona mes ®(Q)=0. 
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Soit maintenant 


On a 

|A(F(x)]| =|g([F(x)] —F(x)|=|f(z)—F(z)|<e, sur 6 
Or, sur 6, le maximum et le minimum de F(z) sont, par hypothése, les 
mémes que ceux de F(x); donc, lensemble des valeurs de F(z) et de 
F(x) sur 6, sont les mémes. I] en résulte que |h[F(x)]|<e, sur 6, 
puisqu’il en est ainsi pour |A[F(2)]|. 

Or, on a 

|A(F(x)]| =|g[F(*)] —F(2)| =| P(2)— Fe), 

et nous avons ainsi démontré que 


|@(x)—F(x)|<«, dans 4, (so 61,38, ..,). 


Ainsi g(y) et ®(xz) vérifient toutes les conditions de Pénoncé du 
lemme. 

Tout revient donc 4 démontrer le lemme pour la fonction F(x). 

Soit Q’= P’+ 2’. Si x appartient 4 2, on voit que F (2) appartient 
a x’. Si x appartient &4 P, F(a) appartient & P’. Donec, si x appartient 
& Q, F(x) appartient a Q’. 

Soit y, un point n’appartenant pas 4 Q’. L’équation y, =F (x) n’a 
qu’un nombre fini de racines car, si elle en avait une infinité, elles auraient 
un points limite z,, et en ce point F’(z,) serait indéterminée ou nulle. 
Or, x, n’appartient pas & Q, puisque y,—F(z,) n’appartient pas a Q’; 
donc F’(x) existe est différe de zéro puisque la fonction F(x) a une 
- dérivée non nulle en chaque point qui n’appartient pas a Q. 

Il en résulte que y,—F(a) a un nombre fini de racines chaque fois 
que y, n’appartient pas 4 Q’. 

Cela posé, désignons par M(y,) le maximum de |F’(x)| pour tous 
les x tels que F(z) = y,, et posons 


h(y)=g9(y)—y.- 


v(Y) =a si y n’appartient pas 4 Q’ et M(y)>1, 


y(y)=1 si y n’appartient pas 4 Q’ et M(y) <1, 
enfin ‘ 
y(y)=0 si y appartient 4 Q’. 


Ainsi y(y) est partout définie non négative et bornée puisque 0 < y(y) <1. 

Par hypothése, x’ et P’ n’ont aucun point commun, donc 2’ est con- 
tenu dans un nombre fini d’intervalles contigus 4 P’. D/ailleurs, chaque 
partie de 2’ contenue dans un contigu. 6, 4 P’ est un ensemble parfait, 
soient 4;,, d,,,---, ,, les contigus 4 P’ qui contiennent des points de 2’ 
(il n’y en a qu’un nombre fini); on peut indiquer dans chacun de ces 6, 





—. - 2 | ef. Ee ae 


— oe _ 2 


_ ah’, oe 
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une partie centrale, soit o,, telle que les extrémités de o,; sont a l’intérieur 
(au sens strict) de 4,, et que tous les points de x’ appartenant 4 4,, sont 
a Vintérieur (au sens strict) de o, (¢ =1, 2,..., 8). 

Considérons un o, pour ¢ fixe. Il n’existe qu’un nombre find d’inter- 
valles 5, contigus & P tels que les valeurs de F(z) sur ces 6, appartiennent 
a o,. A chaque intervalle 6, correspond dans l’énoncé du lemme un 
certain «,. Divisons 6, en un nombre fini d’intervalles assez petits pour 
que leurs longueurs ne surpassent pas ¢, ol ¢ est le plus petit des «, cor- 
respondant aux 6, pour lesquels il existe des points 2 tels que F (z) 
appartient a o,. Soient a{ a!” ...a!” les points de division de o,; on 
suppose que a,” et a; coincident avec les extrémités de o,. 

Posons 

g(y)=y 
si y appartient 4 P’, si y= 0 ou y=1, si y appartient & un 4, ne con- 
tenant aucun point de 2’, enfin sur les parties des 5, contenant 2’ qui 
restent quand on a enlevé les o correspondants. En d’autres termes, g(y)= y 
partout en dehors des o, (¢ =1,2,..., 8). 
Sur o; on pose 
(#) 


9(y) = of? + SF dyes dans (a{”,af41) (k=1,2,...,p—1) 
ds v(y)dy 


et cela pour a ae 
On voit bien que 


g (af’) _ a;’, g (aps) = Oi ts 


donc g(y) est partout continue. Elle est croissante, puisque y(y) est non 
négative et d’ailleurs dans chaque intervalle de l’axe OY elle est positive 
en un ensemble de mesure positive, puisque elle n’est nulle que sur Q’ et 
Q’=P’ +2’ donc il est partout non dense. 

D’ailleurs, g(y) a des nombres dérivés bornés, puisque 0 < y(y) <1 
et qu'il n’existe qu’un nombre fini de segments o, dont chacun est divisé 
en un nombre fini d’intervalles (aj, a} +41); donc les facteurs 

ce — af), — aj” 


a” 
Se e1 


f w (y)dy 
% 


sont en nombre fini et ont, par conséquent, un maximum C. 

Désignons par e,” l’ensemble des points de (a,”, afi.) en lesquels 
g’(y) + Ch’ y(y). Il est évident que mese,” =0. Done, la somme e de 
tous les ef” pour tous les (a;”, 4{,) d’un o; (k =1, 2,..., p —1) et pour 
tous les o, (¢ =1,2,..., 8) est un ensemble de mesure nulle. 
Mathematische Annalen. 103. 43 
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Or, pour chaque point d’un o, n’appartenant pas 4 e la dérivée g’(y) 
est égaic & w(y) multipliée par une constante inférieure 4 C. Donc 


lg’(y)|< C\w(y)| 


si y appartient & un o,; quelconque sans appartenir 4 un ensemble e, 
mese= 0). 
Considérons maintenant la fonction 
f(x) =9(F(z)). 

Tout d’abord, f(a) = F(x) sur P, puisque si z, appartient a P, y, =F (2,) 
appartient & P’ et, par conséquent, g(y,) = y,, done f(2,) =F(z,). 

Si 6, est un contigu 4 P tel que ensemble F(d,) ne contient aucun 
point des o,, on @ g(y)=y sur F(6,), done f(a) =F (zx) sur 6, et la 
différence f(x) — F(a) étant nulle est nécessairement inférieure 4 ¢, quel- 
que soit «, donné d’avance. 

Si 6, est tel que F(d,) a des points sur un o;, d’aprés la construction 
méme de g(y) on a |g(y)— y|<«, sur ce o,. En effet, g(y) ot crois- 


sante, donc le maximum de g(y) sur un (af’, af) est au pas af... or 


g (@i+1) apis. Done, sur (af’, aj) on a| g(y)—y|<apli—af’<e<e,, 
puisque o, a été divisé en un nombre fini d’intervalles assez petits pour 
que la longueur de chacun d’eux soit plus petite que ¢, ot « est le plus 
petit des nombres «, correspondants aux intervalles 6, pour lesquels les 
ensembles F(6,) contiennent des points de o,. 

En posant h(y)=g(y)—y on a donc 

[h(y)|<«, sur 4, 

donc 

| f(x) — F(x)| =|9[F(2)] —F(z)|=|A[F(2)]|<e¢, sur 4,. 


Il reste & démontrer que f’(z)=0 presque partout sur Q= P+a2 
et que mes /(Q) = 0. 

On a pour y appartenant 4 Q’ légalité y(y)=—0, dou il résulte 

mesg(Q’) = 0. 
Or, si 2 appartient & Q, F(z) appartient 4 Q’, donc 
mes f(Q) = mes g [F (Q)] = mesg (Q’)= 0. 

Passons a la dérivée de f(z) sur Q. 

On a pour l’ensemble P Végalité f(x) =F(x). Comme F’(x)=0 
presque partout sur P et comme la différence f(z) —F(x) qui est nulle 


sur P a dans les contigus 6,4 Pune somme d’oscillations inférieure & Ye¢,, 
done convergente, il en résulte de suite- que 


f'(x)=0 presque partout sur P. 








Représentation finie des fonctions continues. I. 647 


Il reste & le démontrer pour x. A cet effet considérons un certain og; 
et tous les points xz tels que F(x) appartient 4 o;. Ils constituent deux 
ensembles fermés tels que F(z)=«, et F(x)=£;, o a, et £; sont les 
extrémités de o,, et une infinité dénombrable d’intervalles contigus & ces 
ensembles fermés. Les ensembles fermés ne contiennent aucun point de a 
puisque nous avons supposé que «a, et f,; n’appartiennent pas 4 2’. Quant 
aux intervalles contigus d & ces ensembles fermés, chacun d’eux est A l’in- 
térieur d’un certain contigu a P. 

Soit d Pun quelconque de ces intervalles; nous allons démontrer que 
f(z) est absolument continue dans 6. Comme a est contenu dans la 
somme de ces d, il en résultera que f’(x) existe presque partout sur z. 
D’ailleurs, f(z) = g([F(2)]; quand x appartient 4 2, F(z) appartient 4 7’, 
done & Q’. Or, sur Q’ on a w(y)=0, donc mesg(Q’) = 0; ainsi 


mes f(x) = mesg[F(2)] = mesg(x’)= 0. 
Comme f’(z) existe presque partout sur z, il en résulte que 
f'(z)=0 presque partout sur z. 
Tout revient done & démontrer que f(z) est absolument continue 
dans chaque 0. 
Nous avons déja vu que mes/(z)=0; donc, si lon désigne par 7; 


la partie de a contenue dans 0, on a mesf(x;) = 0. 


D’autre part, en dehors d’un ensemble e de mesure nulle, pour chaque y 
appartenant & un certain o on a 


l9’(y)|< Cl v(y)|. 

Soit e, ’ensemble des points de J pour lesquels F(x) appartient &e. L’en- 
semble f(e,) =g([F(e,)] est contenu dans g(e), et comme mese=0 et 
g(y) est une fonction & nombres dérivés bornés, on a mesg(e)=0, donc 
mes f(e,) = 0. 

Soit maintenant x, un point de 4 qui n’appartient ni 4 2;; ni a @. 
En ce point z, la dérivée F’(2,) existe, puisque 2, n’appartient ni & 2, 
nid P, done n’appartient pas 4 Q, et F’(2) existe partout en dehors de Q. 
D’ailleurs, puisque z, n’appartient pas a ¢,, y,=F(z,) n’appartient pas 
a e, done |g’(y,)|< C|w(y,)|. Il en résulte que 


If’ (2) |< C|y(¥) | |F’(x)|. 


Or, comme 2, n’appartient pas 4 Q, y, n’appartient pas 4 Q’. Par 
conséquent, 


v(Yo) =H M(¥o) 21, 
v(¥) =1 si M(y,)<1 
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et M(y,) est le maximum de |F’(x)| pour tous les x tels que F(x) = y,. 
En particulier, on a |F’(z,)| <|M(y,)|, donc 


|w(¥o)| |F’(%)| <1. 


Il en résulte que pour chaque z de é tel que x n’appartient ni a e, 
ni a 7tz, On a 
If(z)|<e 
et comme nous avons vu que mesf(mz;)=0 et mesf(e,)—0, il en ré- 
sulte en vertu du lemme du n° 4 que f(z) est absolument continue dans 4, 
ce qui achéve la démonstration, c. q. f. d. 

Ces préliminaires terminés, nous pouvons démontrer le théoréme sui- 
vant**). 

Théoréme. — Quelle que soit la fonction continue F(x), 0< F(x) <1, 
il existe une fonction continue et croissanite g(y), g(0)=0, g(1)=1 
telle que la fonction composée 

g (F(x) = F(z) 

a une dérivée nulle presque partout. 

En d'autres termes, quelle que soit la fonction continue F(z), 
0 < F(x)<1, on peut la transformer en une fonction presque partout 
dérivable par une transformation biunivoque et bicontinue du segment [0, 1] 
de Yaxe OY en lui-méme. 

Pour démontrer ce théoréme, prenons dans le segment [0, 1] de l’axe OX 
(nous supposons que F(x) est définie sur ce segment, ce qui ne restreint 
pas la généralité) une suite d’ensembles parfaits 


Tag Sigg 0005 May «> 
de mesure positive, tels que mes Dy 2,, = 1 et que les ensembles x, = F(z, ) 
n=1 
soient non denses et sans point commun deux 4 deux*’). 


16) Voir ma Note Sur quelques formes mixtes de la représentation finie d’une fonc- 
tion continue arbitraire (Comptes rendus 188 (1929), p. 980). 

17) Il est facile d’obtenir de tels ensembles; a cet effet, prenons sur le segment 
[0, 1] de axe OY une suite d’ensembles parfaits non denses x{, xj, ..., af, ... sans 
points communs deux 4 deux et tels que mes }2/=1. Soit , l'ensemble de tous 
les points z pour lesquels F(x) appartient & 2/ (n=1,2,...); 2, est évidemment 
parfait. Si l’on a mes =2,=1, le probléme est résolu; supposons done qu’il n’en 


est pas ainsi. Soit E le complémentaire de S x, par rapport au segment [0,1] de 
n=1 


Paxe OX; on a mesE>0O. Prenons dans E un ensemble parfait nor dense %,, 
mes %,>0, dont limage z{ = F(z,) est parfait. On voit bien que z/ n’a pas de 
points communs avec les z/ (n=1, 2, ...); il-est ainsi de mesure nulle, donc non 
dense. Il est bien évident qu’on peut supposer que z, est l’ensemble de fous les 
points z tels que F(z) appartient a =,. 


(Voir la fin de cette note ‘’) & la page suivante.) 
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Posons 
P,=2,, Pyp=a,+a,, -.., Pp=2,+a,+...+4,,--. 
et P, = F(P,). Soient 6{” (k=1, 2,...) les intervalles contigus & P, 
(n=1,2,...). Soient enfin ¢;" des nombres positifs tels que ys 
converge. a 
En vertu du lemme I il existe une fonction g,(y) continue et crois- 
sante, g,(0) 0, g,(1) =1 telle que la fonction composée 


F, (x) =9,(F(2)] 
a une dérivée nulle presque partout sur P, et que mes F,(P,)=0. 

En vertu du lemme II il existe une fonction g,(y) continue et crois- 

sante, g,(0) 0, g,(1) =1 telle que la fonction composée 
F,(x) = 9,[F,()] 

vérifie les conditions 
F,(z)= F,(z) sur P,, 

| F(a) — F,(x)|<e,” dans le contigu 6” a P, (n =1,2,...), 
F;(x)=0 presque partout sur P, 

et 
mes F,(P,) = 0. 

Supposons les fonctions g,(y), 9.(¥),--+»Gm(¥) déja définies et telles 
que ce sont des fonctions continues croissantes, g,(0)=—0, g,(1)=1 
(k=1,2,...,m) que 

oF, -1(#)] = Fy(2) (k=1,2,..., m) 
et que les fonctions F,, vérifient les conditions 
F,.,(z) = F,(z) dans P, (k=1,2,3,...,m—1), 
| F,.,(2) — F,(x)|< eM dans le contigu 0” & P, (n=1,2,...), 
F,(z)=0 presque partout sur P,, (k 
mes F, (P,,) = 0 


En vertu du lemme II il existe une fonction continue croissante 
Gna (¥)> Gmaa(9) = 9, gn 43(1) =1 telle que la fonction composée 


Gm +1[Fq(2)) = Fa ss(%) 


Cela posé, on choisit dans E — x, un ensemble parfait non dense z,, mes %,>0, 
on voit que image j= F(z,) est sans points communs avec les 2/ et z/; il est 
done de mesure nulle, et ainsi non dense. 

En continuant ce procédé on obtient sur le segment [0, 1] une suite d’ensembles 
parfaits non denses 2,, 7%, %, 7%, --+, %p,» %_,-+- tels que mes S(2z,+2%)=1 et que 
leurs images sont des ensembles parfaits non denses et sans points communs deux 
& deux. 
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verifie les conditions 
Fi.3(@) = F(z) sur P., 
| F.43(t) — F,,(2)| < ex” dans le contigu 5X” 8 P, (n=1,2,...), 
Frn+1(2) = presque partout sur P,,,, 
mes F,,(P,,.,) =90. 
On voit bien que g,,,,(y) et F.,,,(#) vérifient les mémes conditions 
que les g,(y) et F.(xz) pour k=1, 2,..., m. 
On définit ainsi une suite de fonctions continues 
Fis), F(e), .«-» Fs), >. 
Cette suite est uniformément convergente puisque la différence 


| F(z) — F,,(x)| est nulle sur P,, est inférieure & ¢”” dans le contigu 4°” 


a P., la série double Ye,” étant par hypothése convergente. 
Posons 
F (x) = lim F(x); 
nous voyons que F(z) est continue. 
On démontre facilement que 
F(x) =g[F(z)], 
g(y) étant une fonction continue et croissante telle que g(0)=0, g(1)=1. 


En effet, on a 
F, (x) =9,|F(z)] 
F, (x) = 9. {9,(F(x)]} = 9,(F(2)] 
F,, (2) = Jn (F(z)) 


ot 9,,(Y) = Gn {Gm—1 +++ (Go(G1 (y))]}, done J,,(y) est continue, croissante 
et 9,,(0)=90, 9,,(1) =1. 

Comme les fonctions F(a) tendent vers la limite F(z) il est évident 
que les fonctions g,,(y) ont une limite que nous désignerons par g(y). 
On a évidemment g(0)=0, g(1)=1 et 

F(x) =g[F(z)). 

Les fonctions F(z) et F(x) étant continues, il en est de méme 

pour g(y). Puisque toutes les fonctions g,(y) sont croissantes, g(y) est 


évidemment non décroissante; d’ailleurs elle n’est constante dans aucun 
intervalle. En effet, on a évidemment sur P,, 


F(x) = F,, (2) 
d’ot il résulte que pour tout y de P,, = F(P,,) on a 
9(¥) = 9n(Y) 
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donc g(y) croit sur P;,. Or, la somme des P,, est d’aprés sa construction 
méme partout dense dans le segment [0,1] de l’'axe OY, puisqu’il en est 
évidemment ainsi pour la somme des 2;,,. Ainsi quel que soit l’intervalle 6 
contenu dans le segment [0,1] de l’axe OY il existe un P,, qui a des 
points dans 6. La fonction g(y) étant croissante dans P,,, elle ne peut 
étre constante dans 6. 

Il reste & démontrer que F’(x) 0 presque partout. Or, F(x) étant 
la limite des F(x) on peut écrire 


F(x) =F, (2) +[ Fass (2) — F,(2)]+--. 


ou bien 
F(x) = F(x) + R,, (2) 


oi R, (x) vérifie toutes les conditions du lemme du n°12. Done R,,(x)=0 
sur P,, presque partout, et comme on a de méme presque partout sur P,, 
Pégalité F,,(a) = 0, il en résulte 
F’(z)=0 presque partout sur P,. 
Comme dans ce raisonnement m est quelconque et comme la somme SP, 
m=1 

est de mesure égale 4 1, il en résulte que l’égalité F’(2) = 0 a lieu presque 
partout dans [0,1], c.q.f£.d. 

Remarque. — Ici, comme dans le cas de la déformation de 
Paxe OX, la dérivée, dans le cas général, est nécessairement nulle presque 
partout. 


27. La représentation mixte d’une fonction continue arbitraire. — 
Les théorémes du paragraphe précédent nous permettent d’indiquer deux 
formes nouvelles dans lesquelles on peut présenter chaque fonction con- 
tinue**), Nous leur avons donné le nom de formes miztes parce qu’elles 
contiennent simultanément des fonctions alsolument continues et a varia- 
tion bornée. 

Tout d’abord, d’aprés le théoréme sur la déformation de axe OX, 
quelle que soit la fonction continue F(z) il existe une fonction monotone 


x=wy(t) telle que 
P(t) = F[y(¢)] 


a une dérivée ®’(t) presque partout. 
Désignons par t= g(z) la fonction inverse de x= y(t); g(x) est 
donc aussi monotone. On a 


F(x) = ®[9(z)). 


18) Voir ma Note Sur quelques formes mizxtes dans la représentation finie d'une 
fonction continue arbitraire (Comptes Rendus 188 (1929), p. 980). 
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Or, @(x) étant presque partout dérivable, elle est une somme de deux 

superpositions de fonctions absolument continues (n°13). Done 
®(t) = f,[,(#)] + Alo, (t)) 

les f, et gy, étant absolument continues. D’ailleurs on sait que /, et f, 
peuvent étre supposées croissantes (n° 5). 

Or, une fonction 4 variation bornée de fonction monotone est encore 
& variation bornée, d’ou il résulte que 

w,(z)=9,[9(z)] et o,(z)=¢,[9(z)] 

sont des fonctions 4 variation bornée. II en résulte que 


F(x) = ®[9(x)) =f, [o, (z)] + flo, (x)], 
done toute fonction continue F(x) peut étre représentée dans la forme 
F(x) = f,[o, (x)]+ f.[, (x)] 
ou f, et f, sont des fonctions absolument continues et croissantes, w, (x) 
et w,(x) des fonctions a variation bornée. 

On peut remarquer que d’aprés le théoréme II du n° 25 toute fonction 
de la forme f[w(z)], f étant absolument continue et monotone et (zx) 
& variation bornée, est une fonction jouissant de la propriété 7, de 
M. Banach. Donec, toute fonction continue peut étre considérée comme la 
somme de deux fonctions jouissant de la propriété 7,. 

Le théoréme sur la déformation de l’axe OY nous donne une autre 
forme mixte. Comme il existe pour chaque fonction continue F(r) une 
fonction monotone g(y) telle que la fonction composée 


%(z)=g[F(z)] 
est presque partout dérivable, en désignant par y= wy/u) la fonction 
inverse de g(y), on @ 

F(z) = y[(z)), 


y étant monotone et ®(xz) presque partout dérivable. On a donc (n° 13) 


® (x) = f, (9, (z)] + flo (2)] 


les f; et gy, étant absolument continues. I] en resulte que toute fonction 
continue F(x) peut étre représentée dans la forme 


F(x) = w{f,[¢.(2)] + flo. (z))}, 


wy dant une fonction monotone, et les f, et p; absolument continues. 

On peut remarquer que, dans le cas général, la fonction y ne peut 
pas étre supposée absolument continue puisque, d’aprés le dernier théoréme 
du n°16, une fonction ridée ne serait plus représentable dans la forme 
indiquée. 
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Conclusion. 


Nous avons considéré dans ce Mémoire la représentation des fonctions 
continues arbitraires au moyen d’un nombre fini de fonctions absolument 
continues ainsi que certaines représentations au moyen de fonctions a 
variation bornée. Cette derniére question est loin d’étre résolue et nous 
avons posé les problémes qui s’y rattachent. 

Il est trés important de remarquer que partout dans ce travail nous 
n’avons parlé que de l’existence des représentations d’une forme donnée: 
il y a dans nos constructions trop d’arbitraire dans le choix des éléments 
initiaux et des paramétres, et cet arbitraire n’est pas éliminé quand on 
passe & la limite. C’est pourquoi ce travail ne considére pas le probléme 
de la recherche de certaines notions opératoires simples qui permettraient 
d’obtenir immédiatement des représentations canoniques finies d’une fonction 
continue. Un exemple classique d’une telle représentation canonique est la 
décomposition de chaque fonction 4 variation bornée en différence de deux 
fonctions monotones. Les notions de variation totale positive et variation 
totale négative permettent d’obtenir cette décomposition immédiatement. 
Or, dans ces notions il y a d’abord de l’arbitraire dans le choix des points 
de division du segment, mais cet arbitraire est éliminé 4 la limite. 

Ainsi le probléme de la recherche du nombre minimum d’opérations 
nécessaires pour représenter une fonction continue arbitraire sous forme 
finie reste 4 résoudre. 


(Eingegangen am 18.10. 1929.) 








Untersuchungen iiber den Integralbegriff. 
Von 
A. Kolmogoroff in Moskau. 


Das Hauptziel der vorliegenden Untersuchungen besteht in der Klarung 
der logischen Natur der Integrationsprozesse. Wenn dabei auBer der Ver- 
einigung der verschiedenen bereits vorhandenen Theorien auch eine Ver- 
allgemeinerung des Integralbegriffes entstanden ist, so liegt der Grund da- 
fiir wohl darin, daB 6fters die Verallgemeinerung eines Begriffes zum Ver- 
standnis seines eigentlichen Inhaltes notwendig ist*). Ich glaube iibrigens, 
daB diese Verallgemeinerungen auch mancher Anwendungen fihig sind, ob- 
wohl ich den Fortschritt, der durch die allgemeinere Auffassung erreicht 
werden diirfte, hauptsichlich in der Einfachheit und Klarheit erblicke, die 
die neuen Begriffe mit sich bringen. 

Mein Interesse fiir die allgemeinen Probleme der Integrationstheorie 
verdanke ich Herrn Professor N. Lusin. Ich méchte iiberdies meinen Dank 
’ Herrn V. Glivenko aussprechen, mit dem ich zahlreiche Besprechungen hatte, 
die sich auf den Inhalt dieser Arbeit bezogen und denen ich manche inter- 
essante Bemerkung entnommen habe. 


Erstes Kapitel. 
Einleitende Betrachtungen. 


§ 1. 

Das, was unter dem Wort ,,Integration“ heutzutage verstanden wird, 
ist eigentlich kein logischer Begriff im strengen Sinne, es ist vielmehr ein 
Sammelbegriff fiir ziemlich viele Operationen, deren jede eine eigene Defi- 
nition besitzt. Diese Operationen haben in ihrer Mehrzahl die gemeinsame 
Eigenschaft, daB im Falle der Integration einer stetigen Funktion sie das 
Integral im klassischen Sinne ergeben. 


1) Vgl. Lebesgue, Legons sur l’intégration, préface & la deuxiéme édition. 
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Es scheint mir durchaus wahrscheinlich zu sein, daB diese Mannig- 
faltigkeit von Definitionen nicht auf eine natiirliche Weise beseitigt werden 
kann, daB also das Problem eines natiirlichen und gleichzeitig alle bis- 
herigen Integraldefinitionen als Spezialfalle umfassenden Integralbegriffes 
als ein ziemlich aussichtsloses zu betrachten ist. 

Insbesondere glaube ich, daB man bei einem Versuch einerseits die 
Integraldefinitionen vom Stieltjesschen Typ fiir auf abstrakten Mengen de- 
finierte Funktionen (so, wie sie neuerdings von Fréchet*) gegeben sind) und 
andererseits das Denjoysche Integral in einem umfassenderen Integralbegriff 
einzuordnen, notwendig auf Schwierigkeiten prinzipieller Art stoBen wiirde: 
ein solcher Begriff miiBte ja — da er fiir Funktionen gelten soll, die auf 
beliebigen abstrakten Mengen definiert sind — nur solche Konstruktionen 
benutzen, die auf den allgemeinen Eigenschaften von Mengen und Funktionen 
beruhen, wahrend er gleichzeitig die den Ordnungsrelationen auf der Zahlen- 
geraden entspringenden Eigentiimlichkeiten des Denjoyschen Integrations- 
verfahrens nicht auBer acht lassen darf. 

Die Méglichkeit, den VerallgemeinerungsprozeB eines mathematischen 
Begriffes gleichzeitig in mehreren Richtungen zu fiihren, darf nicht als 
etwas Neues betrachtet werden: man begegnet ihr zum Beispiel, wenn man 
verschiedene Elemente des Begriffes der natiirlichen Zahl zu Ausgangs- 
punkten grundsitzlich verschiedener Verallgemeinerungsprozesse macht und 
so einerseits transfinite Ordnungs- bzw. Kardinalzahlen, andererseits die 
reellen Zahlen erhilt. 

Die Integration im Sinne von Denjoy (von ihm selbst ,,Totalisation“ 
genannt) ist eine Verallgemeinerung des klassischen Integrationsverfahrens, 
welches dabei als Konstruktion der primitiven Funktion zu der gegebenen 
aufgefaBt wird. Das ist ein — und zwar ein vdéllig motivierter und natiir- 
licher — Verallgemeinerungsweg, welcher, wenn man will, als das letzte 
Glied einer mit der Newtonschen Auffassung des Integrals beginnenden 
Kette betrachtet werden kann. 

Ein anderer und noch haufiger beschrittener Weg geht von der allge- 
meinen und einigermaBen vagen Idee aus, der zufolge die Integration als 
ein SummationsprozeB aufzufassen ist, welcher mit unendlich vielen unend- 
lich kleinen GréBen zu tun hat, die den unendlich kleinen Teilchen des 
Integrationsbereiches entsprechen. Diese Idee, der man auch das Wort 
Integral“ verdankt, wurde in einer ziemlich mysteriésen, dafiir aber véllig 
allgemeinen Form von Leibniz gegeben und erhielt einen den heutigen 
Mathematiker einigermaBen befriedigenden Ausdruck zum erstenmal bei 

®) Sur Pintégrale d’wne fonctionnelle étendue a un ensemble abstrait. Bull. de la 
Soc. Math. de France 48 (1915), p. 248. 
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Cauchy; die Mehrzahl der so iiberaus zahlreichen spiteren Arbeiten, die 
sich mit dem Integrationsproblem befassen, kann als eine allmiahliche Ent- 
wicklung dieser Idee von Leibniz betrachtet werden. Zu dem aus dieser 
Quelle flieBenden Strom mathematischer Begriffe gehért auch die Fréchetsche 
Integraldefinition, die wir als Seitenstiick zum Denjoyschen Integral bereits 
erwahnt haben. 

Die Herstellung einer méglichst allgemeinen Integraldefinition, welche 
in einer den modernen Forderungen nach Strenge entsprechenden Form 
den Leibnizschen Integralbegriff realisiert und dabei seinen universellen 
Charakter, soweit wie méglich, bewahrt, ist Zweck der vorliegenden Arbeit, 

Die beiden Richtungen, in denen die Verallgemeinerung des Integral- 
begriffes sich bis jetzt entwickelte, sind nicht die einzigen, die man ver- 
niinftigerweise und unter Beibehaltung hinreichend vieler Eigenschaften des 
klassischen Integrals einschlagen kénnte. Ich méchte insbesondere bemerken, 
da8, wenn man sich vom Problem der Bestimmung des Mittelwertes einer 
Funktion leiten 148t — dessen Lésung in klassischen Fillen bekanntlich 
durch ein Integral gegeben wird —, man zu einer neuen duBerst allge- 
meinen Operation gelangt, welche u. a. in ganz konkreten Fragestellungen 
der Wahrscheinlichkeitstheorie mit Nutzen angewandt werden kann. Diese 
Operation (die natiirlich die klassische Integration als Spezialfall enthalt) 
hoffe ich zum Gegenstand einer weiteren Arbeit zu machen und will hier 
nur noch auf die bemerkenswerte Tatsache hinweisen, daB8 selbst fiir 
eine reelle Funktion f(z) einer reellen Variablen der sich als einzig 
natiirlich darbietende Mittelwert auf der Einheitsstrecke mit dem Denjoy- 
schen Intgral (genommen iiber dieselbe Strecke) nicht iibereinzustimmen 
‘braucht. 

Diese Sachlage, bei der man mit zwei Integraldefinitionen zu tun hat, 
die beide als natiirliche und wichtige Verallgemeinerungen der klassischen 
Definition zu betrachten sind und dennoch fiir eine und dieselbe Funktion 
zwei verschiedene Werte liefern kénnen, begriindet, wie mir scheint, die 
am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene Ansicht iiber die Hoffnungs- 
losigkeit eines alle sinnvollen Integraldefinitionen umfassenden universellen 
Integralbegriffes. 

Aber auch im Rahmen der vorliegenden Arbeit begegnen wir zwei 
Definitionen — namlich den Integraldefinitionen der Kapitel II und III, 
welche fiir einige Funktionen nicht iibereinstimmende Werte liefern (siehe 
Kap. III, Nr. 14). 

Es sei allerdings bemerkt, daB die Fille des Nichtiibereinstimmens 
der beiden letztgenannten Integraldefinitionen nur durch ad hoc konstruierte 
Mengenfunktionen realisiert werden, von welchen man nicht weiB, ob ihre 
Integration tiberhaupt ein Interesse beanspruchen dari. 








~ 
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§ 2. 

Sei x eine im Intervall (a, 6) variierende GréBe. Leibniz setzt voraus, 
daB jedem Wert von z eine unendlich kleine GréBe dy zugeordnet ist; in- 
dem man alle diese dy addiert, erhalt man die Leibnizsche Summa Omnium 
oder das Integral von dy iiber die Strecke (a,b). Der Sinn dieser Defi- 
nition war selbst fiir die Mathematiker des XVIII. Jahrhunderts nicht geniigend 
klar, so daB man sich bis Cauchy genétigt sah, unter Aufgabe des Leibniz- 
schen Ansatzes die Integration als Umkehrung der Differentiation zu de- 
finieren. 

Cauchy hat als erster die Leibnizsche Definition aus der Sprache der 
Metaphysik in die Sprache der Mathematik iibersetzt und so die Méglich- 
keit gegeben — sei es auch nur im Spezialfall dy = f(x)dx — auf dem 
Wege einer tatsachlichen Rechnung das Integral 


b 
(1) J f(x) de 
als Limes der bekannten Summenausdriicke 


(2) 2 f(§) (%— %_1) 
zu ermitteln. 

Wir bezeichnen die Intervalle (z;_,,z;) mit 4,, die Lange des Inter- 
valls 4 mit /(4) und mit f(4) eine mehrdeutige Intervallfunktion, die 
fiir jedes Intervall 4 alle Werte annimmt, welche f(z) in 4 durchlauft; 
dann erhalt der Ausdruck (2) die Gestalt 


(3)  f(4;)1(4;) =X p (4;). 

Die Leibnizsche Idee wird also folgendermaBen verwirklicht: Fiir jeden 
x-Wert in (a, 6) ein unendlich kleines dy zu bestimmen, heift eine Inter- 
vallfunktion (4) festzulegen, welche unendlich klein wird, wenn 4 sich 
in den Punkt z zusammenzieht; die Summe aller dy zu finden, bedeutet 
den Limes der Summenausdriicke (3) bei unendlich fein werdenden Zer- 
legungen der Strecke (a, 5) in die Teilstrecken zu ermitteln. 

Es treten folgende vier Verallgemeinerungsméglichkeiten fiir das Cauchy- 
sche Integrationsverfahren auf: 

1. Anstatt der Intervallfunktion g(4) = f(4)1(4) kann man beliebige 
Intervallfunktionen y(4) in Betracht ziehen; 

2. der Integrationsbereich kann in beliebige (endlich- oder abzahlbar- 
viele) Mengen — und nicht notwendig in Intervalle — zerlegt werden; 

3. der Integrationsbereich braucht nicht notwendig eine Strecke der 
Zahlengerade zu sein, es kénnen vielmehr aus Elementen beliebiger Natur 
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bestehende Mengen als Bereiche, iiber die integriert wird, zugelassen 
werden; 

4. schlieBlich kann man auch die Werte der Funktion y(4) unter 
den Elementen eines beliebigen Vektorraumes und nicht notwendig unter 
den reellen Zahlen wihlen. 


In der ersten dieser vier Richtungen ist in der Gestalt des Stieltjesschen 
Integrals und seiner unmittelbaren Verailgemeinerungen ein groBer Fort- 
schritt erreicht worden: anstatt der Lange /(4) wurde eine beliebige addi- 
tive Intervallfunktion eingefiihrt. Allerdings finden wir die allgemeine 
Fragestellung zuerst bei J.C. Burkill*), welcher 1924 fiir eine beliebige 
Intervallfunktion (4) das Integral 


b 
Sa9(4) 
als den Limes der Summenausdriicke 


» #(4;) 
bei unendlich fein werdenden Zerlegungen von (a, b) in Teilstrecken 4; 
definiert hat. Burkill hat sich dabei auf die Betrachtung eindeutiger Funk- 
tionen g(4) beschrinkt, wodurch ihm die Méglichkeit genommen wurde, 
die klassische Cauchysche Integraldefinition als Spezialfall der seinigen zu 
erhalten. 

In der vorliegenden Arbeit werden dagegen in systematischer Weise 
mehrdeutige Funktionen zugelassen, und es werden — ebenfalls systema- 
tisch — die Funktionen f(z) durch Intervall- — sogar allgemeiner — durch 
. Mengenfunktionen f(#) ersetzt, welche als ihren Wert auf E den Inbegriff 
der dortselbst von f(2) angenommenen Werte annehmen; erst dieser Weg 
liefert uns eine allgemeine Integrationstheorie, die unter dem Integralzeichen 
nur eine Mengenfunktion kennt. Die Zerspaltung der zu integrierenden 
Funktion in zwei Faktoren: eine Punkt- und eine Mengenfunktion, welche 
bis heute samtliche Integrationstheorien beherrschte, erscheint somit als 
eine kiinstliche und unmotivierte Einschrinkung, welche gleichzeitig die 
Allgemeinheit der Probleme und die Einfachheit der Methode unndtig be- 
eintrachtigt. ‘ 

Den wichtigsten Fortschritt auf dem zweiten Wege verdankt man be- 
kanntlich Lebesgue, welcher das Integral (1) als den Limes von Summen- 
ausdriicken 


(4) , > f(#,;)m(£,) 


®) The derivates of functions of intervals, Fund. Math. 5 (1924), p. 321. 
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definiert hat; die Z; sind dabei meBbare Mengen, in die die Strecke (a, b) 
zerlegt wird, und m(H) ist das Ma8 der Menge Z. Lebesgue verlangt in 
seiner Definition, daB der Ausdruck (4) fiir Zerlegungen von einer naher 
prazisierten Art gegen einen Limes konvergiert. Die allgemeine Definition 
des Grenzwertes eines von einer Zerlegung der Strecke (a, b) abhingenden 
Ausdruckes bei ,,unbeschrankter Fortsetzung“ der Zerlegung (vgl. Kap. II, 
Nr. 8) ist aber von E. H. Moore*) gegeben worden. E. H. Moore weist 
selbst darauf hin, daB der von ihm eingefiihrte Limesbegriff eine besonders 
einfache Form der Lebesgueschen Integraldefinition erméglicht und zu Ver- 
allgemeinerungen desselben fiihrt. Ejinige Verallgemeinerungen des klassi- 
schen Stieltjesschen Integrals hat auf diese Weise H. L. Smith®) erhalten. 

Was die Allgemeinheit der zulassigen Integrationsbereiche betrifft, so 
hat — nach einer Reihe von Untersuchungen verschiedener Autoren — 
Fréchet in der bereits zitierten Arbeit endgiiltig festgestellt, daB die ganze 
allgemeine Integrationstheorie ohne jegliche Einschrankung dieser Allgemein- 
heit entwickelt werden kann. 

Das, was in diesen ersten drei Richtungen in der Theorie der Integration 
bis jetzt gemacht worden ist, wurde bei der Aufstellung der in der vor- 
liegenden Arbeit aufgestellten Definition beriicksichtigt. Dagegen ist der 
noch iibrig bleibende vierte Weg — die Integration von Funktionen, deren 
Werte einem willkiirlichen Vektorraum angehéren — bewuSt auBer Betracht 
gelassen. Die Mehrzahl der Resultate lat sich auch fiir diesen Fall ver- 
allgemeinern; jedoch wiirde die Durchfiihrung dieser Verallgemeinerung die 
Darstellung unnétig iiberlasten. 


§ 3. 

Im vorigen Paragraphen haben wir denjenigen Entwicklungsweg des 
Integralbegriffes verfolgt, welcher mit der Leibnizschen Idee der Summa 
Omnium beginnt; dabei haben wir gesehen, daB diese ganze Entwicklungs- 
linie eine konsequente und zwanglaufige Entfaltung der urspriinglichen 
Leibnizschen Idee war, obgleich manche neuere Definitionen sehr weit von 
der Anfangsidee entfernt zu sein scheinen. 

Anders steht die Sache mit dem Begriff des unbestimmten Integrals: 
die das unbestimmte Integral als Funktion eines Punktes betrachtende 
klassische Auffassung hingt wesentlich mit der Integration iiber ein lineares 


*) E. H. Moore and H. L. Smith, A general Theory of Limity. Amer. Journ. of 
Math. 44 (1922), p. 102—121; vgl. auch Schatunowsky, Einfiihrung in die Analysis, 
1923 (russisch ). 

5) On the existence of Stieltjes Integral, Trans. of the Amer. Math. Soc, 27 (1925), 
p. 491—515. 
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Intervall zusammen, und kann nicht einmal fiir den Fall mehrfacher Inte- 
grale verallgemeinert werden. Erst in der letzten Zeit ist man mu der all- 
gemeineren und gleichzeitig einfacheren Auffassung gekommen, die im un- 
bestimmten Integral eine Funktion der Menge, iiber die integriert wird, 
erblickt. Wir werden im folgenden nur mit der letztgenannten Auffassung 
zu tun haben. 

Im Falle des Stieltjes-Radonschen Integrals handelt es sich um zwei 
additive Mengenfunktionen g(Z#) und y(Z) und eine Punktfunktion f(z), 
die miteinander durch folgende Relation 





(1) v(B) = ft(z)de(Z), 
(2) Ieee f(z) 


verbunden sind. Die zweite dieser Relationen findet dabei nur ,,fast iiberall“ 
statt. Es ist dazu noch zu bemerken, da8 der Begriff der Ableitung einer 
Mengenfunktion in bezug auf eine andere wesentlich von den geometrischen 
Eigenschaften des Raumes, in welchem die entsprechenden Mengen liegen, 
abhingt. Immerhin wird in einem Anhang zu dieser Arbeit gezeigt, dab 
auch im Falle eines auf einer abstrakten Menge (ohne jegliche Erklarung 
geometrischer Begriffe) definierten Integrals vom Stieltjes-Typ man die Ab- 
leitung (2) so definieren kann, daB (2) aus (1) folgt. 

Die mit den Formeln (1), (2) zusammenhingende allgemeine Auffassung 
des Integralbegriffes wird insbesondere von Lebesgue vom Standpunkt ihrer 
grundlegenden Bedeutung fiir Probleme der Physik hervorgehoben. Wir 
werden jedoch sehen, daB, rein logisch gesprochen, dieser Integralbegriff 
‘sich als Spezialfall in das allgemeine Integrationsverfahren 


(3) v(E) = {o(4B) 


mit einer im allgemeinen nicht additiven Mengenfunktion »(#) einordnet. 
Ich hoffe in einer spiteren Arbeit zu zeigen, daB diese noch allgemeinere 
Auffassung auch mathematisch gerechtfertigt ist, und daB sie namentlich 
in der MaBtheorie und in der allgemeinen Theorie der Quadratur der Flachen 
von groBem Nutzen ist. 


Im Falle (3), wo zwei Mengenfunktionen auftreten, von denen nur die 
eine additiv ist, kann die Integration natiirlich mit keinem Differentiations- 
verfahren verbunden werden. Nichtsdestoweniger sind die beiden Funk- 
tionen g und wy auch in diesem Fall durch eine Relation verbunden, die 
einen ausgesprochenen differentialen Charakter hat, und die wir im folgenden 
unter dem Namen der Differentialdquivalenz einfiihren werden. 
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Zweites Kapitel. 
Erste Integrationstheorie. (Abzihlbare Zerlegungen.) 


§ 1. 
Definitionen und einleitende Betrachtungen. 
1. Ein Mengensystem mit der Eigenschaft, daB der Durchschnitt von 


je zwei Mengen des Systems wieder dem System angehért, soll ein M- Bereich 
(= ein multiplikativer Bereich) heiBen und durch Yt bezeichnet werden‘). 


2. Jede Zerlegung einer zum gegebenen M-Bereich gehérenden Menge E 
in endlich- oder abzahlbarviele disjunkte Summanden aus demselben Bereich: 
E= SE, 

soll durch : 
DE=SJE, 


bezeichnet werden; die Mengen £, heiBen dabei Elemente der Zerlegung D. 
3. Jede Zerlegung DH mit den Elementen Z, induziert in einer Teil- 
menge E’ von E eine eindeutig bestimmte Zerlegung 


DE = SE,=SE'-E,, 


welche mit demselben Symbol D bezeichnet wird. 

4. Eine Zerlegung D’E heift Fortsetzung der Zerlegung DE, falls 
jedes Element EZ, von ®’ in einem Element E von D als Teilmenge ent- 
halten ist; in Zeichen: D’>D. Offenbar folgt aus D” > D’, D’> MD die 
Ungleichung D” > D. 

5. Unter dem Produkt zweier Zerlegungen D’E und DEF wird die 


Zerlegung ('9"] B= SBE 


verstanden, wobei HZ, und E,, bzw. die Elemente von D’ und D” bedeuten. 
Vermége der Grundeigenschaft der M-Bereiche gehéren die Elemente letzterer 
Zerlegung unserem M-Bereich an. Das Produkt zweier Zerlegungen ist offen- 
bar eine gemeinsame Fortsetzung dieser beiden Zerlegungen. 


6. Wir definieren noch die Summe von Zerlegungen: wenn 
DE=SJE,, 
n 
(n) 
OQ” £,=DJ£,. 
m 
*) Wenn im Mengensystem It zwei zueinander fremde Mengen enthalten sind, 


so ist nach Voraussetzung auch die leere Menge in M enthalten. 
Mathematische Annalen. 103. 44 
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und 
DE=TE,,.= STE. 
ist, so soll 


D'E=SDE, 


definitionsgema8 gesetzt werden. Offenbar kann jede Fortsetzung D’E der 
Zerlegung DEH in einer solchen Form dargestellt werden und dabei auf 
eine einzige Weise; die Zerlegungen DZ, heiSen sodann Komponenten 
der Fortsetzung D’Z. Auch die Umkehrung dieser Behauptung gilt: jede 
Zerlegung 3D” EZ, ist offensichtlich eine Fortsetzung der Zerlegung DZ. 

7. Die Gesamtheit der Elemente aller Zerlegungen DE der Menge E 
wird durch IN bezeichnet. Das Mengensystem 9) Z ist selbst ein M- Bereich: 
falls in der Tat EZ’ und E” Elemente von ME sind, so treten sie als 
Elemente gewisser Zerlegungen D'Z und D”E auf; der Durchschnitt von 
E’ und E” ist sodann ein Element von [D’D”") £. 

Wenn die Menge G ein Element von MZ ist, so ist MG in MEF 
enthalten. 

8. Man nehme jetzt an, da auf einer gewissen Menge von Zer- 
legungen DE der Menge £ eine ein- oder mehrdeutige Funktion f(D) 
definiert sei. Wir nennen nach E. H. Moore die Zahl J den Limes von 
f(DE) bet unbeschrankter Fortsetzung der Zerlegung DE, in Zeichen 

J=I(f(DE)), 
falls fiir jedes «>0 ein solches DE existiert, daS fiir jedes D’>D die 
Funktion f(D’) definiert ist und der Ungleichung 
sup | f(D’) —J| <e 
geniigt ’). 

Wie leicht ersichtlich, kann mehr als ein Limes J unméglich existieren: 
falls zwei Limites J’ und J” vorhanden wiren, wiirde man auch zwei Zer- 
legungen D’E und D"E derart finden kénnen, daB fiir ihr Produkt (das ja 
die gemeinsame Fortsetzung der beiden Zerlegungen ist) die Ungleichungen 


sup | f(D’D”}] — J’ |< > 
sup | f(D’ D"}] — J"| <5 


gelten, woraus |J’—J”|<e folgt; da alles bei jedem positiven « statt- 
finden soll, muB J’= J” sein. 


9. Ein Limes existiert fiir f(#) dann und nur dann, wenn das 
Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt ist, nimlich: es gibt fiir jedes 


”) Siehe die in ‘) zitierte Arbeit von Moore und Smith. 
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fa 


si 
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e>0 eine ,e-regulare Zerlegung DH“ — d. h. eine solche, da8 aus D’ > D 
sup | f(DE) — f(D'E)|<e 
folgt *). 
10. Es ist leicht, die obige Definition fiir den Fall J= + co zu ver- 
allgemeinern: man setzt namlich 
L[f(DE)} =+ 0, 
falls fiir jedes H< +o ein solches DE existiert, dab fiir D’ > D 
inf [f(D’Z)| >H 
ausfallt. 
In analoger Weise definiert man den negativ unendlichen Limes. 


§ 2. 
Definition und einfachste Eigenschaften des Integrals. 


11. Die Funktion f( 2) sei definiert fiir alle Elemente der Zerlegung D E. 
Wir fiihren die Bezeichnung ein: 


(Rf)(D#)—21(4,), 


im Falle der Mehrdeutigkeit von f wird auch (Rf) mehrdeutig (man er- 
halt verschiedene Werte von (Rf), indem man fiir jedes Z, einen be- 
liebigen fiir H erklarten Wert der Funktion f wahit). Damit die obige 
Bezeichnung einen Sinn hat, wird vorausgesetzt, daB die Reihe rechts bei 
jeder Wahl der Funktionswerte f(Z,) eine absolut konvergente sei®). 

(Rf)(DE) kénnte die Riemannsche Summe von f in bezug auf die 
Zerlegung DE genannt werden. 

12. Als Integral von f tiber die Menge E in bezug auf den gegebenen 
Bereich IN soll definitionsgemaB gesetzt werden 


(M) J (4B) =1[(R)(D#)), 


wobei der Limes im Sinne der Nr. 8 verstanden ist. 


Das (2) vor dem Integralzeichen wird man meist fallen lassen kénnen, 
weil alle Betrachtungen, in denen gleichzeitig mehrere Integrale vorkommen, 
sich immer auf einen und denselben M-Bereich beziehen werden. 


*) Dabei nimmt die Differenz zweier mehrdeutiger Ausdriicke jeden Wert an, 
welcher als Differenz zweier Werte der gegebenen Ausdriicke auftritt. 
®) Wir nehmen dabei an, daB fiir die leere Menge alle in Betracht kommenden 
Funktionen gleich Null sind. Diese Verabredung ist fiir jede additive Theorie von 
Mengenfunktionen niitzlich; insbesondere wiirde sonst keine Funktion integrierbar. 
44* 
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13. Offenbar kann ein Integral nicht existieren, ohne daB die Funktion (R f) 
fiir alle Fortsetzungen einer Zerlegung DZ definiert sei. Was dabei die 
Funktion f betrifft, so werden bei der Integraldefinition jedenfalls nur ihre 
Werte fiir Elemente des Systems It H benutzt, wobei schon die Werte ge- 
niigen, die sie fiir simtliche Elemente aller Fortsetzungen einer gewissen 
Zerlegung DE annimmt. Den Bereich dieser letzteren Mengen bezeichnen 
wir mit MDL. Es ist klar, daB MDL ein Teilsystem von MH und 
selbst ein M-Bereich ist. Eine Mengenfunktion, welche fiir alle Elemente 
eines IRD definiert ist, soll eine auf WH in differentialer Weise 
— oder kurz differential-definierte Funktion heiBen. Sodann besteht 
die notwendige Bedingung dafiir, daB das Integral von f iiber Z existiert, 
in der Eigenschaft von f, auf IH in differentialer Weise definiert 
zu sein. 

14. Higenschaften des Integrals. 

I. Falls das Integral von f existiert, so existiert auch das Integral 
von f tiber jede Menge aus M EL. 

Der Beweis dieser Eigenschaft wird zusammen mit dem der folgenden 
Eigenschaft gefiihrt werden. 

Il. Das Integral ist eine additive Mengenfunktion, d. h. fiir jede Zer- 
legung DE gilt: 


(1) { f(¢#) =2 J f(a8,); 


dabei folgt aus der Existenz des Integrals auf der linken Seite dieser 
Gleichung die Existenz sdmtlicher Integrale auf der rechten Seite (letztere 
_ Behauptung ist mit der Behauptung I identisch), sowie die absolute Kon- 
vergenz der Reihe dieser Integrale. 

Beweis. Man nehme in der Tat an, daB das Integral von f iiber Z 
existiert, d.h. daB (Rf)(DH) bei unbeschrankter Fortsetzung von DEF 
zu einem bestimmten Limes konvergiert. Dann existiert wegen Nr. 9 fiir 
jedes e > 0 eine e-regulire Zerlegung D’ Z, fiir deren jede Fortsetzung D” £ 


|(Rf)(D" B) —(Rf)(D’E)| <e 


ist. Ich behaupte, da8 die Zerlegung D’ EZ, ebenfalls e-regular ist. Es sei 
in der Tat D”’ Z, eine Fortsetzung von D’Z,; dann gilt, wie leicht er- 
sichtlich, 


(Rf) (D" £,)—(Rf)(D'E,)| =|(BP) (D"B,+ 3 DE.) — (Rf) S(DE,,)| 


=|(Rf)(D" £)—(Rf)(D’ B)|<e, 
wobei D'’ Z offenbar eine Fortsetzung von D'E ist. 
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Da fiir jedes ¢ eine e-regulare Zerlegung D'Z, existiert, so existiert 
auch der Limes von (Rf)(DE£,), d.h. das Integral J, von f iiber Z, fiir 
jedes n. Wir wahlen fiir jedes n eine solche Zerlegung D,Z,, daB fiir 
jede Fortsetzung D, E,, 


ist. Wir setzen jetzt 
D’£= SD, £,. 
Fiir jede Fortsetzung D”E= 5D, E£, dieser Zerlegung gilt offenbar die 
Ungleichung . 
\(Rf)(D"E)— SI,| =D | (Rf) (Dx Bx) — J, |<e, 
aus welcher folgt, daB das Integral von f iiber Z den Wert YJ, hat, 


w. z. b. w. ’ 
Wf (h(a) + 4,(48)) = J (2B) + f A(a8), 
7 
wobet aus der Existenz der rechten Seite die Existenz der linken folgt. 
IV. fe r(@z) =kf f(dB). 
& 


V. Wenn f,(£)=>f,(2) fiir alle Mengen, fiir die beide Funktionen 
definiert sind*®), ausfallt, so ist auch 


{f(@z) 2 Jf (az). 


VI. Das Integral einer auf ME additiven Funktion ist mit thr 
identisch. 


VIL. Es seien eine Funktion f und eine Funktionenjolge f,, fy, .-+ fas + 
derart gegeben, daB 
sup [(R|f,—f|)(DEL))—-0, (n-+co)™), 
dann ist 


{t(aB)—fr(dB), — (n-+00), 


wobei aus der Existenz der Integrale auf der linken Seite letzterer Relation 
die Existenz des Integrals auf der rechten Seite folgt. 


Alle diese Eigenschaften bediirfen kaum eines Beweises. 





10) Dabei bedeutet die Ungleichung /,(2)>/,(2), daB jeder Wert von /,( 2) 
gréBer als alle Werte von f,(Z) ist. 

11) Das Zeichen sup bedeutet hier die obere Grenze der Werte (2|/f,—f |) bei 
allen DE und einem festen n. 











A. Kolmogoroff. 


§ 3. 
Der Begriff der Differentialiquivalenz und die zweite Definition des 
Integrals. 


15. Wir sahen, daB, wenn f iiber Z integrierbar und folglich auf einem 
gewissen INDE definiert ist, ihr Integral 


F(@) = f(d@) 


eine additive Funktion ist, welche fiir alle Mengen G des Systems It Z defi- 
niert ist. Es entsteht natiirlich die Frage: Welches sind die Beziehungen 
zwischen den Funktionen f und F? Die Antwort auf diese Frage ergibt 
sich mit Hilfe folgender 

Definition: Die auf ME differential-definierten Funktionen f(G) 
und g(G) heiBen differential-dquivalent auf IME, wenn fiir jedes « >0 
eine solche Zerlegung DE existiert, dap fiir jedes D’'E> DE 
- sup "| f(x) — 9(Bs)| <e 
ist. 

Die Eigenschaft der Differentialaquivalenz kann kiirzer in folgenden 
beiden Formen ausgesprochen werden: 


1[(R|f—g|)(D£))=9, 
oder 


(1) f\t(4B) —9(aB)|—0. 


Wir fiihren endlich noch folgende Bezeichnung fiir die Differentialaquivalenz 
_ auf MH zweier Funktionen f und g ein: 
(dB) =g(dk)(ME), 

wobei (9% #) in Fallen, wo kein MiBverstandnis zu erwarten ist, weg- 
gelassen wird. 

16. Die Differentialiquivalenz geniigt der Transitivitatsbedingung, d. h. 
es folgt aus 

f(d#)=g(dE) und g(dk)=h(d2), 
daB 
f(dE) = h(dE) 

ist. 

Es existieren in der Tat D,# und D,Z derart, da® fic ihre Fort- 
setzung D;£ und D;E die Ungleichungen 


sup (R|f—g|)(DiE) <5, 


sup (R|g—h|) (DE) < $ 
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bestehen. Man sieht nun ohne Miihe ein, da® fiir jede Fortsetzung D; £ 
der Zerlegung D, ZH =(D,D,] H die Ungleichung 


sup (R|f— |) (DE) <e 
stattfindet, w. z. b. w. 


17. Um den Begriff der Differentialaquivalenz vollstandiger charakteri- 
sieren zu kénnen, beweisen wir noch folgenden 


Satz: Hs sei p(x,,%,...,%,) eine der Lipschitz-Bedingung 
| P (ays y ++ +y By) — P(Yr Yo +++ Ym) |< KSB — vs 
gentigende Funktion von n reellen Verdnderlichen. Wenn die Funktionen 
fas fer --ea fy und f;, fy, ---, fn auf ME differential-definiert sind und den 
Bedingungen , 
fe (@E) = f (4B) 
geniigen, so tst 
® (dE) = p[f,(4B), (dB), .... f,(@B)) = 
= ®' (dE) = (fi (dE), fy(dE),..., f,(aE)). 


Beweis. Fiir jedes « existieren Zerlegungen D,H# von der Beschaffen- 
heit, daB fiir alle D{E > D,Z£ 


sup S| fi (tm) — fe(Eem)| <p 
ist. Jede Fortsetzung D’E der Zerlegung 
DE=(D,, D,,...,.D, Jz 
ist auch Fortsetzung jedes D,H#, woraus die Ungleichung 
sup 3) ®' (Em) — ®(Bm)| <e 
und mit ihr unser Satz ohne weiteres folgt. 


18. Aus der Bedingung (1) fiir differential-aquivalente Funktionen f 
und g folgt, daB fiir jedes G aus MZ 


{\(a@)—9(aG)|=0 
und vermége der Integraleigenschaft V (Nr. 14) 

{lf(a@) — 9(4@)] <0, 

{(9(a@@)— r(a@)} <0, 
(2) {lt(a@) —9(4@)] =0. 


Wenn eine der beiden Funktionen f und g integrierbar ist, so ist 
offensichtlich 


{f(a@) = f g(d@). 
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Wir wollen jetzt beweisen, daB auch umgekehrt aus dem Erfiilltsein 
von (2) fiir jedes G die Differentialaquivalenz der Funktionen f und g 
folgt. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Differential- 
dquivalenz zweier Funktionen besteht somit in dem Verschwinden der Inte- 
grale ihrer Dijferenz iiber jedes aus I E genommene G. 

Dadurch, daB man h = f — g setzt, reduziert sich unsere Behauptung 
auf die folgende: 

19. Fiir jede Funktion h(E) folgt aus der fiir sdmtliche G aus ME 
als erfillt vorausgesetzten Bedingung 


fr(ae) =0 
die Relation 

{\r(ae)| =0, 
oder, was dasselbe ist, 

h(dE)=0. 


Beweis. Vermége der Integrierbarkeit von A iiber EZ existiert eine 
e-regulare Zerlegung DE, fiir deren jede Fortsetzung D’ 2 


sup |(Rh)(D'E)| <e 
ist. 
Ich behaupte, daB dann fiir jedes D’'E > DE 
sup (R|h|)(D'E)<4e 
gilt, womit unser Satz bewiesen sein wird. 
Man nehme das Gegenteil an: es existiere somit ein solches D’E, dab 
sup (R|h|) (D'£) = sup S| h(Ey)|>4e 
ausfallt. Man kann dann aus der Gesamtheit N aller Indizes n ein Teil- 
system M wihlen, so daB 
sup |  h( En) | > 2e. 
M 


Fiir jeden Index n aus N — M = L wihlen wir ein solches DZ, daB 


sup |(Rk)(DEZ)|<5 , 
gilt, und setzen 
D"E=SE,+SD”£,. 
M L 
Wie leicht ersichtlich, ist 
sup |(Rh)(D" Z)| > sup | 24 (Hn) | — 5 sup |(Rh)(DE,)| >e, 


was einen Widerspruch bedeutet, weil D” Z eine Fortsetzung von DE ist. 
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20. Die tiber E integrierbare Funktion f(G) ist auf ME mit ihrem 
unbestimmten Integral 
F(@)= J f(d@) 


auf ME differential-dquivalent. 
Es ist in der Tat 
J F(@e) = F(G) = { f(d@) 
und vermége Nr. 18 
f(dE) = F(dB). 

Auch die Umkehrung dieses Satzes stimmt: Wenn f(@) einer auf 
ME additiven Funktion F(@) differential-aquivalent ist, so folgt aus 
Nr. 18, daB 

{f(4z) = [ Faz) = F(E) 
ist. 

21. Wir erhalten so die 

Zweite Definition des Integrals. Das Integral von f iiber E ist 
die der Funktion f auf ME differential-dquivalente additive Funktion. 

Aus dem soeben Bewieseren folgt, daB eine solche Funktion, falls sie 


iiberhaupt existiert, eindeutig bestimmt ist, sowie daB die zweite Definition 
des Integrals mit der ersten aquivalent ist. 


§ 4. 
Bemerkungen iiber unendliche Werte des Integrals. 


22. In der Nr. 10 wurde der Sinn des Ausdruckes ,,eine Funktion der 
Zerlegung DEH konvergiert bei unbeschrankter Fortsetzung der Zerlegung 
gegen + co“ erklart. Es ware jedoch kaum zweckmibig, die Definition der 
unendlichen Integralwerte dadurch zu erhalten, daS man in der Definition 
der Nr. 14 die Limesdefinition der Nr. 8 durch die der Nr. 10 ersetzt. 
Vielmehr erscheint es als durchaus natiirlich, schon die Definition der abso- 
luten Konvergenz so zu verallgemeinern, da8 auch unendliche Werte der 
Riemannschen Summen (Rf)(D) in Betracht gezogen werden kénnen. 
AuBerdem erscheint es angebracht, auch die Forderung der Endlichkeit der 
zu integrierenden Funktion fallen zu lassen, und folglich auch + oo als 
zulassige Funktionswerte zu betrachten. 

Wir fiihren damit folgende Definition ein: 

Die Reihe 

2 Uy 


soll in folgenden Fallen absolut konvergent im weiteren Sinne heifen: 
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a) wenn sie im gewdhnlichen Sinne absolut konvergiert; 

b) wenn die Summe ihrer positiven Glieder + co ist, wahrend die 
negativen im gewodhnlichen Sinne absolut konvergieren; in diesem Fall kon- 
vergiert die Reihe definitionsgem’B gegen -++-0co; dadurch, daB man die 
Rollen der beiden Vorzeichen umtauscht, erhilt man gegen — oo konver- 
gierende Reihen. 

c) Wenn einige Glieder gleich + co sind, wahrend die iibrigen im 
Sinne a) oder b) gegen einen endlichen Wert oder gegen + co konver- 
gieren, so konvergiert die Reihe definitionsgema8 gegen +-0o; in analoger 
Weise erhalt man den Fall — co. 


23. Bis auf die modifizierte Definition der absoluten Konvergenz 
bleibt die Definition von (Rf)(DE) die friihere, wahrend die Definition 
des Integrals — unter Benutzung der in der Nr. 10 gegebenen Defi- 
nition des unendlichen Limes — sich im iibrigen wie in der Nr. 12 ge- 
staltet. 


24. Was die Eigenschaften I bis IV des Integrals betrifft, so bleiben 
nur V, VI und VII ohne weiteres erhalten, wobei bei der Formulierung 
von VI der Begriff einer additiven Funktion in einem naturgema8 allge- 
meineren Sinn zu verstehen ist: eine Funktion f(@), die fiir jedes G aus 
ME einen eindeutig definierten, wenn eventuell auch unendlichen Wert 
annimmt, hei8t im weiteren Sinn additiv, falls fiir jede Zerlegung DG die 
Gleichung 


1G = ST (G,) 


. im Sinne der verallgemeinerten absoluten Konvergenz gema8 der Definition 
der Nr. 22 zutrifft. 


25. Die Eigenschaft I fallt im allgemeinen weg, wie man etwa dem 
folgenden Beispiel entnimmt: IH bestehe aus den beiden zueinander 
fremden Mengen Z, und £,, H= E,+ EH,, und es sei 


f(#,)=+1, f (£,) = + 00; 


offenbar ist das Integral von f iiber Z gleich + co, wahrend das Integral 
iiber Z, tiberhaupt nicht existiert. 

Die Eigenschaft II bleibt mit der Einschrinkung erhalten, da8 aus 
der Existenz der linken Seite nicht mehr die Existenz der rechten zu 
folgen braucht. 

Die Eigenschaft III bleibt bis auf den Ausnahmefall erhalten, in dem 
die rechte Seite die Gestalt (+ co) + (— co) annimmt, die Eigenschaft IV 
gilt, wenn nicht K=0, bzw. = +0 ausfallt. 
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26. Die zweite — auf dem Begriff der Differentialiquivalenz fubende 
Integraldefinition — l48t sich nicht fiir den Fall erweitern, in dem unend- 
liche Werte des Integrals zugelassen werden. Es bleibt immerhin der Satz 
erhalten : 


Falls f,(dEZ) = f,(dH) ist, so sind die beiden Funktionen gleichzeitig 
integrierbar oder nicht, wobei im ersten Falle 


ff.(@8) = [f,(a8) 


ist. 


§ 5. 
Einige Integrierbarkeitsfalle. Halbadditive Funktionen und Funktionen 
mit beschrinkter Variation. 


27. Eine eindeutige Funktion, die eventuell auch unendliche Werte 
annimmt, aber jedenfalls iiberall auf IH definiert ist, heiBt halbadditiv 
nach oben, wenn fiir jede Zerlegung DG einer Menge G aus IEF die Un- 


gleichung 
1(@)= S7(G,) 


stattfindet, wobei die Reihe der rechten Seite im (in der Nr. 22 auseinan- 
dergesetzten) weiteren Sinne absolut konvergiert. Falls unter denselben 
Bedingungen die Ungleichung 


1(@)< E1(6,) 


stattfindet, heiBt f halbadditiv nach unten. 

Falls f(G@) halbadditiv nach oben ist, so ist — f(@) halbadditiv nach 
unten und umgekehrt, woraus in den meisten Fallen die Méglichkeit ent- 
steht, sich auf die Untersuchung der einen dieser beiden Funktionenklassen 
zu beschrinken. 

28. Fiir eine Funktion f, die halbadditiv nach oben ist, ist fiir simt- 
liche D'G > DE 

(Rf) (DE) > (Rf) (DG). 

Es sei in der Tat 

O'G=F6,, DG,=DG,,; 
dann ist 


(Rf) (DE) = T1(G,) = J Bl(Gam) = (BF) (D'@). 


Fiir nach unten halbadditive Funktionen gilt offensichtlich die umge- 
kehrte Relation. 
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29. Jede halbadditive Funktion auf ME is. integrierbar tiber E. 
Es sei in der Tat f halbadditiv nach oben. Wie leicht ersichtlich, 
entspricht die Zahl 
J = inf [((Rf)(DE)) 
der Definition des Integrals 


J f(dB). 
Fiir eine nach unten halbadditive runktion gilt entsprechend 
ff (a8) = sup [(Rf) (DE). 


Diese Tatsachen sind Spezialfille der folgenden: Wenn die eindeutige 
Funktion f(D) eine nicht wachsende ist, d.h. wenn aus D’E > DE die 
Ungleichung f(D’ E) < f(DE) folgt, so ist 


i[f(DE)) = inf (7(DE)); 
wahrend fiir nicht abnehmende Funktionen die Ungleichung 


L[f(DEL)) = sup (/(DZ)) 
gilt. 
30. Unter der Voraussetzung, daB f,f,,f,,...,f, additiv sind, sind 


f(G)| und +Vf2(G)+ 2(@)+...4+£2(@) halbadditiv nach unten; 
eine leichte Rechnung (mit besonderer Beriicksichtigung des Falles, wo 
unendliche Werte auftreten) geniigt, um sich davon zu iiberzeugen. 

Es existieren somit fiir auf 322 additive Funktionen f die Integrale 


fif@z)|, [Var (ak)+...+ (ae). 


Das erste dieser Integrale ist die Totalvariation von f(G@) auf der 
Menge £. Die Darstellung der Totalvariation einer additiven Funktion in 
der Gestalt eines Integrals riihrt von Herrn Radon her, allerdings ohne 
Angabe des Sinnes, in dem das Integral genommen wird. Das zweite 
unserer Integrale mége die kombinierte Totalvariation der Funktionen 
fis fas ---s f, heiBen. 

31. Wenn ME ein additives Mengensystem (d. h.‘ein Mengensystem, 
welches alle Differenzen und endliche sowie abzihlbare Summen seiner 
Elemente enthalt) ist, auf dem /(@) als eine endliche und additive 
Funktion definiert ist, so ist bekanntlich auch die Totalvariation von f 
auf Z endlich. Dagegen kann man an einem einfachen Beispiel sehen, daB 
fiir allgemeine Mengensysteme 3 aus der Endlichkeit und Additivitat 
von f(@) auf ME die Endlichkeit ihrer Totalvariationen nicht zu folgen 
braucht. 
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Es sei £ die halboffene Strecke 0< 2<1. Das System MH mége 
aus simtlichen Strecken a<2z<b mit 0 << a<b<1 bestehen. Man be- 
trachte irgendeine stetige Funktion f(z) die im Punkte 0 von unendlicher 


Variation ist — man setze z. B. f(z) =z sin ~ — und definiere die Inter- 


vallfunktionen f{a, 6) als die Variation von f(x) auf [a, b): 
f(a, b) = f(b) — f(a). 


Es ist leicht zu sehen, daB f[a, 6) additiv auf MH ist (das einzige 
Bedenken, welches diesbeziiglich vielleicht entstehen kénnte, betrifft Zer- 
legungen des Intervalls [0,b); es wird aber dadurch sofort behoben, dab 
jede Zerlegung der letzterwahnten Strecke notwendig ein Element von der 
Gestalt [0,a@) enthalt, und da alle iibrigen Elemente vom gefihrlichen 
Punkt 0 entfernt sind, bleibt die Additivitaét auch hier erhalten). Da offen- 
sichtlich 

(ME) [\#(d#)| = +00 


ist, ist unser Ziel erreicht. 


32. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB jede der 
additiven Funktionen f,(G@), f,(@),...,f,(@) von beschrankter Variation 
set, besteht in der Endlichkeit des Integrals 





J= [Vii (aE) + (dB) +... +f (a8). 
Zum Beweis Ss geniigt die Bemerkung, da8 einerseits — vermdge 
In <VA+...+4 — 
{\fi(dB)|<J, 


wahrend andererseits 


J—sup [(R Vf +... + fe) (DEB) S Soup ((B|f|) (DEN=Zf fil (@B) 
ist. 

33. Fiir eine additive Funktion f(@) mit beschrinkter Variation 
erhalt man — wenn man 


e(@)=5[fir(ae)|+1(@)], 


1 
v(@)=3 [ {ir(@@)| —1(@)] 
setzt — die iibliche Darstellung als Differenz zweier nicht negativer Funk- 


tionen : 
f(G) = 9(@) — y(@). 
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34. Aus der differentialen Aquivalenz zweier Funktionen f’(G) und 
f” (@) folgt, wie leicht ersichtlich, die differentiale Aquivalenz ihrer Be- 
trige |f’(G@)| und |f”(G@)|; aus dieser Bemerkung folgt, daB, wenn f(G@) 
fiir die Mengen aus IZ ein endliches Integral F(G@) hat (welches ja nach 
Nr. 20 mit f(@) differential aquivalent ist), die Relation 


fir(@#)| = {| F(@e)| 


besteht. Die Totalvariation la8t sich somit fiir jede Funktion definieren, 
die ein endliches Integral iiber 2 besitzt. 


§ 6. 
Einige Satze tiber homogene Funktionen. 


35. I. Es seien f,(@), f.(@), ..., f,(@) auf MH definierte endliche 
additive Funktionen mit beschrankter Variation und o(x,,X,,.--,%,,) eine 
positiv homogene Funktion erster Ordnung, 








(1) y (tz,, ta,,...,t%,) =ty(z,,2,,...,%,) fir t*>0, 
mit beschrankten Ableitungen zweiter Ordnung in jeder Richtung: 
a* k 

(2) Os* |= Yai+ai+...+2!. 








Dann hat die Funktion 
¢ (G@) = 7 [f,(@), f,(@), ee f, (@)] 
ein endliches Integral iiber EL. 
Bewsis. Wir setzen 
o=Yari+a23+...4+2?, 
y=o+2ko, 
und behaupten, da8 der im x + 1-dimensionalen Raum durch die Gleichung 
a= wy(z,,2%,,..., 2) 


bestimmte Kegel V nach unten konvex ist. Es geniigt in der Tat fiir seine 
Konvexitat, daB fiir jede zum Radiusvektor aus 0 orthogonale Richtung 





ay ‘ 
a = 
sei; letztere Ungleichung folgt aber daraus, da8 fiir eine solche Richtung 
et 
as ee 
ist, was vermége (2) 
ay a ; a 
i= Ga t2kFs>0 


ergibt. 
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Aus der Konvexitét von V folgt, daB der Mittelpunkt der Strecke 


mit den auf V liegenden Endpunkten z’, x/, x,,..., 2, und 2”, 2,’, 2,’,..., an 
oberhalb des Kegels liegt, d.h. daB 
v(z')+y(2") '+2” 
2 > w(—4>), 
so daB (vermége (1)) 
(3) v(2’) + y(2") > y(2’ +2") 
ist. Ein leichtes Induktionsverfahren mit nachfolgendem Grenziibergang 
ergibt ferner, daB, falls 
> xm = x, 
fiir jedes k absolut konvergent ist, 
(4) J v(x) > (2) 
ausfallt. 

Aus (4) folgt unmittelbar, daB y [/,(G@),..., £,(@)] halbadditiv nach 
unten und folglich integrierbar iiber Z ist; da auch o[f,(@),..., f,(@)] 
integrierbar ist, so ist auch die Existenz des Integrals 

{ o(aB) = f v(ak) — f o(ak) 
, P 
bewiesen. 


36. Il. Es seien f,(G@), f,(G@),...,f,(@) additive Funktionen mit 
beschrankter Variation tiber ME und —(x,,2,,...,2%,) stetig und positiv 
homogen von erster Ordnung; unter diesen Bedingungen hat 


9 (G)= v[f,(@), (4), --- f,(@)) 
ein endliches Integral tiber E. 
Beweis. Wir stellen g als Limes einer Folge 
Pum (ys Lqy--+)Ly)—-> YP, M—- CO, 


von den Bedingungen des Satzes I geniigenden Funktionen y,, dar und 
sorgen dabei dafiir, daB bei jedem 7 > 0 fiir ein hinreichend groBes m 


' ln — P| Sd 
sei. Man setze ferner 


K— {Vi} (dB) +... + 02 (GB) = sup ((R VF +... + R)(DE)I, 
dann gilt fiir ein hinreichend groBes m 


(R\y,,—9|)(@#Z) snk. 


Die Eigenschaft VII (Nr. 14) erlaubt sodann aus der Existenz der 
Integrale von ¢,,(@) iiber 2 auf die Existenz von 


{o(@z) 





zu schlieBen. 
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37. IIL. Satz I behdlt seine Giiltigkeit auch im Falle, wenn von den 
Funktionen f,,f,,--.,f, nicht mehr die Additivitat, sondern blof die 
Existenz endlicher Integrale tiber E vorausgesetzt wird. 

Vermége Nr. 20 sind in der Tat die Funktionen f,(@) ihren un- 
bestimmten Integralen F,(G@) differential-aquivalent; vermége Nr. 17 sind 
fermetr_ @(C)=9[f,(G),--..f,(@)] und 0(@)=9[F,(@),.... F,(@)] 
ebenfalls differential-aquivalent; da die zweite dieser Funktion nach i 
integrierbar ist, ist dies auch fiir g(@) der Fall, w. z. b. w. 


§ 7. 
Integrale vom Typ S f@) g(a). 
Ez 


38. Definition. Fiir eime — evtl. auch mehrdeutige — Funktion f(z), 
soll die Mengenfunktion, die fiir die Menge Z alle Werte annimmt, welche 
f(x) auf der ganzen Menge £ durchlauft, mit f(#) bezeichnet werden. 

Wenn f(z) fiir alle eC # erklart und y(G@) auf ML differential- 
definiert ist, setzen wir 


(1) (M) f f(x) p (aH) = (Mt) f f(aB) p (ak). 


Wir interessieren uns in erster Linie fiir den Fall, in dem f(z) ein- 
dentig und ~(G) auf ME endlich und additiv ist. In diesem Fall sagen 
wir, daB das Integral (1) ein Integral vom Stieltjesschen Typ ist. Wir 
werden jedoch einiges auch fiir den allgemeinen Fall beweisen. 


39. Die Relation 
- (2) {role (dE) + 9, (d£)) = J f(z) y, (dB) + Jf(x)o (dE) 


ergibt sich unmittelbar aus der Eigenschaft III (Nr. 14), wobei aus der 
Existenz der rechten Seite von (2) die Existenz der linken folgt. Ein 
wenig komplizierter beweist man die Formel 


(3) fli (2) + h@))e(@B) = f (2) 9 (a) + J (2) 9 (a8). 
Aus der Eigenschaft [II folgt zuniachst 
(4) Sih (@#) + h(aB)] 9 (4B) = [ f,(4B) 9 (ak) + fF, (aB) 9 (a2), 


wobei die rechte Seite von (4) laut unserer Definition derselben Seite von 
(3) gleich ist, wahrend die linke Seite von (3) mit dem Ausdruck 


J fit ht) (GB) 9 (a8) 


iibereinstimmt, dabei bedeutet (f,+ f,)(@) den Inbegriff der Werte, die 
f,(z) + f(z) bekommt, wenn x die Menge G durchlauft. 
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Wenn f(G@) — im Sinne der Definition der Nr. 38 — als Menge in 
f’'(G@) enthalten ist, so schreiben wir — den iiblichen mengen-theoretischen 
Gebrauchen entsprechend — f(@)< f’(G@). Das Analoge gilt fiir Funk- 
tionen von Zerlegungen. Offenbar folgt aus f(DE£)< f’(DL) die Relation 


(5) U[f(DE)) =1[f'(DB)), 


wobei aus der Existenz der rechten Seite wiederum die Existenz der 
linken folgt. 

Die Inklusion f(G)C f’'(@) auf ME zieht nach sich die analoge 
Inklusion 


(Rf) (DE) < (Rf’) (DE) 
fiir die Riemannschen Summen, woraus wegen (5) sich 
(M) f F(a) = (M) fr’ (aB) 
ergibt. Da ferner 
(fA + fe) (@) C £(@) +4,(@), 
(f, + fe) (@) 9 (@) ¢ [A(4) + f(@)] (4) 
gilt, erhalt man unter Beriicksichtigung von (4) 


{th () + f(#)]9 (dB) = f (f, +f) (4B) 9 (dB) = 
= J (f, (dB) + f(a@B)] 9 (dB) = f f,(2) 9 (4B) + J f(x) 9 (4B), 
d. h. die Forme! (3), wobei auch diesmal aus der Existenz der rechten 


Seite die Existenz der linken folgt. 


40. Wir nehmen jetzt an, daB w(G) auf ME additiv und nicht 
negativ ist. Man betrachte eine Zerlegung DG der Menge G aus ME. 
Man zeigt leicht, daB fiir jede Funktion f(z) die Relationen 


sup {{R (f)] (DG)} = sup { E7(6,) ”(G,)} < sup {1(@) 39 (G,)} 
< sup (/(@) 9 (@)] 


und in analoger Weise 


inf {(R (fy)](DE)} Sj inf (f(@) (@)] 
bestehen. Fiir jede Fortsetzung D'E von DE gilt dementsprechend 


(6) sup {{ R(fy)](D'EZ)} < sup {(R(fy)](DE)} 
und 
(7) inf {[R (f)](D’L)} Sj inf {[R(fep)](D’Z)}. 


Die Riemannschen Summen von fg befinden sich also fiir eine ge- 
wisse Fortsetzung von DE zwischen engeren Schranken, als fiir die Zer- 
Mathematische Annalen. 103. 45 
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legung DZ selbst. Aus der Definition des Integrals, als den Limes der 
Riemannschen Summen, schlieBen wir ferner, da® fiir jede Zerlegung DE 


(8) im {(R(Fe))(DE)} < J (x) p (aE) < sup {(R(Fe)](DE)} 


ist. Auf Grund dieses Resultats kann in unserem Fall einer nicht nega- 
tiven auf INE additiven Funktion p(G) das Integral 


{t(2)e(ae) 


als die Zahl J definiert werden, fiir welche bei jedem « eine solche Zer- 
legung DE existiert, daB die Ungleichung 


(9) I[R(fe)}(DE)—J|<e 
stattfindet. 

Wenn in der Tat eine Zerlegung mit den soeben verlangten Eigen- 
schaften existiert, so bestehen dieselben (wegen (6) und (7)) auch fiir 
jede Fortsetzung dieser Zerlegung, was uns zur urspriinglichen Definition 
des Integrals fiihrt. Der Ubergang von der friiheren Integraldefinition zu 
der soeben formulierten ist trivial, da unsere jetzige Bedingung eine ab- 
geschwachte Form der urspriinglichen darstellt. 

41. Wenn (G@) additiv und mit beschrinkter Variation ist, so 
liefert die Darstellung (Nr. 33) in der Differenzform 


y (G) = y(@) —z(@) 
wegen (2) die analoge Darstellung 


(0) S F(z) (a) = J (x) y (dB) — f r(x) x(a). 


Die Formel (10) kann ebenfalls zur Definition des Integrals von f p 
dienen, falls die Integrale rechts im Sinne von Nr. 40 definiert sind. Man 
erhalt so als Spezialfall unserer Definition die Definition des Stieltjesschen 
Integrals, welche Fréchet und einige andere Autoren gegeben haben. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, da im Falle einer nicht nega- 
tiven »(G@) kraft der Formeln (6), (7), (8) der Gebrauch des E. H. Moore- 
schen Limesbegriffes bei der Definition des Stieltjesschen Integrals ver- 
mieden werden kann, denn die Existenz sogar einer Zerlegung mit einer 
kleinen Schwankung der entsprechenden Riemannschen Summen garantiert 
eine gute Annaherung an das Integral. Allerdings bildet der Gebrauch 
der Formel (10) zum Zweck der Integraldefinition im allgemeinen Falle 
sicherlich einen Umweg, so daB das dem Wesen der Sache entsprechende 
Verfahren in diesem Falle doch nur durch den Limesbegriff von E. H. Moore 
gegeben wird. 
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42. Wir nennen die Funktion f(z) meSbar auf M, wenn bei jeder 
Wahl der reellen Zahlen a und b die Menge Z (a < f(x) < b) derjenigen z, 
fiir welche f(x) der eingeklammerten Ungleichung geniigt, zum Mengen- 
bereich I gehért. Man zeigt leicht, daB wenn f(z) beschrinkt und auf I 
meBbar ist, wahrend g(G) auf demselben Mengenbereich eine beschrinkte 
Variation hat, das Integral (1) stets existiert. 

43. Wenn f(x) absolut kleiner ist als eine Konstante K, so folgt 
aus der Differentialiquivalenz zweier Funktionen g(Z#) und w(ZH) die 
Differentialaquivalenz von f(Z)g(H#) und f(#) y(#). Aus der Differential- 
aquivalenz des Integrals mit der unter dem Integralzeichen stehenden 
Funktion schlieBen wir ferner: 

Wenn f(z) beschrinkt ist und »(@) auf Z# ein endliches Integral 
besitzt, so ist 


{t(2)9 (a8) = f(z) {fo (aae)). 


Somit folgt aus der Existenz eines endlichen Integrals mit beschrinkter 
Variation von y(Z) bei einer beschrankten und meBbaren f(2) die Integrier- 
barkeit von f(xz)g(dH); es existiert insbesondere das Integral 


{ft@e (f, (@#), fy (dH), ..., f,(¢B)] 


sobald /,,/,,---,f, den Bedingungen eines der Sitze des §6 geniigen. 
In analoger Weise erhalt man als Spezialfall unserer Definition das Integral 
im Sinne von Hellinger**): 


af(z) af,(2) 
fue) fen) “a 


§ 8. 
Beispiele von M - Bereichen. 


44. Der Bereich IN, besteht aus offenen Intervallen (unendliche Inter- 
valle nicht ausgeschlossen) und samtlichen einzeln betrachteten Punkten 
der Zahlengeraden. Die Zerlegungen DZ treten dabei als Zerlegungen eines 
Intervalls H in héchstens abzdhlbar viele Intervalle und einzelne Punkte 
auf. In vielen Fallen (und zwar immer wenn die integrierende Mengen- 
funktion fiir einzelne Punkte den Wert Null hat) spielen dabei nur Inter- 
valle eine wesentliche Rolle. 

45. Ein Integral von der Form 


(M,) f r(2)1(aa) 


18) Crelles Journal 186 (1909), p. 284. 
45* 
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(wobei 1(4) die Lange des Intervalls 4 bezeichnet) stellt eine kleine Ver- 
allgemeinerung des klassischen Cauchy-Riemannscher Integralbegrifies dar: 
die und nur die Funktionen erweisen sich als in « sem Sinne integrierbar, 
die gleichzeitig mit ihrem Absolutbetrage nach dem Dirichletschen Ver- 
fahren integrierbar sind. 

46. Wenn F(x) nur Unstetigkeitspunkte erster Art besitzt, so definiert 
man (VF)(£) — im Falle, wenn £Z ein Intervall (a,b) ist — als die 
Difierenz F(b—0)— F(a-+ 0), wahrend fiir ein aus einem einzigen 
Punkte a bestehendes H man (VF)(Z)=F(a+0)—F(a—0O) setzt. 
Wir schreiben dann definitionsgema8 


(1) (M,) J f(x) a P(x) =(M,) f f(x) (VF) (ad). 


Diese Integraidefinition steht dem Integralbegriff von Stieltjes nahe; sie 
unterscheidet sich vom letzteren Begriff dadurch, da8 nicht nur endliche, 
sondern auch abzahlbar-unendliche Zerlegungen zugelassen werden, und iiber- 
dies der Limesbegriff von E. H. Moore benutzt wird. Diese zweite Tat- 
sache ist fiir das folgende leicht beweisbare Resultat von Wichtigkeit: 

Wenn f(x) und F(x) auf A beide eine beschrankte Variation haben, 
so existiert das Integral (1). 

Wenn die beiden Funktionen f(z) und F(z) in demselben Punkt eine 
Unstetigkeit aufweisen, so reicht die gewohnliche Stieltjessche Definition 
nicht aus. Integrale von diesem Typ sind insbesondere fiir manche Fragen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung von groSer Bedeutung. 


47. Der Bereich It, besteht aus allen im Lebesgueschen Sinne meB- 
‘baren Mengen der Zahlengeraden. Das Integral 


(My) ff (x) m, (2) 


(wobei durch m, das lineare Lebesguesche Ma8 bezeichnet wird) stimmt 
mit dem Lebesgueschen Integral iiberein. Wie in Nr. 40 bereits erwahnt 
wurde, leistet in diesem Fall der Limesbegriff von E. H. Moore nichts Neues. 

48. Der Bereich I, besteht aus allen im Borelschen Sinne meSbaren 
Mengen der Zahlengeraden. Wenn F(z) von beschrafkter Variation ist, 


laBt sich bekanntlich (VF)(2#) fiir jedes Z aus IM, bestimmen. Analog 
wie in Nr. 44 definieren wir 


(My) ff (x) dF (2) - (Ms) {7 (z) (VF) (dB). 


Fir im Borelschen Sinne meSbare Funktionen stimmt diese Definition 
des Stieltjesschen Integrals mit der von Lebesgue (in der zweiten Auflage 
seiner ,,.Lecons sur l’intégration“) gegebenen iiberein. 
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49. Wir nennen einen Y-Bereich einen §-Bereich (,,zerlegbarer Be- 
reich“), wenn je fiir zwei Mengen HZ, und Z£, von denen die erste eine 
Teilmenge der zweiten ist, eine Zerlegung DH gefunden werden kann, deren 
erstes Element die Menge £, ist und alle Elemente tiberhaupt dem Mengen- 
bereich It gehéren. 

Beispiele von §-Bereichen bilden etwa die Bereiche I2# (Nr. 7) und 
MDE (Nr. 13). Auf diese Weise hangt die Definition des Integrals nur von 
den Werten der zu integrierenden Funktion auf einem gewissen §-Bereich 
ab. Dementsprechend diirfen uns diejenigen Fille am meisten interessieren, 
wo die Mengenbereiche 9%, in bezug auf welche integriert wird, selbst 
3-Bereiche sind. Dieser Bedingung geniigen die im vorigen Paragraphen 
betrachteten Bereiche I,, Mt,, M,. Wenn anstatt von Mt, der aus Inter- 
vallen allein bestehende Bereich Mt’, der kein 3-Bercich ist, zum Grund- 
bereich einer Integrationstheorie gemacht wire, so wiirde diese Theorie 
formal sich tadellos entwickeln, dabei jedoch inhaltslos sein, weil ein Inter- 
vall in kleinere (disjunkte) Intervalle iiberhaupt nicht zerlegt werden kann, 
so da8 das Integral jeder Intervallfunktion stets mit dieser Funktion selbst 
zusammenfallen miiBte. 

Fiir einen §-Bereich stimmt der Bereich 8H mit der Gesamtheit 
aller Teilmengen von #, die zum gegebenen §-Bereich gehéren, iiberein. 

50. Falls ein Bereich 3’ in einem anderen Bereich 9 enthalten ist, 
so folgt aus der Existenz der Integrale (M’) fr (az) und (M) fr (az) 


im allgemeinen durchaus nicht ihre Gleichheit. Man kann sich davon an 
einfachen Beispielen iiberzeugen: Yt’ besteht aus einer einzigen Menge H, M 
aus den Mengen Z#, #,, EH, mit H=EH,+E£#,, E,E,=90; f(#)=90, 
f(#,)=1, f(#,) =1; 


(M’) fr(d@#)=0, (M) ff(az) =2. 
Wir kénnen aber die Formel 
(M’) Sf (a) = (M) fr(ak) 


im folgenden Spezialfall beweisen: 

Falls y(E) nichtnegativ und additiv auf M ist, so folgt fiir jeden 
Teilbereich IN’ von M die Relation — 
(1) (M’) f f(x) p (4B) = (M) f F(x) v(ak) 


aus der Existenz der beiden Integrale. 


Nach Nr. 40 existiert in Mt’ fiir jedes ¢ eine der dortigen Ungleichung (9) 
geniigende Zerlegung DH, wobei unter J das Integral ‘der linken Seite der 








682 A. Kolmogoroff. 


Formel (1) zu verstehen ist. Da aber DZ auch als eine Zerlegung in 
betrachtet werden kann, so folgt aus der Formel (8) derselben Nr. 40, da8 
das auf der rechten Seite von (1) stehende Integral jedenfalls nicht mehr 
als um « von J abweichen kann; da « beliebig war, folgt daraus unsere 
Behauptung. 

51. Vermége Nr. 41, (10) bleibt die Formel (1) in Kraft auch fir 
Integrale vom Stieltjesschen Typ, falls diese durch die erwahnte Formel (10) 
bestimmt werden kénnen, d. h. wenn o(G@) auf I von beschrankter 
Variation ist. 

Fiir den allgemeinen Fall der Integrale vom Stieltjes-Typ bleibt da- 
gegen die soeben behandelte Frage unentschieden. 


Drittes Kapitel. 
Zweite Integrationstheorie. (Endliche Zerlegungen.) 


§ 1. 

1. Die Integrationstheorie des zweiten Kapitels beruhte auf systema- 
tischer Betrachtung der Zerlegungen DH einer Menge £ in endlich- oder 
abzahlbar-viele Teilmengen. Im vorliegenden Kapitel wollen wir die An- 
derungen untersuchen, die die Theorie erfahrt, wenn nur endliche Zer- 
legungen (d.h. Zerlegungen von £ in endlich-viele Teilmengen) zugelassen 
werden. 

Was die auf diese Weise entstehende Integraldefinition betrifft, so wire 
man vielleicht geneigt zu denken, daB sie enger ist, als unsere friihere 
Definition. Dies trifft aber nicht zu: es gibt wichtige Fille, in denen das 
mit Hilfe endlicher Zerlegungen definierte Integral existiert, wahrend man 
bei Zugrundelegung unendlicher Zerlegungen mit einem nicht integrierbaren 
Fall zu tun hat. Uberdies schlieBt der Standpunkt, auf den wir uns jetzt 
stellen, unmittelbar an die klassische Theorie von Cauchy und Riemann an, 
und ergibt gréBere Méglichkeiten an Vollstandigkeit und Durchsichtigkeit 
des ganzen Aufbaus. 

Bei der Benutzung von endlichen Zerlegungen werden dieselben 
Bezeichnungen beibehalten, die zu analogen Zwecken' im Falle unend- 
licher Zerlegungen dienten. Dann, wenn nebeneinander Begriffe aus den 
beiden Theorien auftreten, werden die sich auf unendliche Zerlegungen 
(d. h. auf die Theorie des Kap. II) beziehenden mit einem Stern ge- 
kennzeichnet. 


2. Alle Definitionen des § 1 des Kap. II bleiben natiirlich auch unter 
unseren jetzigen Voraussetzungen aufrechterhalten, aber der Summenbegriff 
wird selbstverstandlich nur fiir endlich-viele Zerlegungen eingefiihrt. Es ist 
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klar, daB ein Bereich It Z jetzt im allgemeinen nicht mit dem entsprechenden 
Bereich IR L* fiir dieselben H und M zusammenzufallen braucht, sondern 
sehr wohl einen engeren Bereich darstellen kann. Der Limes 1[f(DZ)] 
braucht unter der Voraussetzung endlicher Zerlegungen auch dann nicht 
mit dem analogen Ausdruck /[f(D*#)] iibereinzustimmen, wenn der Aus- 
gangsbereich M fiir beide Limesbildungen derselbe ist. 

3. Die Riemannschen Summen (Kap. II, Nr.11) existieren jetzt im Falle, 
da8 die Funktion, die man integrieren will, endlich ist, fiir jede Zerlegung, 
waihrend im Kap. II beim Fehlen der absoluten Konvergenz entsprechender 
Reihen man notwendig mit Ausnahmefillen zu tun hatte. 

Die Integraldefinition selbst bleibt natiirlich — ihrem Wortlaut nach — 
dieselbe. 

Die Eigenschaften I bis VI des Integrals bleiben mit der Ausnahme 
der Eigenschaft II auch bei Zugrundelegung der endlichen Zerlegungen er- 
halten. Was aber die Eigenschaft II betrifit, so findet die Additivitdt im 
engeren Sinne statt, d.h. die Formel (1) gilt nur fiir endliche Zerlegungen. 
Dabei folgt aus der Existenz der Integrale auf der rechten Seite dieser 
Formel die Existenz des Integrals auf der linken Seite. 

4. Die Definition dex Differentialaquivalenz und die damit zusammen- 
hangenden Resultate bleiben ebenfalls unverindert, allerdings mit der 
natiirlichen Voraussetzung, daB alle auftretenden Zerlegungen endlich sind 
und die Additivitét der betreffenden Funktionen im engeren Sinne zu ver- 
stehen ist. 


5. Die Einfiihrung unendlicher Integralwerte geschieht ebenso wie im 
§ 4, wobei die Erweiterung des Begriffes der absoluten Konvergenz sich als 
iiberfliissig erweist: anstatt dessen tritt die Verabredung, daB eine beliebige 
endliche Anzahl unendlicher Glieder eines und desselben Vorzeichens gleich 
Unendlich (mit demselben Vorzeichen) ist, und da6 dieses Resultat durch 
Addition beliebig — aber immer endlich — vieler endlicher Glieder nicht 
geaindert werden kann. 


§ 2. 
Zerlegbare Bereiche. 


6. Analog wie im § 49 des Kap. II sagen wir, da8 ein Yt-Bereich ein 
8-Bereich ist, wenn fiir jedes Z aus Yt und jede Teilmenge ZH, von Z 
in M eine Zerlegung DE existiert, deren erstes Element die Menge Z, ist. 
Dabei werden jetzt natiirlich nur endliche Zerlegungen betrachtet. Offenbar 
ist ein 8-Bereich im obigen Sinne auch stets ein 8*-Bereich. Diese letzteren 
Bereiche werden im folgenden als §-Bereiche im erweiterten Sinne be- 
trachtet. 
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7. B,, B,, B,,.--, £, seien Mengen aus 3 mit 
SE, < E, E,E,=0, wenn i +). 
m=1 
Es existiert dann in 3 eine Zerlegung 
n+p 
DE=J E,, 
m=1 
deren erste n Elemente der Rethe nach die obigen Elemente E,, sind. 
Nach Definition existieren in Z Zerlegungen 
tm 
9 F=£F£,+ 55” (m =1, 2,...,n) 
s=1 


mit E,, als erstem Element. Die Zerlegung 


Ms 


DE= 


a 
1 83> Bas o-+9 Bn 


A+ 7 Ee... 


if 


entspricht den Bedingungen unseres Satzes. 


8. Analog wie im Falle der *-Bereiche fallt 8 £ mit der Gesamtheit 
der zu § gehérenden Teilmengen von E zusammen, woraus 8 EF = 3E* 
folgt, wahrend fiir einen allgemeinen ‘t- Bereich die letzte Behauptung nicht 
notwendig zuzutreffen braucht. Man betrachte als Beispiel den 9t- Bereich, 
welcher aus EZ und abzihlbar-vielen Elementen Z, einer Zerlegung DE 
besteht; IL besteht unter diesen Bedingungen aus der einzigen Menge Z, 
ME* aus E und allen £,. 


9. Wir definieren ferner 8 als den kleinsten Mengenkérper, welcher 
den Mengenbereich 8 enthalt. Wir wollen beweisen, daB & 8 die Gesamt- 
heit der Mengen ist, welche eine endliche Zerlegung in Elemente aus 3 E 
zulassen. Zum Beweise bezeichnen wir mit © 8 das System aller Mengen, 
welche der zuletzt ausgesprochenen Bedingung geniigen. Offenbar ist © 3 
in & 8 enthalten; bleibt iibrig zu zeigen, daB © 8 selbst ein Kérper ist. 
Es seien 

gate, au TK, |. 
m=1 q=1 
zwei Mengen aus © 3, die als Summen disjunkter Mengen aus 8 dar- 
gestellt sind. Da die Mengen Z,,£; zu 8 gehéren, existieren in 8 nach 
Nr. 7 Zerlegungen 


Du By = 5 En Bl + SB”: 
q s=1 


Offenbar gehéren die Mengen 
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EE’ = 3) En Ey, 

E+E = SE, + ZS", 

E-E'= S58.” 


zu © 8, denn die rechten Seiten letzterer Gleichungen stellen Zerlegungen 
in zueinander fremde Mengen aus 8 dar. Hieraus folgt, dab G8 ein 
Kérper ist und folglich mit & 8 zusammenfillt. 

10. Eine auf 8 additive Funktion f(E£) kann stets und dabei nur 
au} eine Weise unter Erhaltung threr Additivitdtseigenschaft auf den Be- 
reich R 8 erweitert werden. 

Es ist klar, daB — unter der Voraussetzung, daB diese Erweiterung 
méglich ist — fiir jede Zerlegung einer Menge EF aus 8 8 in Mengen aus 3 


(1) f(B) = (Rf)(D£) 

sein muB. Wir haben ferner auf Grund der Additivitét von f auf 3 fiir 
zwei beliebige Zerlegungen DEH und D’E die Relation 

(Rf) (DE) = (Rf) {[DD’) E} = (RF) (DEB), 
welche zeigt, daB die durch die Formel (1) gegebene Definition von f(#) (fiir 
alle Elemente von 8) von der Wahl der Zerlegung D EF unabhangig ist. Die 
auf den ganzen Bereich & 3 erweiterte Funktion f(Z) ist offenbar additiv. 
11. Man setze fiir E aus 83 


(8) f r(aB) = 3 (8) J r(ak,), 


wobei DE = SE,, eine Zerlegung von £ in 8 ist. 

Nach dem soeben Bewiesenen hiangt diese Definition von der Wahl 
der Zerlegung nicht ab. Das auf diese Weise definierte Integral besitzt 
alle Eigenschaften I bis VI. 

12. Als Beispiele von §-Bereichen fiihren wir an den in Kap. II, Nr. 44 
schon definierten Bereich Yt, bestehend aus den offenen Intervallen und 
den einzelnen Punkten der Zahlengeraden, den Bereich M, aller ,,halboffenen“ 
Intervalle [a@b); diesen Bereich haben wir in Kap. II, Nr. 31 benutzt; den 
Bereich Yt, aller Intervalle von den Typen (ab), [ab), (abj, [ab], wobei 
zu den abgeschlossenen Intervallen [ab] auch die einzelnen Punkte gerechnet 
werden**), 

Offenbar ist iiberdies jeder Kérper, insbesondere die Bereiche Yt, und M, 
aus Kap. II, Nr. 47 und 48, ein 8-Bereich. Die §-Bereiche bilden das 
natiirliche Feld fiir den Aufbau einer Integrationstheorie. 


'®) Siehe wegen der Bezeichnungen Hausdorff, Mengenlehre, 8. 9 (2. Aufi.). 
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§ 3. 
Uber die Beziehungen zwischen den beiden Integrationsmethoden. 
13. Wir beschrinken uns auf die Betrachtung von Integralen 


(1) (8)f7(@z) und (3) {r(aB), 


die in bezug auf 8-Bereiche genommen werden. Wie im § 8 bereits er- 
wahnt wurde, stimmen in diesem Fall 8Z und 3 £E* iiberein. Im all- 
gemeinen Falle kénnen 9% und I L* verschieden sein, und schon dieser 
Umstand erschwert im hohen MaSe den Aufbau einer einigermafen ein- 
fachen Theorie. 


14. Vor allem ze:gen wir durch ein Beispiel, daB die Integrale (1) tat- 
sichlich verschieden sem képnen. Wir erinnern uns zu diesem Zweck an 
den aus Intervallen und den einzelnen Punkten der Zahlengeraden bestehen- 
den Mengenbereich I, , welcher nach Nr. 12 ein §-Bereich ist, und definieren 
f(#) dadurch, da8 wir fiir jedes Intervall von der Form E=(0;a) f(Z)=1 
und fiir alle iibrigen Elemente von J f(#) =O setzen. Offenbar ist f(Z) 
— im Sinne der endlichen Zerlegungen — additiv, im Sinne der unend- 


lichen Zerlegungen dagegen nur halb-additiv nach oben. Man sieht leicht 
ein, daB fiir das Einheitsintervall 4 = (0; 1) 


(M,) fr(dd)—=1, (M,) fr(aa) =o 


ist, so daB die beiden Integraldefinitionen uns zwar bestimmte, jedoch 
. voneinander verschiedene Werte liefern. 


15. Mit Fréchet nennen wir eine auf 8 definierte Mengenfunktion 
stetig in dem Bereich 8, wenn fiir jede Folge abnehmender Mengen £, 
mit leerem Durchschnitt f(Z,) bei wachsendem n gegen Null konvergiert. 


Man sieht leicht ein, daB die in Nr. 14 konstruierte Funktion in I, nicht 
stetig ist. 


16. Fiir eine in einem Mengenkorper & stetige Funktion f(E) ist 
(@) f (ax) =(®) f r(aB), 
B 
wobei aus der Existenz der linken Seite die der rechten folgt. 


Wir setzen voraus, da8 das linke Integral J existiert und endlich ist. 


Es gibt dann fiir jedes «> 0 eine solche endliche Zerlegung DE = ¥'E,, 
da8 fiir jede endliche Fortsetzung derselben D'E > DE bas 


(2) |(Rf)(D' EZ) —J\<e 
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ist. Wir betrachten jetzt irgendeine unendliche Fortsetzung 


O° = SE 
k=1 
von DE und beweisen, daB die Reihe 
(3) Sf) = (Rf) (D*B) 


absolut konvergent ist. Die Mengenfolge 
© k-1 
Guz = En 5 Ei =En — SE; (k= 1, 2, @, ons) 
i=k i=t 


(deren Elemente offenbar zu & gehdren) erfiillt die Stetigkeitsbedingung 
des § 15, so daB limf(G,,) = 0 ist und man ein so groBes k bestimmen 
kann, daB fiir alle m<n 


(4) f(@nx) < = 
ist. 
Die Zerlegung 
k-1 n 
DL => E+ DCm 
t=1 m=1 


ist eine endliche Fortsetzung von DZ, so daB fiir sie die Ungleichung (2) 
richtig ist. Unter Beachtung von (4) folgt aus (2), da8 fiir ein hinreichend 
groBes k die Ungleichung 


nt 
(5) Sieh) —J| <2. 

= 
erfillt ist. 

Unter diesen Umstinden mu8 aber die Reihe (3) absolut konvergent 
sein, weil man sonst die Z; so umnumerieren kénnte, daB die Ungleichung (5) 
bei einem noch so groBen k& ihre Geltung verliere. 

Somit ist gezeigt, daB die Riemannsche Summe (Rf) (D*Z) existiert 
und — wegen (5) — der Ungleichung 
(6) |(Bf)(D*B) — J| <2 
geniigt. 

Da fiir endliche Fortsetzungen von DE die starkere Ungleichung (2) 
stattfindet, so gilt (6) fiir simtliche Fortsetzungen von DH, was (da « 
beliebig war) die zu beweisende Formel 


(@) f (az) =I 


ergibt. 
In einer analogen Weise wird auch der Fall eines unendlichen Integral- 
wertes J erledigt. 
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17. Wenn man in bezug auf einen §- Bereich integriert, der kein Kérper 
ist, so verliert der soeben bewiesene Satz seine Geltung. Um sich davon 
zu iiberzeugen, betrachte man folgendes Beispiel. Ein Element des Mengen- 
bereiches Wt, ist die Menge aller irrationalen inneren Punkte eines Quadrates, 
dessen Eckpunkte rational sind (dabei verstehen wir unter einem rationalen 
bzw. irrationalen Punkt der Zahlenebene einen Punkt, dessen beide Ko- 
ordinaten rational bzw. irrational sind). Fiir Quadrate #, die an die 
y-Achse von rechts her anschlieBen, definieren wir f(Z) als die Seitenlange 
des betreffenden Quadrates, wihrend fiir alle iibrigen Quadrate /(Z) = 0 
gesetzt wird. Fiir das Einheitsquadrat 2, ist, wie leicht ersichtlich, 


(My) f7(aB,)—=1, (M,) fra.) =0, 


obgleich f(#) in Mi, stetig und Mt, ein 8-Bereich ist. 

18. Wir geben noch ein Beispiel einer in einem 8-Bereich stetigen 
Funktion, die im Sinne der endlichen Zerlegungen integrierbar, im Sinne 
der unendlichen Zerlegungen dagegen nicht integrierbar ist. Zu diesem 
Zweck betrachten wir im Bereich I, die Variation (V F)(Z) einer stetigen 
Punktfunktion F(a) (vgl. Kap. II, Nr. 46). Bekanntlich ist (VF) stetig 
in M, im Sinne der Definition der Nr. 15, und M, ist ein 8-Bereich. Indes 
ist kraft der Additivitét von (V F) 


(M,) J (VF) (dE) = (VF)(B), 
wahrend 


(m,) f (VF) (ak) 


B 
‘nur dann existiert, wenn F(z) auf £ eine beschrinkte Variation hat. 
19. Wir nennen eine in § definierte f(Z) vollstetig, wenn fiir jede 
Mengenfolge 
37 CS” Se 
aus % 8 mit verschwindendem Durchschnitt und jede Folge von Zerlegungen 


D, E,, Dy By, ..-,D, E 


der Mengen Z, in Mengen aus 3(R/)(D,Z,) mit wachsenden n unend- 
lich klein wird. (Selbstverstindlich werden die Zerlegungen als endliche 
vorausgesetzt.) 

Offenbar ist eine vollstetige Funktion stetig im . + chetschen Sinne 
(Nr. 15)**). 


**) Fir additive Funktionen fallen die beiden Begriffe zusammen, deshalb war 
in den bisherigen Theorien unser neuer Begriff entbehrlich. Im allgemeinen Fall 
bildet jedoch gerade die Vollstetigkeit die natiirliche Verallgemeinerung des Stetig- 
keitsbegriffes fiir additive Funktionen. 
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20. Fiir eine in 3 volistetige Funktion f(E) ist 
(1) (8) J 1(@#) = (8) f f(a), 


wobei aus der Existenz des einen dieser Integrale die Existenz des an- 
deren folgt. 

Wir setzen zuerst voraus, daB das erste der beiden Integrale (1) exi- 
stiert und der endlichen Zahl J gleich ist. 

Dann existiert fiir jedes « eine solche Zerlegung DE = SE 
fiir jede endliche Fortsetzung derselben D'EH > DE 


(2) \(Rf)(@'E) —J\ <e 


ist. Es sei D'E = Dy E; eine unendliche Fortsetzung von DE. Fiir die 
Mengenfolge — 


daB 


m? 


= SE, 


deren Elemente zu &3 gehdren, gilt wegen der Vollstetigkeit von f bei 
jeder Wahl der Zerlegung D,G,, die Relation 


(Rf) (2,G,) 0. 
Wir wihlen ein so groBes k, daB fiir jede DG, 
(3) |(R)(DE,)|<e 


ausfallt. Nach Nr. 7 existiert eine Zerlegung von Z in Mengen aus 8 vom Typ 


>,.z= ‘SB +3) Be, 


i=1 q=1 


wobei offenbar S)L,,—G, ist. Die Zerlegung 
q 


k-1 . = 
DE=SE +S Sn Brg 
i=1 m=1 q=1 
ist eine Fortsetzung von DZ, folglich ist fiir sie die Ungleichung (2) richtig. 
Andererseits haben wir nach (3) 


PP 
(4) a f(Em Ex.) 





= |(Rf)(DeG,) |  # 
welch letztere Relation zusammen mit (2) uns 
. b—3 . 
(5) 5 1B) —4| <26 
i=1 
ergibt. Wie in Nr. 16 schlieBt man hieraus, daB die Reihe 
21 (Bt) = (Bf) (D*B) 
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absolut konvergiert und 

|(Rf)(D*#) —J|<2e 
ist. Da diese Ungleichung fiir jede unendliche Fortsetzung von DZ gilt, 
wahrend fiir endliche Fortsetzungen sogar (2) stattfindet, erhalten wir (wie 
in Nr. 16) die Gleichung 


y* = (3) f r(ae) =4. 


Im Falle eines unendlichen J gestaltet sich der Beweis in einer villig 
analogen Weise. 

Man nehme jetzt an, daS J* existiert und endlich ist. Es gibt dann 
fiir jedes « eine Zerlegung D* derart, da fiir jede Fortsetzung DZ 
derselben die Ungleichung 
(7) |(Rf) (DB) — y*|<e 
erfiillt ist. 

Wir wollen mit Hilfe von D*Z eine solche endliche Zerlegung DE 
konstruieren, da8 fiir jede D, E> DEF 


(8) | (Rf) (2, #) —J*| < 8e 
gilt. 
Wenn D*E£ eine tatsichlich unendliche Zerlegung 
D B= SE; 


k=1 
ist, so laBt sich ein solches & finden, daB (unter Beibehaltung unserer 
friiheren Bezeichnungen) die Ungleichung (3) gilt und auBerdem 


(9) Zi (Ht) 


ist; die Méglichkeit, die letztere Bedingung zur Geltung zu bringen, folgt 
iibrigens aus der absoluten Konvergenz der Reihe (Rf)(D*£), die in der 
Formel (7) vorausgesetzt ist. 
Nun setzen wir 
k-1 , Pk 
DE=D,F£ =2 E; + 2 Ex,- 


Es sei 2, Z eine endliche Fortsetzung von D £Z. Die Zerlegung 


<eé 








* k-1 * 2 .* 
Dik= SD, + SH; 
t=1 t=k 


ist eine Forteetzung von D*Z, so daB fiir sie die Bedingung (7) erfiillt ist. 
Andererseits gilt aber vermége (3) und (9) 


\(R/)(D,B) — (BN) (DPB) < |B 1#,,) 








+| 5 1m)|<26, 
i=k 








wi 


®D 
ds 
8c 
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was zusammen mit (7) die Giiltigkeit der Formel (8) fiir ein unendliches 
®*E ergibt. Wenn D*Z endlich ist, so setzen wir DH=D*E und 
dann folgt (8) unmittelbar aus (7). Da « beliebig war, erhalten wir 


schlieBlich 
J= (8) J f(adE) =J*. 


Die analogen Schliisse erbringen den Beweis auch fiir den Fall eines un- 
endlichen J*, womit der Beweis des ganzen Satzes zu Ende gefiihrt ist. 


§ 4. 
Beispiele. 

21. Analog wie im § 8 bei der Untersuchung des Integralbegriffes des 
Kap. II, betrachten wir das Integral in unserem neuen Sinne fiir bestimmte 
M-Bereiche. In erster Linie wenden wir uns dabei dem im Kap. II, Nr. 45 
definierten Bereich 9%, zu, welcher aus den Intervallen und einzelnen 
Punkten der reellen Zahlengeraden besteht. 

Man bezeichne, wie in Kap.-II, Nr. 45, mit 1(4) die Lange des Inter- 
valls 4 und erhalt so fiir 

(M,) f f(x) £44) 
eine mit dem Cauchyschen Integral 


/ f(x)dz 
iibereinstimmende Definition. 

22. Wenn man die stetigen Funktionen z = y(t), y = y(t) als Para- 
meterdarstellung einer stetigen Kurve betrachtet und mit §(4) die Ent- 
fernung (,,die Lange der Sehne“) zwischen den den Endpunkten des Inter- 
valls 4 entsprechenden Punkten der Kurve bezeichnet, so ist die Linge 
des durch diese Punkte bestimmten Kurvenbogens durch das Integral 


(M,) f 8(a4) 
gegeben. 


23. Unter Benutzung derselben Bezeichnungen wie in Kap. II, Nr. 46, 
definieren wir wie dort 


(1) (M,) f (2) aF(2) = (M,) f (2) (VF) (a4). 


Diese Definition stimmt mit M. L. Smith’s Definition des Stieltjesschen 
Integrals iiberein. Ebenso wie im Fall des Kap. II existiert das Integral (1), 
sobald F(x) und f(z) von beschrankter Variation sind. Zum Unterschied 
von der Sachlage des zweiten Kapitels existiert (1) schon dann, wenn man 
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von F(x) die Stetigkeit, jedoch von f(a) nach wie vor die beschrinkte 
Variation verlangt. Dies ist gerade der wichtigste Fall, in dem unsere 
jetzige Definition allgemeiner als die des Kap. II ist. 


24. Das Integral 
(Ms) J f(x) m, (dE) 


ist dem in Kap. II, Nr. 47 untersuchten analog; es existiert nur fiir be- 
schrinkte Funktionen und stimmt in diesem Fall mit dem Lebesgueschen 
Integral iiberein. 


Anhang I. 
Integral als mehreutige Funktion. 


1. In der bisherigen Darstellung haben wir uns zwar systematisch 
der mehrdeutigen Funktionen unter dem Limes- bzw. Integralzeichen be- 
dient, jedoch unter der Annahme, daS der Limes- bzw. Integralwert ein- 
deutig definiert ist. Man kann aber die Darstellung viel allgemeiner und 
zugleich einfacher machen, wenn man auch im letzteren Fall auf die Ein- 
deutigkeit verzichtet. Der groBe Vorteil, den man dabei erreicht, besteht 
darin, daB jetzt jede differentialdefinierte Funktion integrierbar ist, wihrend 
die in unserem friiheren Sinne integrierbaren Funktionen als_,,eindeutig 
integrierbar“ ausgezeichnet werden. AuBerdem treten jetzt die obere bzw. 
untere Grenze des (mehrdeutigen) Integrals als oberes und unteres Integral 
auf. In diesem Anhang soll ein Abri®B einer solchen Integrationstheorie 
gegeben werden. Wir schlieBen dabei an die Begrifisbildungen des Kapitels I] 
_an, bedienen uns also der unendlichen Zerlegungen. Die Abianderungen, 
die die Darstellung im Falle endlicher Zerlegungen erfahren mu, mégen 
dem Leser iiberlassen bleiben. 

2. Es sei eine ein- oder mehrdeutige Funktion f(D) der Zer- 
legungen DZ einer Menge £ in Teilmengen aus einem System I gegeben. 
Die Funktion f kann dabei sowohl endliche als auch unendliche Werte 
annehmen. Unter Limes von f(DE) bei unbegrenzter Fortsetzung von DE 
verstehe man jetzt jede Zahl 

J=L{f(D£)) ' 
von der Eigenschaft, daB bei beliebiger Wahl von DH und ¢>0 eine 
Zerlegung D’E > DE mit 
inf | f(D’ EZ) —J|<e 

existiert; dabei werden unter dem Infimum-Zeichen alle Werte von / (bei 
gegebenem D’£) zugelassen. Wir setzen- f(D) = -+ co, wenn fiir jedes 
DE und ein beliebiges H< +o ein solches D‘'E > DE existiert, dab 
sup f(D’ EZ) > H; die analoge Definition gilt fiir ((D#£) = —oo. 
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3. Man iiberzeugt sich leicht davon, da8 jede fiir simtliche DZ defi- 
nierte f(D) mindestens einen Limes hat und daB die Limites von f(D£Z) 
eine abgeschlossene Menge bilden. Deshalb sind auch die Zahlen sup L [f(D Z)| 
und inf L{f(D)] wohldefiniert, und zwar sind sie Spezialwerte von 
L(f(DEB)). 

Wean 

sup L[ f(DE)] = int L[f(DB)), 
(also L[f(DE)]} eindeutig ist, so schreiben wir 
L[f(DE)) =! [f(DE#)) 
und erhalten so den in Kap. II, Nr. 8 definierten Limesbegriff. 

4. Die in Kap. II, Nr. 22 gegebene Definition der Summe einer Reihe 
soll jetzt dadurch erginzt werden, da8 man im Fall einer nicht absolut 
konvergenten Reihe jeden Wert von — co bis +co als einen der Summen- 
werte zulaBt. Sodann wird das Symbol (Rf)(DL) wértlich wie in Kap. II, 
Nr. 11 definiert und der Integralbegriff wird mittels der Formel 


(M) F (DE) = L{(RA)(DE)] 
eingefiihrt. ig 
5. Man setze ferner 


[t(az) =sup fr(a2), 


{f(az)= int { f(a). 


Wenn f = J ist, schreiben wir einfach 


f=J; 
wir erhalten dann das Integral im Sinne von Kap. II. 

6. Was die in Kap. II, Nr. 14 formulierten Eiger.schaften des Integrals 
betrifft, so gelten sie jetzt mit folgenden Anderungen: 

Die Eigenschaft I verliert ihr Interesse, da jetzt jede differential- 
definierte Funktion integrierbar ist. Aus der Eindeutigkeit des Integrals 
auf HZ, wenn sein Wert endlich ist, folgt iiberdies seine Eindeutigkeit auf 
jeder Menge aus MZ. 

Die Eigenschaft II behalt unter Beriicksichtigung der in Kap. II, Nr. 11 
gegebenen Additionsregel fiir mehrdeutige Funktionen ihre Giiltigkeit. 

Die Eigenschaft III geht verloren, wahrend IV, V, VI, VII richtig 
bleiben. 


Mathematische Annalen. 103. 


46 
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7. Was das obere und untere Integral betrifft, so darf auf eine aus- 
fiihrliche Behandlung ihrer Eigenschaften hier verzichtet werden. Wir er- 
wahnen nur, daB bei jeder Zerlegung DE die Relationen 


f f(d#) = sup 5 f f(a, ), 
Ez n Ey 
Fi f(dE) = inf sf f(dE,) 


gelten. Die Zeichen sup und inf fallen bei absoluter Konvergenz der be- 
treffeuden Reihen weg. Wenn keine absolute Konvergenz stattfindet, sind 
die Integrale in den linken Seiten positiv bzw. negativ unendlich. Somit 
ist ein endliches oberes oder unteres Integral notwendig eine additive 
Mengenfunktion. 


Anhang II. 


Zur Begriindung der Differentiation in abstrakten Mengen. 


1. Wir wollen hier zeigen, daB die Definition der Ableitung einer 
additiven Mengenfunktion in bezug auf eine andere unabhingig von jeg- 
lichen geometrischen Beziehungen in den betreffenden Definitionsbereichen 
eingefiihrt werden kann. Da wir hier keine allgemeine Theorie entwickeln 
wollen, machen wir von vornherein einige einschrinkende Voraussetzungen 
zur Vereinfachung der Darstellung. 

Es seien: % ein additives Mengensystem, m(Z) eine dort definierte 
_ endliche nichtnegative additive Funktion, f(z) eine in bezug auf % meb- 
bare Punktfunktion (vgl. Kap. II, Nr.42), die nach ihrem absoluten Betrag 
eine Konstante — etwa 1 — nicht iibertrifft. Dann existiert fiir jedes Z 


aus { das Integral, 


(1) w(E) = (8) J f(z) 9 (a8), 
wobei, wie leicht ersichtlich 

(2) l\y(£)| S (2) 

ist. ; 


Eine in bezug auf § meBbare Funktion f(z) soll die Ablettung von 
y in bezug auf — heiBen: 
_ y(dE) 
f(z) = 9 aE)’ 


wenn sie der Bedingung (1) fiir simtliche Z aus § geniigt. 


2. Zuniachst soll bewiesen werden, daB — unter Vernachlissigung der 
Mengen E mit »(#)=0 — es nur eine Ableitung gibt; mit anderen 
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Integralbegriff. 695 


Worten: wenn f,(z) und f,(z) beiden Bedingungen (1) geniigen und G 
die Menge bedeutet, wo f, (x) +/,(2) ist, so ist g(G@)=—0. Man hat 
in der Tat 


{i —h) (=) 9 (dB) =0 
fiir alle Z aus % und wegen Nr. 19, Kap. II auch 
Jit fal(=) 9 (ak) = 


woraus leicht folgt, daB bei jedem «¢ > 0 die Menge G,, in der |f, — f,| >e 
ist, die Bedingung y(G,) = 0 erfiillt. Folglich ist auch »(G)=0, w. z. b. w. 
3. Wir beweisen jetzt, dab 
wy (dE) 
f(z) = y (dB) 
existiert, sobald y(#) additiv ist und der Ungleichung (2) geniigt; diese 
Existenz wird dadurch bewiesen, da8 ein Konstruktionsverfahren angegeben 
wird, welches iibrigens auch in viel allgemeinern Fallen als Definition der 
Ableitung betrachtet werden kann. 

Die Funktion f(z) wird auf einer bestimmten Menge £ konstruiert, 
diese Konstruktion la8t sich aber leicht auch auf alle andere Mengen aus 
% fortsetzen. Wir konstruieren zuerst eine vom Punkt x und der Zerlegung 
DE = SE, abhangende Funktion f(D2, xz) dadurch, da8 wir fiir x aus ZL, 





_ w(E,) 
f(DE, x) = y (£,) 


setzen; dabei soll im Fall »(Z#,)=—0 auch f(D#,x)=—0 sein. Es abt 
sich nun bei jedem « eine Zerlegung DZ so finden, daB fiir jede Fort- 
setzung D’E von DE die Ungleichung 


(3) J= f(f(DB, x) — 1(2'E, x)]* (dE) <e 


gilt. 
Es sei in der Tat 


OE= SDE, => SE, 


so haben wir 


a fe Ppt: (ei Fen — VED) 9 (By) = 
-3(2 Eo EE) Sv (Ban) + FaB) 2’? Ean) = 
-33 cine) (a) (9’B)— (RB) (D2). 


46* 
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Die Funktion —‘S) ist auf E integrierbar, denn sie fallt wegen (2) 
y*(@) 
Max [9 (@), y(@)] 
des Satzes aus Kap. II, Nr. 36 geniigt. Die Differenz am Ende der 
Formel (4) kann sodann durch eine passende Wahl von DZ kleiner als « 
gemacht werden, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Ebenso wie in der gewéhnlichen Theorie der Konvergenz im Mittel 
beweist man leicht, daB aus (3) die Existenz einer solchen Funktion f(z) 
folgt, daB fiir E. H. Moores Limes nach den Zerlegungen DZ 


tf (f(z) — f(DE, z))* ¢(a@#) =0 


gilt. Diese Funktion f(x) erfiillt die Forderungen der in Nr. 1 gegebenen 
formalen Definition der Ableitung. 


mit der Funktion 





zusammen, welche den Bedingungen 


(Eingegangen am 6. 2. 1930.) 




















Einige charakteristische Eigenschaften von mefSbaren 
Mengen und Funktionen. 


Von 
J. Ridder in Baarn (Niederlande). 


Im Anfang dieser Arbeit (§$ 1 bis 4) werden einige Sitze iiber (im 
allgemeinen) nicht meBbare Mengen und Funktionen hergeleitet. Im wei- 
teren liefert Anwendung dieser Satze charakteristische Eigenschaften von 
meSbaren Mengen und meBbaren Funktionen. Die MeBbarkeit einer Menge Z 
wird dabei zuriickgefiihrt auf die MeSbarkeit einer Untermenge, welche 
dadurch unmittelbar zu iibersehen ist, daB in ihren Punkten die charakte- 
ristische Funktion von EZ oder eine andere, auf EZ definierte Funktion 
gewissen Bedingungen geniigt (§ 5). Die MeBbarkeit einer auf einer 
Menge Z£, definierten Funktion f(z) (und damit auch die MeBbarkeit von 
E, selbst) ist in dieser Arbeit immer eine Folge der Zerlegbarkeit von Z, 
in endlich oder abzaéhlbar unendiich viele Untermengen, auf denen sich die 
MeBbarkeit von f(z) aus gewissen Eigenschaften (z. B. Halbstetigkeits- 
eigenschaften) folgern la8t (§§ 6 bis 10). 


§ 1. 

f(x) sei eine nur positive Werte annehmende Funktion, definiert in 
den Punkten einer Menge 2 von endlichem auBeren MaSe. Nach Lebesgue 
wird dann das obere Integral von f(z) iiber HZ definiert als das auBere 
Ma8 der zugehérigen Ordinatenmenge O [x auf 2; 0S y</f(z)], falls 
dieses endlich ist. Es existiert dann auch ei f(z) dx fiir jedes (lineare) 


Intervall J von endlicher oder unendlicher Lange. Diese Intervallfunktion 
nennen wir das unbestimmte obere Integral von f(z). 
Die obere rechte Derivierte des unbestimmten oberen Integrals im 
f(x) dx 


Punkte x [Di f f(x) dx] wird definiert als lim sup”, wobei J 
mono mY) 


ein Intervall darstellt, das x zum linken Endpunkt hat. Auf iibereinstim- 
mende Weise sind die iibrigen extremen Derivierten [D,, D™, D_] ein- 





698 J. Ridder. 


zufiihren. Wenn die vier extremen Derivierten einander gleich sind, defi- 
niert ihr gemeinsamer Wert die Ableitung des oberen Integrals in z. 

Eine Zahl A heiSe Derivierte in z, wenn es eine abzahlbare Folge 
von Intervallen (J,) gibt, die 2 im Innern oder auf dem Rande enthalten 
und sich mit zunehmendem & auf x zusammenziehen, wobei 


J f(x)dz 
lim (E-J%) 


k=ao m(d,) =<¢ 


sein soll. 
Es la8t sich zeigen: 


A. Das unbestimmte obere Integral einer bestimmt positiven Funk- 
tion f(x), definiert auf einer Menge © von endlichem duBeren Mafe, 
besitzt eine von Null verschiedene endliche Ableitung in den Punkten einer 
meBbaren Menge, deren MaB =m,(E) ist. In den tibrigen Punkten der 
az-Achse, mit Ausnahme einer Menge vom Mafe Null, hat es eine Ablei- 
tung gleich Null. 

Beweis. Die Ordinatenmenge O laBt sich bei positivem « einschlieBen 
in eine abzihlbare Folge von offenen Quadraten, welche eine Menge O, 
bilden, deren Totalma8 < m,(O) -+-« ist. Die lineare Menge E besitzt eine 
meBbare Hiille Z, mit m(H,)—m,(£), welche eine Teilmenge ist von 
dem Durchschnitte der Menge O, mit der z-Achse. Die Ordinatenmenge O, 
{z auf #,; y>0] ist zu betrachten als Summe einer abzahlbaren Folge 
von flachenhaft meBbaren Mengen endlichen Maes und ist somit flachen- 
haft meBbar (mit v:.endlichem MaBe)*). Da die Durchschnittsmenge von 
zwei meBbaren Mengen von endlichem oder unendlichem MaBe meBbar ist’), 
.wird (O,-O,) flachenhaft meBbar sein, und da sie in O, enthalten ist, ist 
somit ihr MaB <m,(O)-+ «. Die Menge O ist in (O,-O,) enthalten. 

Der Durchschnitt einer endlichen Anzahl der O, bildenden, offenen 
Quadrate mit O, ist eine flichenhaft meBbare Menge*), deren Ma gleich 
dem Ma8e der Ordinatenmenge einer meSbaren Funktion ist; fiir die nicht 
zu HE, gehérenden Punkte wird diese Funktion gleich Null genommen, fiir 
die Punkte von Z, gleich der Summe der Lingen der auf der zugehérigen 
Ordinaten und in den Quadraten liegenden Stiicke*). Es sei J,, J,,..., J,, .-. 
die Folge jener Intervalle und F,(z) die mu (J,+-..+J,) gehérende 
Funktion. Dann wird fiir jedes x ein Grenzwert him F, (x) = G(x) exi- 


stieren, welcher auf H > f(z) ist. Die zu G(x) gehdrende Ordinatenmenge 


*) Siehe z. B. Carathéodory, Vorles. iiber reelle Funktionen, § 244, Satz 3, oder 
Schlesinger und Plessner, Lebesguesche Integrale, S. 50. 

*) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 244, Satz 2, oder Schlesinger 
und Plessner, Lebesguesche Integrale, 8. 50. 

5) Ein Ordinatenstiick, das mehreren Quadraten angehdrt, wird x ur einmal gezahlt. 
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ist meBbar und ihr MaB ist gleich dem MaSe von (O,-O,). Daraus fol- 
gert man leicht: 


fG@(2)dr< St(z)da+e. 
B, Ez 


Bei einer nach Null konvergierenden Folge von positiven, abnehmen- 
den Zahlen: ¢,,...,@,,--. laéBt sich also eine Folge von nicht negativen, 
meBbaren Funktionen G,(a2) konstruieren mit den beiden Eigenschaften 
(1) fG,(x)dx<ff(x)dz+e,, 

- 


Ei,x 
wobei Z 


ijn 
(2) f(x) SG, (2) 
in den Punkten von £. 

Die Funktion H, (2) = Min [G,(2),..., @,(a)] auf der Durchschnitts- 
menge D, von E, ,,..., #,,, und = 0 in den iibrigen Punkten der x-Achse 
ist meBbar und ihre Ordinatenmenge enthalt O; auf Z ist: f(x) < H,(z). 
Somit wird 


eine meBbare Hiille von £ sein wird mit m(Z, ,.) = m,(#), und 


{r() dx <fH,(x)dzx < [r(z) dz+e, 
Dna 


sein. Die Mengen D, konvergieren mit zunehmendem n nach einer Grenz- 
menge D von gleichem Mafe wie die D, (und wie die ZH, ,,), welche EZ 
enthalt. Da in jedem Punkte von D H,(x) mit zunehmendem 1 nicht 
wichst und am 2 H (x) >/(zx) bleibt, so existiert auf D eine meBbare 
Grenzfunktion M(2z) mit den Eigenschaften 


(3) [ M(z) az = fr(2) dr 
und 
(4) f(z) < M(x) auf BZ. 


Fiir jedes Intervall J auf der x-Achse wird 
f M(x) dz= S f(x) dz 
(D*J) (BJ) 


sein. Also besitzt das unbestimmte obere Integral eine Ableitung = M(z) 
in einem maSgleichen Kerne von D. Da m(D)=m,(Z) ist und Z in D 
enthalten, folgt aus (4), daB M(x) nur gleich Null sein kann auf einer 
Teilmenge 7’ von K vom Mae Null. Auf der meSbaren Menge (K — 7’), 
deren MaB =m(D)=m,(Z) ist, besitzt das obere Integral von f(z) 
eine von Null verschiedene Ableitung. In den Punkten der Komplementar- 
menge C(D) in bezug auf die x-Achse hat es fast tiberall eine Ableitung 
gleich Null‘). 


*) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 446, Satz 3. 
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§ 2. 


In gleicher Richtung liegt und mit dhnlichen Mitteln beweisbar ist 
der Satz: 


A,. Hine Menge E von endlichem duBeren Mafe besitzt eine dufere 
Dichte =1 auf einer meBbaren Menge, deren MaB =m,(E) ist. In allen 
weiteren Punkten der x-Achse, mit Ausnahme einer Menge vom Mafe 
Null, existiert eine duBere Dichte = 0 °). 

Dabei wird die fauBere Dichte von E im Punkte z defini¢rt als 


m,(B-J) , wobei J ein x enthaltendes (abgeschlossenes oder offenes) 
miJ=o m(J) 


Intervall darstellt. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB eine meBbare 
Hille H von E mit m(H)=m,(2Z) fast iiberall in den Punkten von H 
eine Dichte =1 und fast iiberall in den Punkten der Komplementar- 
menge C(H) eine Dichte = 0 hat. 





§ 3. 
Das inmnere MaB der Ordinatenmenge O [2 auf E; 0< y<f(z)] 
(siehe § 1) definiert, wenn es endlich ist, das untere Integral von f(z) 
iiber Z. Die Intervallfunktion JS f(x) dx, welche dann fiir jedes Intervall J 


(B-J) 
existiert, nennen wir das unbestimmte untere Integral von f(z). Die Ein- 


fiihrung seiner Derivierten la8t sich geben wie beim unbestimmten oberen 

Integral. 
B. Das unbestimmte untere Integral einer bestimmt positiven Funk- 
tion f(x), definiert auf einer Menge E von endlichem duBeren Mafe, 
besitzt eine von Null verschiedene, endliche Ableitung in den Punkten einer 
meBbaren Teilmenge von E, deren MuB <m,(E) ist. In den tibrigen 
Punkten der x-Achse, mit Ausnahme einer Menge vom Mafe Null, hat 
es eine Ableitung gleich Null. 

Beweis. Nehmen wir vorlaufig an, daB f(x) beschrankt sei; @ sei 
eine Zahl gréBer als ihre obere Schranke auf ZH. Wejter sei E enthalten 
in der offenen, linearen Menge H, deren Ma8 endlich sein soll. Definieren 
wir eine Funktion g(x) = G — f(x) auf Z und =@ auf (H— B), so ist 





5) W. Sierpiiski bewies den Satz: Ausgenommen in den Punkten einer Null- 
menge besitzt eine Menge EZ in jedem ihrer Punkte eine aéuBere Dichte =1 (siehe 
Fund. Mat. 4 (1923), 8S. 125). Die Betrachtungen von §1 fiihren zu einem analogen 
Resultate: Das unbestimmte obere Integral einer bestimmt positiven Funktion f(x), defi- 
niert auf einer Menge E von endlichem dufBeren Mafe, besitzt eine Ableitung > f(x) in 
allen Punkten von E, mit Ausnahme einer Nullmenge. 
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diese Funktion bestimmt positiv auf H. Nach der Methode von §1 labt 
sich nun auf H eine meBbare Funktion M(z) einfiihren, mit den Eigen- 
schaften: 1. auf H wird g(x) < M(x) <G sein; 2. es ist 


J Mz) dx = fo(z) dz. 
Hieraus folgt 6 
G.m(H) —Jo(x)de ={f{¢ — M(zx)\dz 


oder 
St(x)dzx = {Ie — M(x)|dx 
E 


Diejenigen Punkte von H, in denen G — M(x) +0 ist, bilden eine meB- 
bare Teilmenge 7’ von Z. Also wird 


Sf(x)de—f[@ — M(x)\dzx 


sein, wobei auf 7: f(x) >G— M(x)>0 ist. Daraus folgt der Satz un- 
mittelbar fiir beschrinktes f(z) *). 

Wenn f(z) nicht beschrinkt ist, laBt sich bei jedem positiven, gan- 
zen n eine Funktion f, (2) definieren, = f(z) in denjenigen Punkten von Z, 
wo f(z) <n ist, und =n in den Punkten von EZ, wo f(x) >n ist. Es 
wird sich eine positive, meBbare Funktion g,(2) angeben lassen, definiert 
auf einer meBbaren Teilmenge 7', von HZ, mit den Eigenschaften 


ff,(2)dx =f 9,(x) dx 
E Tn 
und 
f,, (2) =g,(x)>0 im den Punkten von 7,. 
Dabei wird es méglich sein, daB 7, C T,,,, und daB in den Punkten von 7, 
9,(2) SGn43(2) ist. Wenn T= ST, und g(x) = lim 9, () ist in den 
Punkten von 7, wird also 
Sf f(x) dx =lim f f,(2) dx = f9(z) dz 
E cert | 


sein, wobei g(z) auf 7 meSbar und in jedem Punkte von 7>0 und 
Sf (zx) ist. TC HE, also m(T)< m,(£). Der weitere Beweis ist hiernach 
evident. 


§ 4. 
In ahnlicher Richtung wie B liegt der Satz: 


B,. Hine Menge E von endlichem duBeren Mafe besitzt eine innere 
Dichte 1 auf einer meBbaren Teilmenge von E, deren MaB =m,(E) ist. 
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In den weiteren Punkten der x-Achse, mit Ausnahme einer Nullmenge, 
existiert eine innere Dichte = 0°). 
Dabei wird die innere Dichte von EZ im Punkte 2 definiert als 


m,(E-J) ‘ : 
., 7 ny” wobei J ein x enthaltendes (abgeschlossenes oder offenes) 


Intervall darstellt. 

Der Beweis folgt aus der Tatsache, daB ein meBbarer Kern K von E£ 
mit m(K)=m,(#) fast iiberall in den Punkten von K eine Dichte = 1 
und fast iiberall in den Punkten der Komplementirmenge C(K) eine 
Dichte = 0 hat. 





§ 5. 

Wenn £ eine lineare Menge ist und J ein willkiirliches Intervall dar- 
stellt, sind m;(Z-J) und m,(#-J) additive Intervallfunktionen. Wir defi- 
nieren die obere und die untere innere Dichte von EZ im Punkte zx 

ND : m,(E- J) sn ing Mm, ( E- J) 
[D.m,(E-J) baw. D.m;(E-J)} als in op m(J) bzw. lim inf mJy? 
wobei J ein x enthaltendes (abgeschlossenes oder offenes) Intervall sein 
soll. Auf iibereinstimmende Weise sind die obere und die untere auBere 
Dichte von EZ im Punkte z[D,m,(E-J) bzw. D,m,(E£-J)] einzufiihren. 

I. Fiir die MeBbarkeit einer Menge E von endlichem dufBeren Mafe 
ist jede der folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend: 

a) die MeBbarkeit derjenigen Teilmenge von E, in deren Punkten 
die untere [oder obere] innere Dichte von E gleich 0 ist”); oder 

B) die MeBbarkeit derjenigen Teilmenge von E, in deren Punkten 
_ die obere [oder untere] dufere Dichte von E gleich 1 ist; oder 

y) die MeBbarkeit derjenigen Teilmenge von E, in deren Punkten 
eine der beiden extremen inneren Dichten [2.B. Dm,(E-J)| und eine der 
beiden extremen duferen Dichten [z.B. Dm,(E-J)| voneinander verschie- 
den sind. 

Beweis, da8 «) hinreichend ist. Nach B, ist die Teilmenge von £Z, 
in deren Punkten eine von Null abweichende untere [obere] innere Dichte 
existiert, meSbar. Ihre zu Z komplementire Menge fallt mit der unter «) 
genannten meBbaren Menge zusammen. 














*) Die Betrachtungen von §§4 und 3 liefern auch: «) Ausgenommen in den 
Punkten einer Nullmenge besitzt eine Merge E in jedem ihrer Punkte eine innere Dichte 
= 0 oder 1; 8) das untere Integral einer bestimmt positiven Funktion f(x), definiert auf 
einer Menge E von endlichem duBeren Mae, besitzt eine Ableitung < f(x) in allen Punkten 
von E, mit Ausnahme einer Nuilmenge. 

*) Fir die MeBbarkeit von E geniigt es also anzunehmen, da8 diese Teilmenge 
das Ma8 Null hat. Dies wurde schon von E. Kamke [und 8. Saks] bewiesen; vgl. 
Fund. Mat. 10 (1927), S. 433. 








_~ =~ 














MeBbare Mengen und Funktionen. 703 


Dasselbe fiir f#). Nach FuBnote *) ist die Teilmenge von Z, in 
deren Punkten die aéuBere Dichte +1 ist, eine Nullmenge. Daraus und 
aus £) folgt, daB die Menge der Punkte von Z, in denen die dufere 
Dichte = 1 ist, meBbar ist. 

Dasselbe fiir y). Diejenigen Punkte von H, in denen gleichzeitig 
eine innere Dichte = 0 und eine auBere Dichte = 1 existieren, bilden nach 
B, und FuBnote °) eine Menge K,, deren zu EZ komplementire Menge 
meBbar ist. Die Teilmenge K, von (ZH — K,), in deren Punkten die bei- 
den, in der Bedingung y) betrachteten, extremen inneren und iuSeren 
Dichten voneinander verschieden sind, ist nach den FuSnoten *) und °) 
eine Nullmenge. Nach y) ist K,-+K, meBbar, also auch K, und 
E=K,-+(#—&,). 

Auch 1a8t sich zeigen: 


Il. Fiir die MeBbarkeit einer Menge E von endlichem duferen Mafe 
ist jede der folgenden Bedingungen fiir sich notwendig und hinreichend: 

«,) die Existenz auf E einer bestimmt positiven Funktion f(x), deren 
(unbestimmtes) unteres Integral eine seiner vier extremen Derivierten 
[z.B. D, [| = hat in den Punkten einer mefbaren Teilmenge von E; oder 

B,) die Existenz auf E einer bestimmt positiven Funktion f(x), deren 
(unbestimmtes) oberes Integral eine seiner vier extremen Derivierten 
(z.B. D* [] > f(x) hat in den Punkten einer meBbaren Teilmenge von E; oder 

y,) die Existenz auf E einer bestimmt positiven Funktion f(x), deren 
oberes und unteres Integral zwei extreme Derivierte haben [z.B. D, f 
und D™ f ], welche gleichzeitig >0, bzw. =0 sind auf einer meBbaren 
Teilmenge von E. 

Da& die Bedingungen «,), £,) und y,) notwendig sind, folgt unmittel- 
bar durch Betrachtung der charakteristischen Funktion von 2. DaB sie 
hinreichend sind, 148t sich unter Anwendung des Satzes B und des zweiten 
Satzes von FuBnote °) auf dieselbe Weise zeigen wie fiir die Bedingungen 
«), B) und y). 


§ 6. 


III. Damit eine endlichwertige Funktion f(x), definiert in den 
Punkten einer Menge E von endlichem duferen Mae, mefbar*) sei, ist 
notwendig und hinreichend: 

a) die MeBbarkeit derjenigen Teilmenge E, von E, in deren Punkten 
f(x) =0 ist; und 


*) Das impliziert auch die MeBbarkeit von Z. 
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b) die Zerlegbarkeit von (E — E,) in endlich viele oder abzahlbar 
unendlich viele Teilmengen (K;), in deren Punkten f(x) nur positive 
oder nur negative Werte annimmt, fiir die Jf |f(x)|da extstiert, und 

Kj 
in deren Punkten, héchstens mit Ausnahme einer Nullmenge, eine der 
vier extremen Derivierten [z. B. D*| der additiven Intervalljunktion 


S \t(x)|dx >| f(x)| sat. 


Beweis. Man sieht unschwer die Notwendigkeit der Bedingungen ein‘). 
Sie sind auch hinreichend. 


Nach FuBnote *) und Bedingung b) hat f |f(x)|da fast iiberall auf 
(Kj-J) 
der Teilmenge X; eine Ableitung g;(x) = |f(x)| und nach B ist die Ab- 
leitung = 0 fast iiberall auf (J—K;-J). Da f |f(x)|dx existiert, wird 
Ej 
das untere Integral iiber (K;-J) eine totalstetige, additive Intervallfunktion 
sein (vgl. § 3); also ist fiir jedes Intervall J- 


S \t(a)|dz = J9(2)de = J a(a)de, 


(Kj-J) 
wobei g;(z) = 0 genommen wird in den Punkten, wo die Ableitung nicht 
existiert®). Daraus folgt die Existenz von f |f(x)|dz, und somit ist 
(Kj-J) 


f(x) meBbar auf jedem K;, also auch auf (H— £,). Die Bedingung a) 
liefert schlieBlich die MeBbarkeit von f(x) auf Z.*°) 


§ 7. 


IV. Damit eine endlichwertige Funktion f(x), definiert in den Punkten 
einer Menge E von endlichem duBeren Mae, mefbar set, ist notwendig 
und hinreichend: 


a) die Mefbarkeit derjenigen Teilmenge EB, von E, in deren Punkten 
f(x) =0 ist; und 


®) Siehe z. B. Carathéodory, R. F., § 485, Satz 1 und 2., 

%”) Auf ahnliche Weis> l48t sich zeigen: Hine endlichwertige Funktion f(x), de- 

finiert in den Punkten einer Menge E von endlichem duBeren Mae, ist summierbar, wenn: 

:. S\f(2)\ dz existiert; 2. auf der Teilmenge K, von E, in deren Punkten f(x) positiv 

ist, eine der extremen Derivierten von J f(x) dx fast iberall >f (zx) ist; und 3. auf 

(K,-J) 

der Teilmenge K, von E, in deren Punkten f (x) negativ ist, eine der extremen Derivierten 

von J |f(x)| dz fast iberall >| f(zx)| ist. Wir bemerken, daS Summierbarkeit von 
(K,-J) 

f(z) MeBbarkeit von K, und K,, jedoch nicht von £ einschlieBt. 
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b) die Zerlegbarkeit von (EZ — E,) in endlich viele oder abzdhlbar 
unendlich viele Teilmengen (K;), in deren Punkten f(x) nur positive 
oder nur negative Werte annimmt, fiir die { if(x)|da existiert, wahrend eine 
der vier extremen Derivierten der additiven Euterealfunition ws If (x)|da 
auf K; fast berall <|f(x)| und auf der von den iibrigen "Punkten der 
xz-Achse gebildeten Menge fast iiberall = 0 ist. 

Anstatt der Bedingung b) 148t sich nehmen: 

b,) Die Zerlegbarkeit von (E — E,) in endlich viele oder abzahlbar 
unendlich viele ,meBbare“ Teilmengen (K;), in deren Punkten f(x) nur 
positive oder nur negative Werte annimmt, fiir die i |f(x)|dax existiert, 

I 
wahrend eine der vier extremen Derivierten der additiven Intervallfunktion 
it (@) |e auf K; fast iiberall <|f(x)| ist. 
(Kj-J) 


Der Beweis verlaiuft, unter Anwendung des zweiten Satzes von FuB- 
note °), wie in § 6.™) 


§ 8. 

V. Damit eine endlichwertige Funktion f(x), definiert in den Punkten 
einer Menge E von endlichem duferen Mafe, meBbar sei, ist notwendig 
und hinreichend: 

a) die MeBbarkeit der Teilmenge E, von E, in deren Punkten f(x) = 90 
ist; und 

b) die Zerlegbarkeit von (E—E,) in endlich viele oder abzdhibar 
unendlich viele Teilmengen (K;), in deren Punkten f(x) nur positive oder 
nur negative Werte annimmt, fiir die J |f(x)|da existiert, wahrend auf 

j 


**) Auch l48t sich zeigen: Hine endlichwertige Funktion f(x), definiert in den 

Punkten einer Menge E von endlichem duBeren Mafe, ist summierbar, wenn 1. {| f(x)| dz 
E 

existiert; 2. die Teilmenge K, von E, in deren Punkten f(x) positiv ist, meBbar ist 

und einen mafgleichen Ker enthilt, auf dem eine der extremen Derivierten von 


J f(z)dzEf(ax) ist; 3. die Teilmenge K, von EB, in deren Punkten f(x) negativ 
+g ist und einen mafgleichen Kern enthalt, auf dem eine der extremen Derivierten 
vom J jf (a)ide Sf (2)| iat 

Nachtragliche Bemerkung. Auch die folgenden Bedingungen geniigen 
fiir die Summierbarkeit von f(z): 1. [tied = J f(z)de— Jif (=)\de existiert ; 


2. K, ist meBbar; 3. i f(z)de hat fast iiberall auf E eine Miter = f(x). 
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jedem K,; fast tiberall eine willkiirliche Derivierte von J |f(2)|\ da 
m (Kj-J) 
und eine willkiirliche Derivierte von { |f(x)|dx einander gleich sind. 
(Kj-J) 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt unmittelbar. Sie 
sind auch hinreichend. 


Aus b) folgt, daB rs Wrz) |dx und PRU x)| dx fast iiberall auf K, 
K}- 

einander gleiche Pee <a haben; Pie beide sind totalstetige additive 
Intervallfunktionen*). Aus den FuBnoten °) und *) folgt, daB diese Ab- 
leitungen fast tiberall auf K; =—|f(x)| sind. Also geniigt f(x) auch den 
Bedingungen von § 6 und ist somit meSbar?’). 

Die Bedingungen der drei letzten Paragraphen lassen sich auf ver- 
schiedene andere Weisen zu charakteristischen Eigenschaften der meBbaren, 
endlichwertigen Funktionen kombinieren. 


§ 9. 


Eine endlichwertige Funktion f(z), definiert auf einer Menge Z, heiBe 
in dem Punkte von E etwas halbstetig nach unten [nach oben], wenn 
fiir jedes positive « die Menge der Punkte z von Z£, fiir die 


f(x) >f(&)—e [baw. f(x) <f(&) +e] 
ist, im Punkte é eine obere innere Dichte > 0 hat. 


VI. Fiir die MeBbarkeit einer auf E (wobei m,(E) endlich) definierten, 
endlichwertigen Funktion f(x) ist notwendig und hinreichend, daf f(x) 
fast tiberall auf E etwas halbstetig nach unten [oder nach oben] ist. 


Beweis. Da nach Denjoy jede auf einer (meBbaren) Menge EF de- 
finierte, endlichwertige, meBbare Funktion fast iiberall auf ZH approximativ 
stetig ist, ist die Bedingung notwendig**). 

*) Hiermit stimmt tiberein der Beweis des Satzes: Hine endlichwertige Funktion 
f(x), definiert auf E mit m,(E£) endlich, ist summierbar, wenn: 1. S\f(2)\ dz existiert ; 

EB 


2. fast iiberall auf der Teilmenge K, von E, in deren Punkten f(x) positiv ist, eine will- 
kiirliche Derivierte von J | f(2)| da und eine willkiirliche Derivierte von wf |f(2)\| da 
einander gleich sind; 3. “= mit 2. iibereinstimmende Bedingung fiir die Teilmenge K, von 
E gilt, in deren Punkten f(x) negativ ist 

18) Siehe A. Denjoy, Bull. Soc. Math. de France 43 (1915), 8.170 und 171, wo 
der Beweis gefiihrt wird fir den Fall eines Intervalls als Definitionsbereich der 
Funktion. Nach Denjoy (vgi. loc. cit. 8. 165) ist eine endlichwertige, meBbare Funk- 


tion f(z) im Punkte § approximativ stetig, wenn fiir jedes positive « die Menge der 
Punkte z, fiir die 


If(z)—f(E)|<e 


ist, in — eine Dichte = 1 hat. 
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Sie ist auch hinreichend. Denn aus ihr folgt, daB bei willkiirlichem K 
die Menge IQ der Punkte z, fiir die f(x) > XK ist, fast iiberall in ihren 
eigenen Punkten eine obere innere Dichte > 0 hat. Nach § 5, I, «) folgt 
hieraus dann die MeBbarkeit von Yt und somit auch von f(z) *) 
[und von £}. 


§ 10. 


Wir nennen eine endlichwertige Funktion f(z), definiert auf einer 
Menge EH, anndhernd stetig im Punkte £, wenn zu jedem positiven « eine 
Teilmenge I%(é,«) von EH existiert, welche in ¢ eine obere innere Dichte 
=1 hat und welche die Eigenschaft besitzt, daB fiir jedes Paar x, und 2, 
ihrer Punkte 
; \f(2,) —f(%)|<e 
ist. 

Es 1a8t sich zeigen: 

VII. Damit eine endlichwertige Funktion f(x), definiert auf einer 
Menge E von endlichem duferen Mae, meBbar sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB f(x) fast tiberall auf E anndhernd stetig ist. 

Beweis. Da die Bedingung notwendig ist, folgt wieder aus der 
Eigenschaft einer jeden endlichwertigen, meSbaren Funktion in fast allen 
Punkten ihres Existenzbereiches approximativ stetig zu sein**), 

Nehmen wir umgekehrt die Bedingung fiir eine endlichwertige Funktion 
an, so wird sie auch gelten fiir die Funktion f(z), welche bei positivem » 
auf folgende Weise aus f(x) hervorgeht. In den Punkten von Z mit 
—v<if(x)<» sei f,(x)=—f(z), im den Punkten mit f(z)>~» sei 
f,(z) =», und in den Punkten mit f(x) < —» sei f(x) = —». 

Es seien ¢,, &,---) & ++. Und %,, %,---,%,,--. zwei nach Null kon- 
vergierende Folgen von positiven, abnehmenden Zahlen. Wenn f,(z) an- 
nahernd stetig ist in ¢, existiert bei jedem ¢, eine Menge Wt(y; é, e,), 





14) Ein analoges Resultat findet man bei E. Kamke, loc. cit. ’), 8. 482 und 483; 
in der Definition des Begriffes ,etwas halbstetig nach unten (oben)“ nimmt er untere 
innere Dichte statt oberer innerer Dichte. — Es wire auch méglich, die Funktion f(x) 
etwas halbstetig nach unten [nach oben] zu nennen, wenn fir jedes positive « die 
Menge der Punkte z von £, fiir die 


f(z) >f(&)—«# [bew. f(x) <f(&)+¢] 


ist, im Punkte & eine relative innere Dichte und eine relative auBere Dichte von 
gleichem Werte hat. Hierbei ist der Begriff einer ,relativen“ inneren (&uBeren) Dichte 
iibereinstimmend mit demjenigen einer Derivierten eines unteren (oberen) Integrals 
(in § 1) einzufiihren. Unter Anwendung dieser abgeiinderten Definition la8t sich, mit 
Hilfe des Sierpitiskischen Satzes aus Fubnote °) und von § 5, I, a), ein Satz von 
gleichem ‘Nortlaut wie im obigen Paragraphen beweisen. 
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welche in & eine obere innere Dichte = 1 hat und die Eigenschaft besitzt, 
da8 fiir zwei willkiirliche ihrer Punkte, z, und z,, 


\f, (21) — f,(%_)| < 4% 
ist. Zu », existiert somit ein (abgeschlossenes oder offenes) Intervall 
J(v;&,e,,,), das & enthalt, dessen Lange < », ist und fiir welches die 
Durchschnittsmenge (Yt-J) ein inneres MaB > (1— n,)-m(J) hat. 
Wenn O die obere und U die untere Schranke der Funktionswerte 
von f,(z)-+(»+1) auf (M-J) sind, so wird 
(5) 0-—U<a 
sein. Weiter ist 
(6) SUh(z)+@+Ddes fl ldze+ fo [Jee 
(B°J) (MJ) (B-J)=(R-J) 
< O-m(J) + (2% +1)-m,- m(J) 
und 
(7) Sf h(2)+@4+)]dzz= f[ ]dx >0-(1—2)-m(J) 
(ES) (M-J) 
> U-m(J) —(2¥+1)-n,-m(J). 
Aus (6), (7) und (5) folgt: 


Ste(e)++Dlde— S[t(2)+ +1) de 
4) (B-J) 
<e,-m(J)+(2¥+1)-2,-m(J). 
Somit wird 


S{jde— J (ldz 
8) lim (B-J) (E-J) 
( 2 k=@ m(J) 


existieren und =—0 sein. Mit zunehmendem & zieht sich das Intervall J 
in € zusammen. Daraus und aus (8) folgert man leicht die Existenz von 
Derivierten des oberen und des unteren Integrals in &, welche einander 
gleich sind. 

Die (bestimmt positive) Funktion f(z) + (» +1) geniigt auf 2 den 
Bedingungen von § 8 und ist dadurch meSbar; und somit auch Z. Daraus 
folgt weiter die MeBbarkeit von f(x) und von lim f, (2) = f(z). 





§ 11. 


Die von Denjoy bei meBbaren Funktionen gegebene Definition der 
approximativen £ ‘tigkeit**) laBt sich u. a. auf folgende Weise auf will- 
kiirliche Funktionen iibertragen. Eine endlichwertige Funktion f(x), de- 
finiert auf einer Menge Z, heiBe in dem Punkte von E approximativ 
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stetig, wenn fiir jedes positive « die Menge der Punkte z von Z, fiir die 
\f(z) —f(é)i <e 
ist, in & eine obere innere Dichte = 1 hat. 

Der folgende Satz ist dann ein Korollar eines jeden der beiden Sitze 
von §9 und 10: 

VII. Hine endlichwertige Funktion f(x), definiert auf einer Menge E 
von endlichem duBeren Mafe, ist meBbar, wenn sie fast iiberall auf EF 
approximativ stetig ist*). 

SchlieBlich bemerken wir, daB die vorhergehenden Siatze nebst Be- 
weisen sich auf Raume von mehreren Dimensionen iibertragen lassen. In 
zwei Dimensionen z. B. sind dabei die Derivierten der oberen und unteren 
Integrale und die relativen auBeren und inneren Dichten der Mengen zu 


definieren mit Hilfe von (abgeschlossenen oder offenen) Quadraten, welche 
den betrachteten Punkt enthalten. 


»*) Ein ahnliches Resultat gab W. Stepanoff, siehe Rec. Soc. Math. de Moscou 31 
(1922—24), 8S. 487—489. Er fordert etwas mehr, indem (loc. cit.) die approximative 
Stetigkeit mittels der unteren inneren Dichte definiert wird. 


(Eingegangen am 23. 4. 1930.) 
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Zwei Siitze iiber den wahrscheinlichen Verlauf 
der Bewegungen dynamischer Systeme. 


Von 
Eberhard Hopf in Berlin-Dahlem. 


Die vorliegende Note enthalt zwei, wie mir scheint, nicht allgemein 
bekannte einfache Satze iiber den wahrscheinlichen Verlauf der Bewegungen 
von dynamischen Systemen, welche eine positive Integralinvariante besitzen. 
Sie gelten unter der Voraussetzung, daB jede Bewegung des Systems fiir 
alle Zeiten im Regularitatsgebiet der Bewegungsgleichungen veriauft (z. B. 
beim regularisierten Dreikérperproblem). Der erste Satz stellt eine Er- 
weiterung des bekannten Wiederkehrsatzes von Poincaré’) dar und besagt, 
da8 die Bahnkurven des Systems im Phasenraum ,im allgemeinen“ (im 
Sinne der Lebesgueschen MaBtheorie) entweder die Wiederkehreigenschaft 
besitzen oder zur Grenze des Phasenraums laufen. Der im folgenden hierfiir 
gegebene Beweis ist eine Ausdehnung des schénen, von Herrn Carathéodory*) 
herriihrenden Beweises fiir den Wiederkehrsatz. Der zweite Satz betrifft 
den Zusammenhang zwischen Vergangenheits- und Zukunftsverlauf der Be- 
wegungen, und sagt aus, daB die von der Grenze des Phasenraums her- 
kommenden Bahnkurven ,im allgemeinen“ wieder zur Grenze zuriicklaufen 
miissen. Mit Hilfe dieses Theorems wird ein bekannter Schwarzschildscher 
Satz*) iiber die Bewegungen im eingeschrinkten Dreikérperproblem streng 
bewiesen (Satz4). Eine Anwendung auf das allgemejne Dreikérperproblem, 


*) Sur les équations de la Dynamique et le Probléme des trois corps, Acta 
Math. 13 (1890), p. 1—270, insbes. p. 67—72. Les méth. nouv. de la mécanique 
céleste III (Paris 1899), p. 140 —157. 

*) Uber den Wiederkehrsatz von Poincaré, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 
1919, S. 580—584. 

*) Uber die Stabilitét der Bewegung eines durch Jupiter gefangenen Kometen, 
Astr. Nachr. 141 (1896), S.1—7. Die dort von Schwarzschild angestellte einfache 
Uberlegung reicht zum liickenlosen Beweise noch nicht aus. 
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die sich prinzipiell ebenso gestaltet, unterlassen wir im folgenden. Die sich 
hierbei ergebenden Sitze sind vor kurzem von Herrn J. Chazy*) auf etwas 
anderem Wege behandelt worden. 


§ 1. 


Stationire Fliissigkeitsstrémungen. 
Fliehende Punkte und Wiederkehrpunkte. 


Mit P seien im folgenden die Punkte auf einer endlichviel-dimensionalen 
offenen Mannigfaltigkeit 92 bezeichnet (sie braucht keine Teilmenge des 
Euklidischen Raumes der betreffenden Dimensionenzahl zu sein). Auf I 
sei ein Lebesguesches MaB definiert; das MaB irgendeiner meBbaren (z. B. 
offenen oder abgeschlossenen) Punktmenge M auf I? sei mit m(M) be- 
zeichnet. Wir denken uns nun auf J eine stationare stetige Strémung 
einer inkompressiblen Fliissigkeit. Es sei also eine einparametrige kontinuier- 
liche Gruppe (der Parameter ¢ ist die Zeit) von Transformationen 7,(P) 
der Mannigfaltigkeit It in sich vorgegeben: 


T(P)=P, 1,(T,(P)) =7,,,(P). 


T,(P) sei fiir jedes ¢ eine umkehrbar eindeutige und stetige Transformation 
von I in sich. Ebenso hangt 7, stetig von der Zeit t ab. Bei festgehaltenem P 
durchlauft dann der Punkt P,=7,(P) die durch P = P, hindurchgehende, 
fiir alle Zeiten ¢ definierte und stetige Stromlinie. Ist M irgendeine Punkt- 
menge auf 3, so ist klar, was unter 7,(M) zu verstehen ist. Die In- 
kompressibilitét der Fliissigkeit verlangt die Inhaltstreue aller Transforma- 
tionen T,, d. h. das Bestehen der Beziehung 


m (T,(M)) = m(M) 


fiir alle meBbaren Punktmengen M und alle Zeiten 1. 

Einen Punkt P wollen wir einen fliehenden Punkt nennen, wenn die 
durch P hindurchgehende Stromlinie P, = 7,(P) fiir t+ oo keinen Haufungs- 
punkt in MM besitzt. Diese Stromlinie konvergiert dann fiir t—+co gegen 
die Grenze von I. P heiBt ein Wiederkehrpunkt, wenn P ein Haufungs- 
punkt der Punkte P,= T7;,(P) fiir t—+oo ist, wenn also die durch P hin- 
durchlaufende Stromlinie immer wieder in beliebige Nahe von P gelangt. 

Es ist klar, daB allen Punkten einer Stromlinie die Flieheigenschaft 
zukommt, falls dies von einem ihrer Punkte gilt. Ebenso ist es mit der 
Wiederkehreigenschaft; denn ist P ein Wiederkehrpunkt, d. h. ist fiir eitie 


*) Sur lallure finale du mouvement dans le probléme des trois corps, Journ. de 
Math. pure et appl. (8) 9 (1929), p. 353—380. Die Uberlegungen von Herrn Chazy 
knipfen an einige fragmentarische Bemerkungen von Poincaré an. 


47* 
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passende Folge gegen Unendlich gehender Zahlen 1,: 
P—lim 7,,(P), 
so gilt auch fiir jeden Punkt P*= 7.(P) der durch P laufenden Stromlinie: 
p*=T,(P) =lim 7,(7,,(P)) = lim 7,,(T,(P)) = lim 7, (P*). 


Wenn nicht besonders hervorgehoben, beziehen sich diese Definitionen im 
folgenden stets auf eine feste Zeitrichtung, etwa t—+ +o. Es gilt dann der 
Satz 1. Bis auf eine Menge vom Maf Null sind alle Punkte von M 
entweder Wiederkehr- oder flichende Punkte. 
Im besonderen Falle, wo der Inhalt von m(M) endlich ist, bilden 
die flichenden Punkte von J selbst eine Nullmenge, und man hat den 
Poincaréschen 


Wiederkehrsatz. Bei endlichem m(M) sind bis auf eine Nullmenge 
alle Punkte von IN Wiederkehrpunkte. 

In diesem Falle folgt von selbst, daB fast alle Punkte von 32 sogar 
gleichzeitig in beiden Zeitrichtungen t+ — co, t—+ + co Wiederkehrpunkte 
sein miissen, da die Vereinigungsmenge zweier Nullmengen wieder eine Null- 
menge ist. Unter den allgemeinen Voraussetzungen von Satz 1 ist jedoch 
nicht ohne weiteres zu erkennen, ob solche Zusammenhange in beiden Rich- 
tungen t—+ + co bestehen. Indessen lat sich in der Tat beweisen, daB die 
Wiederkehrpunkte hinsichtlich t—+ — co mit den Wiederkehrpunkten beziiglich 
i—+-+ oo ,im allgemeinen“ zusammenfallen, anders ausgedriickt, so gilt der 


Satz 2. Bis auf eine Nullmenge sind alle hinsichtlich der Vergangen- 
-heit fliehenden Punkte auch beziiglich der Zukunft flichende Punkte. 

»1m allgemeinen“ laufen also die von der Grenze von It herkommenden 
Stromlinien wieder zur Grenze zuriick. 

Bevor wir zu den Beweisen iibergehen, sei bemerkt, daB P gewi8 dann 
ein (fiir t—++- co) fliehender Punkt ist, wenn fiir ein festes 1>0 die 
Punktfolge P, = P, P, = T7,(P,), Py = 7,(P,),.--, allgemein P, = T,,(P), 
n=0,1,2,... gegen die Grenze von Yt konvergiert, oder anders aus- 
gedriickt, wenn jede in JQ enthaltene abgeschlossene Punktmenge héchstens 
endlich viele verschiedene Punkte dieser Folge enthilt.' Ware nimiich P* 
ein Grenzpunkt einer passenden Folge P,,= T7),(P), t,—++ 0c, so be- 
stimme man eine Folge n, ganzer Zahlen mit der Eigenschaft | 1, |< 1, 
t,=n,l1—t,. Dann ware 

Pa, = Tn,(P) = T:,(T,(P)); 


und die Punktfolge P, hatte, wenn + -irgendeinen Hiaufungswert der 1, 
bedeutet, gegen die Voraussetzung den Haufungspunkt 71(P*). Wir be- 
weisen zundchst das 
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Lemma. Ist M eine in M enthaltene meBbare Punktmenge mit 
m(M)>0, und sind die Punkimengen 


M,=M, M,=T,(M), M,=7,,(M), «.., 


unter 1>0 eine Konstante verstanden, paarweise punktfremd, so sind bis 
auf eine Nulimenge alle Punkte von M fliechende Punkte. 

Beweis. Es bedeute A eine in It enthaltene abgeschlossene Punkt- 
menge. Mit F sei dann die Menge derjenigen Punkte P von M bezeichnet, 
fiir welche bei festem P unendlich viele Punkte der Folge P,= 7,,,(P). 
(n=0,1,2,...) in A enthalten sind. Es geniigt zu beweisen, da8 


(1) m(E£)=0 


sein mu$; denn man kann immer die Mannigfaltigkeit Yt mit einer Folge 
von abgeschlossenen Mengen A, ganz iiberdecken, und die Vereinigungs- 
menge der entsprechenden Mengen Z, ist dann offenbar genau die Menge 
der nicht-flicehenden Punkte von M, nach bekannten Siatzen also eine Null- 
menge, wenn m(E,) = 0 fiir jedes » gilt. 
Zum Beweise von (1) betrachten wir die Durchschnittsmengen 
D,= D(A, M,); (n=0, 1, 2,...). 


Unter den Voraussetzungen des Lemmas sind die D, erst recht paarweise 
punktfremd. Da A als abgeschlossene Punktmenge meBbar ist, ist es auch 
D, als Durchschnitt zweier meBbarer Punktmengen. Da ferner alle D, in A 
enthalten sind, mu8 die Reihe 


m(D,)+ m(D,)+m(D,)+... 


konvergieren, denn keine Teilsumme kann den Wert m(A) iiberschreiten. 
Nun ist ersichtlich 


(2) T_4i(D,) = D{M, T_q(A)} 


die Menge aller Punkte P von UM, fiir welche die Punkte 7,,(P) in A 
liegen, und daher Z genau die Menge aller Punkte von M, welche un- 
endlich vielen der Mengen (2) (n=0,1,2,...) angehéren. Somit ist 2 
gewiB fiir jedes k>0O in der Vereinigungsmenge aller Mengen (2) mit 
n=k,k+1,k-+-2,... enthalten. Da nun die Menge (2) wegen der In- 
kompressibilitaét den Inhalt m(D,) besitzt, kann das MaB jener Ver- 
einigungsmenge niemals den Wert 


m(D,) + m(D,,,)+m(D,,4)+--- 


iiberschreiten. Wegen der Konvergenz der Reihe S’m(D,), und da k 
beliebig war, ist also Z in Mengen beliebig kleinen Inhalts enthalten, d. h. 
es gilt (1), w. z. b. w. 
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Beweis des Satzes 1. P ist gewiB ein Wiederkehrpunkt, wenn P 
ein Haufungspunkt der Folge P,— 7,(P) (»=—1, 2,...) ist. Es sei V die 
Menge aller Punkte, welche die letztere Eigenschaft nicht besitzen. Wir 
zeigen, daB V bis auf eine Nullmenge ganz aus fliehenden Punkten besteht, 
wenn nicht m(V) = 0 ist. 

Wir denken uns nun, was immer méglich ist, eine Folge von offenen 
Punktmengen U,, U,, U,,... vorgegeben, welche die Mannigfaltigkeit ganz 
und beliebig fein tiberdecken, d. h. zu jedem Punkte ? von I und jeder 
Umgebung Up von P soll es mindestens ein U, geben, welches einerseits 
P enthalt und andererseits in Up enthalten ist. Ist z. B. Wt eine Teilmenge 
des Euklidischen Raumes der gleichen Dimensionenzahl, so nehme man 
die Folge der in It enthaltenen Hyperkugeln mit rationalem Radius und 
rationalen Mittelpunktskoordinaten®). Es bedeute nun M™ die Menge 
aller in U, enthaltenen Punkte P mit der Eigenschaft, daB die Punkte 
T,(P), 7,(P), T,(P),-.. simtlich auBerhalb U; gelegen sind. Die oben 
eingefiihrte Menge V ist dann genau die Vereinigungsmenge der Mengen 
M™, M®, M®,...; denn zu jedem Punkte P von V gibt es nach Defini- 
tion eine Umgebung Up von P derart, daB die Punkte 7,(P), T,(P), ... 
simtlich auBerhalb Up gelegen sind, also auch ein U;, welches hier die 
Rolle von Up iibernehmen kann; andererseits ist natiirlich jedes M“ eine 
Teilmenge von V. Zum Beweise der Behauptung, da8 die nicht-fliehen- 
den Punkte von V eine Nullmenge bilden, geniigt es zu zeigen, daB fiir 
jedes i die nicht-flichenden Punkte von M“ eine Nullmenge bilden. 

Wir brauchen also nur zu beweisen, daB fiir eine vorgegebene offene 
Menge U die Menge M aller Punkte P von U, fiir welche simtliche Punkte 

'T,(P), T,(P), ... auBerhalb U gelegen sind, fast ganz aus fliehenden Punkten 
besteht, wenn M keine Nullmenge ist. Aus der Stetigkeit der Transforma- 
tionen 7. folgt leicht, daB jeder in U gelegene Haufungspunkt der Menge M 
wieder zu M gehért. Somit ist gewi8, unter M die abgeschlossene Hiille 
von M verstanden, ‘ 

M= D (U,M )s 

und M ist also als Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen 
Punktmenge meBbar. Man betrachte dann die Folge der Mengen 


(3) M,=M, M,=T,(M), M,=T,(M), .... 


M = M, kann nun mit keinem M,(» >0) einen Punkt P gemeinsam haben, 
da fiir jeden Punkt P von M der Punkt 7, (P) auBerhalb von U, a fortiori 


5) Im allgemeinen Falle l48t sich M mit abzdhlbar vielen, einem Euklidischen 
Element homéomorphen Gebieten tiberdecken. In jedem dieser Gebiete wihle man 
jene ,rationalen Hyperkugeln“; ihre Gesamtheit fir alle Gebiete geniigt den an- 
gegebenen Forderungen. 
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also auBerhalb von M gelegen sein soll. Daher miissen die Mengen (3) 
iiberhaupt paarweise punktfremd sein, denn fiir einen gemeinsamen Punkt P 
von M, und M,,, ware T_,(P) ein gemeinsamer Punkt von M, und M,. 
Auf die Punktmenge M 1laB8t sich das also Lemma anwenden, und man 
erhalt das gewiinschte Resultat, daB fast alle Punkte von M fliehende 
Punkte sind. 

Unter den Voraussetzungen des Poincaréschen Wiederkehisatzes 
(m(M) endlich) schlieBt man mit Herrn Carathéodory (loc. cit.*)) direkt, 
daB M, somit auch das V des Beweises von Satz 1, eine Nullmenge sein 
muB; denn es ist S’m(M,)<m(M), und die Glieder der Reihe haben 
alle denselben Wert. 

Beweis des Satzes 2. U sei eine offene, nebst ihrer abgeschlossenen 
Hiille ganz in I gelegene Punktmenge, B die Menge aller in U enthaltenen, 
beziiglich der Vergangenheit 1+ — oo fliehenden Punkte. Es geniigt wieder 
zu zeigen, daB fast alle Punkte von B auch hinsichtlich der Zukunft 
t—+-+-0o fliehende Punkte sind, wenn B keine Nullmenge ist. Es sei nun 
B,, die Menge aller Punkte P von U, fiir welche die Punkte 7,(P) fiir 
t< —n samtlich auBerhalb U gelegen sind. Aus der Definition des be- 
ziiglich t—+ — oo fliehenden Punktes folgt leicht, daB B gewiB in der Ver- 
einigungsmenge der Mengen 

B., By, By «- 
enthalten ist. Da B; in B;,, enthalten ist, ist, wenn B keine Nullmenge 
ist, bei passendem / kein B; mit i >/1 eine Nullmenge. Es geniigt also 
wieder zu zeigen, daB fast alle Punkte jedes dieser B; beziiglich t+ + oo 
fliehende Punkte sein miissen. 

Wir brauchen also nur zu zeigen, daB die Menge M aller Punkte P 
von U mit der Eigenschaft, daB die Punkte 7,(P) fiir t << — 1 (l = irgend- 
eine positive Konstante) simtlich auBerhalb von U gelegen sind, fast ganz 
aus (beziiglich t + + co) fliehenden Punkten besteht, wenn nicht m(M)=0 
ist. Aus einer ahnlichen Uberlegung, wie sie bereits beim Beweise von 
Satz 1 angestellt wurde, folgt auch hier wieder die MeBbarkeit von M. 
Wir betrachten dann die Folge der inhaltsgleichen Mengen 

Mj = M, M_,=T_,(M), M_,=T_,, ---; 
M, =T,(M), M, = T,,, ‘ 
Nach der Definition von M kann M=M, mit keinem M, der ersten Reihe 
(y < 0) einen Punkt gemeinsam haben. Somit kénnen auch — man erkennt 
dies ahnlich wie am SchluB des Beweises von Satz 1 — fiir »>0 
M, und M,, und iiberhaupt M, und M,,, (y»>0, 4 > 0) keinen gemein- 
samen Punkt besitzen. Nach dem Lemma sind also fast alle Punkte von 
M beziiglich der Zukunft flichende Punkte, w. z. b. w. 
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Die Sitze bleiben bestehen, wenn die Voraussetzung der Inkompressi- 
bilitaét durch die allgemeinere Voraussetzung der Existenz einer positiven 
Integralinvariante ersetzt wird, d. h. es mége eine auf Yt meBbare und 
fast iiberall positive Funktion F(P) existieren mit der Eigenschaft, daB 
fiir jede meBbare Punktmenge M und alle Zeiten ¢ das Integral 


u(M) —JF(P)dm. 


die invarianzeigenschaft 
“(T,(M)) = u(M) 


besitzt. Man hat dann in allen obigen Uberlegungen m durch yu zu ersetzen 
und zu beriicksichtigen, daB die Relationen m(M)=0 und u(M)=0 
gleichbedeutend sind. 


§ 2. 
Anwendung auf das eingeschrinkte Dreikérperproblem. 


Im eingeschrankten Dreikérperproblem (probléme restreint) handelt es 
sich bekanntlich um die Bewegung eines masselosen Punktes, der von zwei 
sich um ihren Schwerpunkt in Kreisbahnen bewegenden Massenpunkten 
nach dem Newtonschen Gesetze angezogen wird*). Wird wie iiblich die 
Bewegung des Punktes auf ein mit den beiden Massenpunlten starr ver- 
bundenes Koordinatensystem mit dem (ruhenden) Schwerpunkt als Ursprung 
bezogen, so lauten die Bewegungsgleichungen 


. a2 
w=, t,=7, + 22,, . 
@ 
a é 90 DQ = D4 A+ Sr, 
(4) t= 7;; 4,=7,, — 20%, 1 2 
. r* = 23 + 23, 
; : @Q 
ty = 2; “Ta ’ 
unter z,,...,%, die Phasen, insbesondere unter z,,z,, 7, die Koordinaten 


und unter z,, 2, 2, die Geschwindigkeitskomponenten des masselosen 
Punktes verstanden. Wir denken uns dabei (im 2,-2,-2,-Raum) die 
beiden Massenpunkte mit den Massen m,,m, in der, Ebene x, = 0 fest- 
liegend. r,,7, bedeuten die Entfernungen des masselosen Punktes z,, x,, 2, 
von beiden Massenpunkten, w die konstante Winkelgeschwindigkeit der um 
den Schwerpunkt z,—2,—2z,=0 rotierenden z,-2z,-Ebene. Die Glei- 
chungen (4) besitzen das Jacobische Integral 


(5) (2, ty, «+. %) = 5 (22 + 22 +22) -Q=C. 


*) Vgl. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Bd. 2, § 2,3. Leipzig 1907. 
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Diese Gleichung definiert eine fiinfdimensionale Mannigfaltigkeit im sechs- 
dimensionalen Phasenraum. Wir betrachten die Bewegung auf ihr in seit 
Poincaré iiblicher Weise als Fliissigkeitsstrémung und untersuchen kurz, 
ob diese Strémung den Voraussetzungen von §1 geniigt. Jeder Punkt P von 
® = C, fiir welchen die x; endliche Werte haben, ist offenbar ein regulirer 


Punkt der Mannigfaltigkeit, wenn nicht 2 a oe. Se z,=2,=—2,=0 


ist. Es gibt indessen nur fiinf solcher Ausnahmepunkte (Librationspunkte) ; 
es gibt dabei héchstens vier Werte der Jacobischen Konstanten C, bei 
welchen Librationspunkte auftreten kénnen. Bis auf diese Werte von C 
ist also ® = C singularitatenfrei. Es ist nun seit langem bekannt, daB bei 
passendem C, <0 die Mannigfaltigkeit ®— C fiir alle 
(6) C<Q, 
in mindestens zwei getrennte Stiicke zerfallt, wihrend ®=—C fiir C > C, 
zusammenhingend ist’). Die Projektion auf den z,-2,-x,-Raum ist 
namlich 

Q2=>—C 
(der Hillsche erlaubte Bewegungsbereich); sie zerfallt unter der Be- 
dingung (6) in mindestens zwei getrennte Bereiche, von denen jedenfalls 
einer keinen der beiden Massenpunkte m,, m, enthalt. Wir betrachten dann 
nur diesen Bereich und wollen mit Yc nur das entsprechende Stiick der 
obigen Mannigfaltigkeit bezeichnen. Auf Wo ist dann die Fliissigkeitsstré- 
mung frei von Singularitéten, d.h. jede Stromlinie ist fiir alle Werte der 
Zeit verfolgbar. Es ist klar, daB dies von den restlichen Stiicken von 
®=C nicht gilt, da dort der masselose Punkt auf m, oder m, stiirzen 
kann. Doch lassen wir im Moment diese Méglichkeit, die nur dann zu be- 
riicksichtigen ist, wenn (6) nicht erfiillt ist, beiseite. Die Strémung auf 
Me besitzt des weiteren eine positive Integralinvariante. Betrachtet man 
zunichst die den Bewegungsgleichungen (4) entsprechende Strémung im 
ganzen sechsdimensionalen Phasenraume, so ist klar, daB sie inkompres- 
sibel ist, da, wenn man die rechten Seiten in (4) mit X,, X,,..., X, be- 


zeichnet, die Divergenzbedingung .>’°** — 0 erfiillt ist®). Betrachtet man 


ox, 
zwei unendlich benachbarte Mannigfaltigkeiten ®©=—C und ®= C+ dC, 
und bezeichnet man mit dn das bis zum Treffpunkt mit @= C+ dC 
gezogene Normalenstiick von ® = C, so ist, wie leicht zu sehen, 


(7) ao=|/ S'(S=) an, 


dx, 





") Im iibrigen ist leicht direkt einzusehen, daB C=C, einer der Librations- 
werte ist. 
*) Vgl. loc. cit. +), Méthodes nouv. III, p. 41—42. 
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wobei die Quadratwurzel standig von Null verschieden ist, wenn die Man- 
nigfaltigkeit ® — C singularitatenfrei ist, wenn also C mit keinem der vier 
obigen Werte zusammenfallt. Ist do das Volumenelement auf ® = C, so 
ist dodn als Volumenelement des Phasenraums eine Invariante der Stré- 
mung, und wegen (7) und wegen der Invarianz von dC 


do 
1/0@\? 
» Gz) 
eine Invariante der auf Wt, betrachteten Strémung. Die gesuchte Integral- 
invariante lautet also 





\V>@y 


Eine Stromlinie auf Yip kann nur dann gegen die Grenze von We kon- 


vergieren, wenn S'x?-+ oo fiir ¢—+ co gilt. Mit Riicksicht auf (5) ist 
1 3 

dies immer nur der Fall, wenn bloB Sx? — oo fiir too gilt, d. h. 
1 


wenn der masselose Punkt sich ins Unendliche entfernt. Aus § 1 folgen 
demnach zunachst unter der Bedingung (6) die Sitze: 


Satz 3. Im allgemeinen konvergiert entweder die Entfernung des 
masselosen Punktes von m, und m, tiber alle Grenzen fiir t —- co oder 
der Bewegungszustand kehrt fiir t+ co immer wieder in beliebige Nahe 

des anfdnglichen Bewegungszustandes zuriick. Die Phasenpunkte, denen 
| keine dieser Bewegungen entsprechen, bilden auf jeder der Jacobischen 
Mannigfaltigkeiten Mo, fiir welche C von den vier Librationswerten ver- 
schieden ist, eine Menge vom Lebesgueschen Inhult Null. 

Satz 4. Kommt der masselose Punkt aus unendlicher Entfernung, 
so wird er sich im allgemeinen wieder in unendliche Entfernung begeben, 
abgesehen von unwesentlichen Ausnahmefallen der im vorigen Satz ange- 
gebenen Art. 


Beide Sitze gelten indessen allgemein, auch wefn (6) nicht erfiillt 
ist. Man hat dann die von Herrn Levi-Civita®) entdeckte Regularisierung 
des probléme restreint heranzuziehen. Das Differentialgleichungssystem (4) 
1a8t sich namlich durch eine analytische und eineindeutige Punkttransfor- 


*) Vgl. Sur la résolution qualitative du probléme restreint des trois corps, Acta 
Math. 30, p. 305—327. Die Transformation fir das hier betrachtete riumliche Problem 


findet man in: Sur la régularisation du probléme des trois corps, Acta Math. 42, 
p. 99—144. 
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mation y, = y;(%,,---,%) und eine Zeittransformation dt = Qdt derart 
umformen, 


d , 
(8) t= ¥, (yy, «++» Ye) (¢=1,2,..., 6), 
daB jeder Bewegung mit einem Einsturz auf m, — analoges gilt nach 
passender Punkttransformation fiir den Einsturz auf m, — eine Lésungs- 


kurve von (8) im y,-Raume entspricht, welche im Einsturzmoment rt durch 
einen Punkt des Regularitatsgebietes von (8) lauft. Hieraus ist leicht zu 
erkennen, daB die Mannigfaltigkeit ®— C durch Hinzufiigen aller Zusam- 
menstoBphasen zu einer neuen Mannigfaltigkeit Itc erweitert werden kann, 
auf welcher die betrachtete Fliissigkeitsstrémung singularitatenfrei ist, wenn 
man t durchweg als Zeitvariable zugrunde legt*®). Ist P* eine StoB- 
phase — ihr entspricht ein regulirer y,-Punkt von (8) —, so verfolge 
man die gema8 (8) durch P* hindurchgehende Stromlinie ein kleines 
Stiick; dem Endpunkt P wird dann eine gewodhnliche Phase auf ® —C 
entsprechen. Ist U eine hinreichend kleine Umgebung von P auf ®= C, 
so wird durch die Strémung nach Zuriickverfolgen um jene Zeitspanne U 
umkehrbar eindeutig und analytisch auf eine fiinfdimensionale Umgebung U* 
von P* abgebildet. Somit ist mit P auch P* ein regularer Punkt der 
erweiterten Mannigfaltigkeit Dt,~. Durch die Regularisierung der Jacobi- 
schen Mannigfaltigkeit wird auch die Integralinvariante der Strémung von 
selbst auf WN_ fortgesetzt, wie man ohne Schwierigkeit einsieht. 

Die Bedingung (6) ist somit unwesentlich fiir die Giiltigkeit der Satze 
3 und 4. Im iibrigen kann man auch ohne Miihe mit Hilfe der Regu- 
larisierung einsehen, daB die Bewegungen, bei welchen einmal ein StoB 
passiert, auf ®=C eine Punktmenge vom MaBe Null bilden, so da8 im 
allgemeinen die Bewegungen stoBfrei sind. 


10) Vgl. analoge Bemerkungen fiir das allgemeine Dreikérperproblem in: G, D. 
Birckhoff, Dynamical systems, New York 1927, 8. 286. 


(Eingegangen am 8. 3. 1930.) 
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Einleitung. 


Die Bertrandschen Kurven sind durch das Bestehen einer linearen 
Relation mit konstanten Koeffizienten zwischen Flexion und Torsion ge- 
kennzeichnet. Zu einer jeden derartigen Kurve gibt es eine konjugierte 
Bertrandsche Kurve, die mit ihr die Hauptnormalen gemein hat, wahrend 
die Tangenten und damit auch die Binormalen sich unter konstantem 
Winkel kreuzen;. entsprechende Kurvenpunkte haben konstanten Abstand. 
Der Zusammenhang mit den Biegungsfldchen des einschaligen Rotations- 
hyperboloids ist Gegenstand des Satzes von Laguerre und Bioche: Legt 
man zu den Binormalen einer Bertrandschen Kurve die Parallelen durch 
die Punkte der konjugierten Kurve, so bilden diese eine auf das einschalige 
Rotationshyperboloid abwickelbare Rege!flache. Und umgekehrt: Auf jeder 
Biegungregelflache des einschaligen Rota’ onshyperboloids stellt der verbogene 
Kehlkreis eine Bertrandsche Kurve dar; die konjugierte Kurve wird von 
dem Mittelpunkt des Hyperboloids beschrieben, das auf der Biegungsregel- 
flache rollt und diese dabei lings der gemeinsemen Erzeugenden beriihrt. 
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In den von Bianchi entdeckten schiefen Weingartenschen Systemen pseudo- 
spharischer Fldchen*) spielen die Bertrandschen Kurven die Rolle der 
Trajektorien, die unter Zuordnung der Asymptotenlinien die oo? Flachen 
der Schar durchsetzen. Hinzuweisen ist noch auf die von Razzaboni an- 
gegebene, von einer Riccatischen Differentialgleichung abhangende Trans- 
formation®), die zu einer gegebenen Bertrandschen Kurve co* neue liefert; 
die Punkte der transformierten Kurve haben konstanten Abstand von denen 
der gegebenen und liegen in den Schmiegungsebenen der konjugierten Kurve. 

Eine besondere Klasse B von Fldchen, die eine Schar Bertrandscher 
Kurven mit denselben Konstanten besitzen, definieren wir durch die folgende 
wechselseitige Beziehung zwischen einer solchen Flaiche und ihrer kon- 
jugierten Fldché, dem Trager der konjugierten Kurven: Bringt man die 
fiir einen Punkt der ersten Fliche konstruierte Schmiegungsebene der Ber- 
trandschen Kurve mit der Tangentialebene der zweiten Flache zum Schnitt 
und umgekehrt, so sollen diese beiden Flachentangenten korrespondierende 
Fortschreitungsrichtungen vorstellen. Statt dessen kann man auch sagen: 
Neben den beiden konjugierten Scharen Bertrandscher Kurven soll das 
Flachenpaar zwei Scharen entsprechender Kurven von der Higenschajft zu- 
lassen, daB jedesmal die Tangente an eine dieser Kurven die Tangente 
der auf der anderen Flache gelegenen Bertrandschen Kurve trifft. Wir 
werden zeigen, da8 die Flachen B mit den Trajektorienfldchen der schiefen 
Weingartenschen Systeme zusammenfallen, d. h. mit denjenigen Flichen, 
die man erhalt, wenn man auf einer der pseudosphirischen Flichen eine 
beliebige Kurve zur Leitlinie wahlt und die Gesamtheit der sie schneidenden 
Trajektorien ins Auge faBt. 

Eine ausgezeichnete Klasse B* unter den Flichen B ergibt sich auf 
Grund der weiteren Forderung, daB die soeben erwahnten Tangentenschnitt- 
punkte zwei Hilfsflachen beschreiben, die auch threrseits von je zweien 
der vier Tangenten beriihrt werden. Diese Flaichen B” erweisen sich als 
identisch mit denjenigen Trajektorienflachen, die aus den pseudosphirischen 
Flachen des Systems die Asymptotenlinien ausschneiden*). Beachtung ver- 


*) Bianchi, Sui sistemi obliqui di Weingarten. Annali di Mat. (3) 19 (1912), 8. 251. 

*) Razzaboni, Un teorema del sig. Demartres generalizzato. Atti del R. Ist. Ve- 
neto 60 (1900—01), parte 2*. Uber den Zusammenhang der Razzabonischen Trans- 
formation mit der Bianchischen Transformation fiir die Biegungsregelflichen des ein- 
schaligen Rotationshyperboloids s. Bianchi, Teoria delle trasformazioni delle superficie 
applicabili sulle quadriche rotonde. Soc. Ital. delle Sc. Mem. (3) 14 (1905), daselbst 
§§ 22—24. 

®) Die Transformation solcher ,asymptotischer“ Flachen fiir den Fall orthogonaler 
Systeme (Laméscher Scharen) von pseudosphirischen Flaichen behandelt die Diss. 
von Fibbi, Sulle superficie che contengono un sistema di geodetiche a torsione co- 
stante. Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa 5 (1888), 8. 77. 








722 H. Jonas. 


dient die Tatsache, da8 wir damit zu einer neuen speziellen Lésung des noch 
nicht allgemein erledigten geometrischen Problems gelangt sind, Systeme 
von co* windschiefen Vierecken zu ermitteln, deren Seiten paarweise die 
Ortsflichen threr Eckpunkte beriihren. Von derartigen Gebilden kannte 
man bislang neben den zu vieren gekoppelten W-Kongruenzen, wie sie das 
Bianchische Kompositionstheorem fiir die Moutardschen Transformationen 
erzeugt, nur einen mit der Verbiegung beliebiger Rotationsflachen zusammen- 
hangenden Fall‘) sowie vereinzelte Fille von viergliedrigen Zyklen Laplace- 
scher Transformationen’®). 

Da die schiefen Weingartenschen Systeme, wie ihr Entdecker gezeigt 
hat, die Backlundsche Transformation gestatten, so lieB sich dieser ProzeB 
mittels einer leichten Umformung der Differentialgleichungen auch auf iso- 
lierte Flachen B unmittelbar iibertragen. 

Im Rahmen einer umfangreichen Untersuchung*) itiber die dreifach- 
orthogonalen Flachensysteme, insbesondere iiber diejenigen, fiir welche die 
Abstainde der drei Tangentialebenen vom Nullpunkt einer Relation von 
der Form 

k, W? + kW} + k, W? = konst. 
geniigen, ist Bianchi auf die schiefen Weingartenschen Systeme zuriickge- 
kommen. Sie dienen ihm dort, auf die asymptotischen Parameter der pseudo- 
spharischen Flachen bezogen, zur Bildung eines von den drei Variablen 
abhangigen rechtwinkligen Richtungsdreikants, das infolge des Verschwindens 
dreier Rotationen p®, g™, r die spharische Abbildung fiir eine Mannig- 
faltigkeit paralleler coder, wie es gewéhnlich heiBt, durch Combescuresche 
Transformation verbundener dreifach-orthogonaler Systeme bestimmt. Dabei 
' jiberrascht eine eigenartige Symmetrie hinsichtlich der drei Variablen. Es 
treten namlich neben den pseudospharischen Kongruenzen, die zwischen 
dem schiefen Weingartenschen System und dem assoziterten System — 
dieses hat die konjugierten Bertrandschen Kurven zu Trajektorien — ver- 
mitteln, die spharischen Bilder zweier weiterer Scharen von pseudosphdrischen 
Kongruenzen auf, in denen zwar die Strahlen reell, aber die Brenn{lachen 
konjugiert-imagindr sind’). Dieses wohl interessanteste Ergebnis der Bianchi- 


‘) Bianchi, Sopra una proprieta cinematica che caratterizza le superficie W. Rom, 
Ace. Line. Rend. (5) 82, (1923), 8. 185; doch s. bereits Jonas, Uber W-Strahlensysteme, 
Flachendeformation usw. Diss. Halle 1908. 

*) Ein neues Beispiel eines viergliedrigen Laplaceschen Zyklus soll demnichst 
in einer Arbeit mitgeteilt werden, die an die Untersuchungen in Berl. Math. Ges. Ber. 
24 (1925), S. 54, ankniipfen wird. 

*) Bianchi, Ricerche intorno ad una classe di sistemi tripli di superficie orto- 
gonali. Annali di Mat. (3) 25 (1916), S. 129.” 

°) Betreffs dieser Kongruenzen s. auch Bianchi, Sopra una classe di superficie 
collegate alle congruenze pseudosferiche. Palermo Rend. 40 (1915), S. 110. 
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schen Untersuchung ergiinzen wir zunichst durch den Nachweis, daB nicht 
nur die sphirischen Bilder, sondern die neuen Kongruenzen selber durch 
eine einfache geometrische Konstruktion aus den schiefen Weingartenschen 
Systemen hervorgehen. Die Strahlen der drei Scharen pseudosphirischer 
Kongruenzen treffen sich rechtwinklig in den gemeinsamen Strahlmittel- 
punkten, so daB man geradezu von einem dreifach-orthogonalen pseudo- 
sphdrischen Komplex sprechen kann. Damit gewinnen nun aber die von 
uns betrachteten, im Verein mit den Flichen B* auftretenden Vierecks- 
systeme ein neues Aussehen. Sie erscheinen hier als eine bemerkenswerte, 
héchst anschauliche Eigenschaft der pseudospharischen Kongruenzen mit 
konjugiert-imaginaren Brennflachen, zu der, wie noch ausdriicklich betont 
sei, ein reelles Analogon bei den gewédhnlichen pseudosphirischen Kon- 
gruenzen fehlt. 

In den geometrischen Uberlegungen, auf die Bianchi seine Theorie der 
auf die Flachen zweiten Grades abwickelbaren Flachen gestiitzt hat, nimmt 
ein Satz von Chieffi*) eine bedeutsame Stelle ein. Er besagt, daB eine 
nicht-geradlinige Biegungsflache einer Regelflache sich als Umhiillungsgebilde 
einer Schar von co’ Biegungsregelfliachen derselben Flache auffassen laBt. 
Es liegt im Hinblick auf den eingangs genannten Satz von Laguerre und 
Bioche nahe, die Konstruktion nicht-geradliniger Biegungsflichen des ein- 
schaligen Rotationshyperboloids aus den oo? verfiigbaren Bertrandschen 
Kurven eines schiefen Weingartenschen Systems zu versuchen. Da® dies 
nicht méglich ist, werden wir aus der fiir die Trajektorienflachen B charak- 
teristischen Eigenschaft folgern. Als positives Ergebnis des SchluBpara- 
graphen sei erwaihnt, daB dort abermals aus Bertrandschen Kurven ge- 
wonnene Systeme windschiefer Vierecke auftreten, deren Ecken die Brenn- 
flachenmantel der von den Seiten gebildeten Strahlenkongruenzen beschreiben. 


§ 1. 
Aufstellung einer besonderen Klasse B von Flachen mit einer Schar 
Bertrandscher Kurven. 


1. Die zu betrachtende Flache (2) sei auf die Variablen u, v bezogen*). 
Die v-Kurven solien Bertrandsche Kurven der gleichen Familie sein. Thr 
begleitendes Dreikant sei (X, X’,X”), die Reihenfolge, wie iiblich: Tan- 
*) Chieffi, Sulle deformate dell’ iperboloide rotondo ad una falda e su alcune 
superficie che se ne deducono. Giorn. di Mat. 43 (1905), 8.9; dazu Bianchi, Lezioni 
di geometria differenziale 3 (1909), § 2. 

*) Zur Kiirzung des Ausdrucks und der Schreibweise sei folgendes vereinbart: 
Der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten z, y, z wird als Punkt x bezeichnet, 
eine von ihm beschriebene Flache als Fliche (x), wenn erforderlich, wie im dreifachen 
System, auch als Flache (z; a, 8) unter Angabe der auf der Flache variablen Para- 
(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 
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gente X, Hauptnormale X’, Binormale X”. Fiir die Koordinaten des 
Flachenpunktes x gilt dann zunichst der Anssatz: 


(1) a=AX+pyX'+rX", 2x =X, 


wahrend sich die zweiparametrigen Drehungen des Dreikants mittels der 
Rotationen p, q,r, p’,q’ = 0,1’, wie folgt, darstellen: 


X,=rX'—qX", X,=—r'X’, 
(2) Xi,=pX"—rX, X;= p' X” —r' X, 
Xs=qX—pX, X,=-—p'X’. 

Die Bertrandsche Relation, in der wir die eine der beiden Konstanten 
durch geeignete Wahl der Langeneinheit unterdriicken, nehmen wir in der 
Form 
(3) r'+xp’'+y1l+x#?Tr=0 (x = konst.) 


an. Identifiziert man die zweite Gleichungsgruppe (2) mit den Frenetschen 


Formeln 
dX La 
qe RX, 


dX’ 


dX’ ae 
ds 


== J’, 


1 1 ” 
a—ei—gs, “ee 


wobei ohne Riicksicht auf das Vorzeichen von I" fiir die v-Kurven 
ds —I'dv gesetzt sei, so erhalt man als Radien der Flexion und der 
Torsion: ; 

(4) R= ‘. T=— ip 
P 


rT 
Die Relation (3) geht damit in 


(5) q-7tVite=0 


iiber; sie umfaSt fiir x0 den Sonderfall der Kurven von konstanter 
Flexion lz| =1. Auf die in der Kurventheorie gebrauchliche Festsetzung 
der positiven Hauptnormalenrichtung haben wir verzichtet; R ist also mit 


meter. Im Kurvennetz (u, v) sollen die Kurven u = konst. und v = konst. nach dem 
variablen Parameter v-Kurven und u-Kurven genannt werden. Eine in z geschriebene 
Gleichung vertritt stets eine vektorielle Beziehung, gilt also auch in den Buchstaben y 
und z. Eine Richtung X hat die Richtungskosinus X, Y, Z. Jedes vorkommende 
rechtwinklige Dreikant wird in der angegebenen Folge der Richtungen, oben z. B. 
X, X’, X”, als gleichstimmig mit dem Dreikant der positiven Koordinatenachsen zx, y,z 
vorausgesetzt. Die benutzten orthogonalen Substitutionen haben demnach auch, 
worauf im einzelnen nicht besonders hingewiesen wird, die Determinante +1. Buch- 
stabenindizes deuten partielle Ableitungen an. > ist eine dreigliedrige, iiber die Buch- 
staben z, y,z zu erstreckende Summe. SchlieBlich sei bemerkt, vor allem im Hin- 
blick auf § 2, daB es sich durchweg nur um Gebilde mit analytischem Charakter handelt. 








a, & & ® 
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einem in geometrischer Hinsicht belanglosen, von der Wahl des Dreikants 
abhangigen Vorzeichen behaftet*®). Demgegeniiber sei daran erinnert, daB 
das Vorzeichen von 7' wesentlich ist und durch zulissige™’) Anderungen 
des Achsensinnes nicht beeinfluBt wird. 
Der Punkt 

re 1 , 
(6) =zr— Tram 
in konstantem Abstande auf der Hauptnormalen gelegen, beschreibt die 
von den konjugierten Bertrandschen Kurven bedeckte Flache (%), die wir 
kurz die konjugierte Flache nennen. Aus (1) bis (3) folgt: 





i x X+X” a 
( 7 ) z, Pp yi+x? Pp Xx , 
Das begleitende Dreikant wird: 





tal xX+X” wer , tad X—2xX"” 
i. oh ame X = = 3 
(8) Wet” ae — 


Fiir den konstanten Winkel 6, unter dem sich die Tangenten kreuzen, 
gilt die Formel: 


cos é = Tw <n’ 

08 D>. ¢ yiga 
die Hauptnormalen fallen zusammen. Aus (6) und aus den mittels (2) 
berechneten Ableitungen der Ausdriicke (8) entnimmt man: 








— al ‘+x p’ - =. p’—xr’ 
r=— Fe = =—T, =0 , es ——_ 
? yizx dist: Vian? 


und erhalt dann fiir die v-Kurven auf der Flache (%) die mit (3) bzw. (5) 
gleichlautende Bertrandsche Relation. Das, wie bekannt ist, konstante 
Produkt der Torsionsradien wird TT =1. 

2. Durch eine weitere geforderte Eigenschaft definieren wir die Klasse 
der Flichen B, um deren Bestimmung es sich zunachst handelt: Bringt 
man fiir jede der beiden zueinander konjugierten Flachen die Schmiegungs- 
ebenen threr Bertrandschen Kurven mit den Tangentialebenen der anderen 
Flaiche zum Schnitt™), so sollen diese Geradenpaare korrespondierende 
Flachentangenten oder, wie wir gleich sagen wollen, Tangenten korrespon- 








©) Der Kriimmungsmittelpunkt ist «+ RX’. 

41) Siehe dazu das unter *) Bemerkte. 

12) Dabei wird nur die Tatsache benutzt, daB jeder der beiden Punkte z,Z in 
der Schmiegungsebene der vom anderen beschriebenen v-Linie liegt (asymptotische 
Kurventransformation). Das obige Prinzip kann daher zur Erzeugung allgemeinerer 
Flachenpaare dienen, fiir die sich, wie bemerkt sei, wiederum eine Transformations- 
theorie entwickeln 1aBt. 
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dierender Flachenkurven vorstellen. Dazu seien die noch verfiigbaren 
u-Linien gewahlit. Aus 


foigt dann: 





A=2r, *¥= iat 
so daB der Ansatz (1) sich spezialisiert: 





(9) t.= jan 
Die Bedingung, die wir dem Flachenpaar (x), (%) auferlegt haben, 
kann auch folgendermaBen gefaBt werden: Fiir jede der beiden Flachen 
sollen die Tangenten ihrer u-Linien die Tangenten der durch die ent- 
sprechenden Punkte der anderen Flache gehenden ( Bertrandschen ) v- Kurven 
trefjen. Diese Tangentenschnittpunkte, die wir durch die Bezeichnung den 
Bertrandschen Kurven zuordnen, ergeben sich mit Benutzung von (6): 


(xX+X")+uX’, 2 =X. 


c 





“xp+r =f = P ” 
(10) w= 2+a4p* B=F—ay wp *Xt+X » 


Neben den beiden von ihnen beschriebenen Hilfsflichen (x’), (%’) fihren 
wir noch zwei weitere (x”), (%”) ein: die zweiten Brennflachen der beiden 
Strahlenkongruenzen, die von den Tangenten der Bertrandschen Kurven 
gebildet werden, gleichzeitig auch (zufolge einer allgemeinen Eigenschaft 


der Kongruenzen) die Enveloppen ihrer Schmiegungsebenen. Wir finden: 
(11) 2a” —2+—2_x, #”=—3——*P** (x X+X"). 
wits q(l+x*)” 


3. Um nun z den Differentialgleichungen zu gelangen, von denen die 
Ermittlung der Flachen B abhangt, stellen wir mit Benutzung von (2) 
die Integrabilitatsbedingungen fiir (9) auf und erhalten: 





x Pp. = a eee =i ana Oe 
a [PRATT aetae ale, 
yin?’ xr’) =r. 


Hinzuzufiigen sind neben der endlichen Relation(3') die in wohlbekannter 
Form sich darbietenden Differentialrelationen zwischen den Rotationen, die 
Integrabilitatsbedingungen des Systems (2): 

(13) Po—Pu=9T', G=Tp'—pr’, %—th=— DP’. 
Eliminiert man m« aus den beiden ersten Gleichungen (12) und wendet 
dann (3) sowie die erste Formel (13) an, so folgt (I"p’), = 0, also 


(14) 'p'=f(v). 
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Es sei jetzt 


’ 6, a 
gesetzt. Mittels der beiden neuen unbekannten Funktionen @(u,v), (u,v) 
lassen sich, wie gezeigt werden soll, die simtlichen zur intrinseken Bestim- 
roung der Flache erforderlichen GréBen ausdriicken. Wir tragen die Werte (15) 
in (14) ein und kénnen dann, wie man unmittelbar iibersieht, iiber die 
Variable v noch so verfiigen, daB die Relation die einfache Gestalt 


(16) 0,0,=e (e = +1) 
annimmt**). Aus (3) und (15) folgt: 








(17) r’ = — 0, — ——~,; 
yi+x? 
nach (4) wird: 


Ri @, epee bi - ie 
or. 1+’, a 


Durch — e ist fiir die Bertrandschen Kurven der Fliche das Vorzeichen 
der Torsion gegeben; dasselbe gilt wegen 7 7—1 auch fiir die konjugierte 
Flache. 

An Stelle von p,q, fiihren wir unter Beibehaltung von r noch drei 
HilfsgréBen 1, m,n ein, indem wir 


(18) p=Yl+txintexr, g=Jl+x*m+xl, w=Vitx*ltxm 


setzen. Die sechs Gleichungen (12), (13) gehen dann, wenn zur Ab- 
kiirzung 
l—r0,—no,=A, m,—n0,—ro,=—M, 


n,+m0,+lo,=N, 1r,+10,4+ma,=P, 





Ove uy _ : 
aaa 
geschrieben wird, der Reihe nach in die folgende iiber: 
xVl+x*N+x*P—OH=0, yi+x*N+x*P=0, 


yl+x*A+xM=0, (1+ x*)N+xjyl+x?P+o,H=0, 
yi+x*M+xA=0, Vi+x*P+ (yl+x*0,—xo,)H=0. 


%) Fir «= 0 tritt, o,=0 und 6,+0 vorausgesetzt, auf der Fliche (xz) an die 
Stelle der Bertrandschen Kurven ein System von Kreisen mit konstantem Radius, 
wihrend (%) die Kurve ihrer Mittelpunkte wird. Dieser Ausartungsfall bleibt weiter- 
hin unberiicksichtigt. 

4) Mit Benutzung von (16). 


48* 
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Man erkennt unschwer, daB A—M=N =P =H = 0 sein muB. Wir haben 
damit: 


L=70,+no,, m,=n0,+ro,, 
(19) eite ae r,= —10,—mo,, 
(20) 0,,.=10,, o,,=—lo,. 


Aus den Relationen (19) folgt: 
(1? + m*+n*+r*), =0, (Im+nr),=0, 
also: 
(L—m)*+(n—r)*=4U;, (l+m)*+(n+r)*=403, 
wobei U,, U, Funktionen von wu allein sind. Wir setzen demnach: 
l—m=2U,csp, n—r=2U,sing, 
l+m=2U,cosy, n+r= —2U,siny 


und tragen die hieraus entnommenen We~2 von 1, m,n, r wieder in die 
Relationen (19) ein. Diese liefern jetzt 


P, =9,—o,, y, =9,+ , 
und, da additive Funktionen von uw in @ und m einbezogen werden 
diirfen: 

yp =8-—o, y=6+o. 
Die Ausdriicke 
1 =U, cos (6 — wm) + U,cos(0+@), m=—U,cos(#—w)+U,cos(6+), 
1 U, sin(@— w)—U,sin(@+), r=——U, sin(@—o) —U,sin(0+o) 
hat man schlieBlich in (18) un¢ (20) einzufiihren. 

Wir sind damit zu dem folgenden Ergebnis gelangt: Die Bestimmung 
einer Flache B erfordert, und zwar ganz unabhdngig von der Kon- 
stanten x, die Kenntnis eines Funktionenpaares 0, w, das die Differential- 
gleichungen 
(21) 0,,—[U,cos(0@—w)+U,cos(0+)]0,, O0,0,—e (e= +1) 
erfillt; dabei bedeuten U,,U, zwei willkiirliche Funktionen von u, von 
denen die eine, falls von Null verschieden, gleich 1 gesetzt werden 
darj. An die Stelle der zweiten Gleichung (21) kann die zu der ersten 
analoge: 

(22) @,, = — [U, cos (8 — w) + U, cos (6 + w)) a, 
treten. 
Fiir p,q, 17, 4 gelten, wenn abkiirzend 


1+x*—x=c 














(28) 











Flachen mit Bertrandschen Kurven. 729 


geschrieben wird, die Formeln: 


p=cU, sin(@—w)—+U, sin(0-+a), q=—c U, cos(@—w)-++U, cos (6+), 


r= —U,sin(§@—«)—U,sin(0+), “—¢U, cos(0—w)+—U, cos (0+); 


aus (9) wird: 








. 1 ‘ xX+X” 
x,—|¢U, sin (8 — w) — —U, sin (6 + @)| Tra 
(24) + [€U, cos (8 — w) + =U, cos (@-+ w)| X’, 
o—- 6, 
z= Tr 


Man kénnte gleicherweise auch die zweiten Ableitungen von z mit Be- 
nutzung von (2), (15), (17), (23) durch X, X’, X” ausdriicken. Die Fliche (2) 
erscheint demnach als intrinsek bestimmt durch ihre FundamentalgréBen 
1. und 2. Ordnung, die, wie man ohne Rechnung erkennt, x nur explicite 
enthalten. Zu einem Lésungspaar 0, von (21) gehdren also co* noch 
von x abhdngige Flachen der Klasse B. 

Zwecks Ermittlung der laufenden Koordinaten hat man das System (2), 
das die Konstante x enthalt, zu integrieren, eine Aufgabe, die in bekannter 
Weise auf die Form einer totalen Riccatischen Differentialgleichung gebracht 
werden kann, und schlieBlich die drei durch (24) bedingten Quadraturen 
auszufiihren. 


4. Ein wichtiger Spezialjall entspringt der Forderung, da8 die in 
Art. 2 definierten Hilfsflichen (x’),(x”) einerseits, (Z’),(%”) andrerseits 
zusammenfallen sollen. Aus (10) und (11) folgen dann die Relationen 


(xp+r)q—Yl+x*pu=0, (xp+r)m—yl+x*pq=0, 


die sich mit Hilfe von (23) beide auf U,U,—0 reduzieren. Die durch 
U,= 0 oder U,=0 gekennzeichneten Flichen der Klasse B mégen Flachen B* 
heiBen. Da schon im allgemeinen Falle die in der Schmiegungsebene der 
Bertrandschen Kurve gelegene Verbindungslinie x” # Tangente der Flache (2”), 
ebenso die Linie ” x Tangente an (Z”) ist, so ergibt sich der folgende 
in geometrischer Hinsicht bemerkenswerte Sachverhalt: Die beiden Paare 
sich schneidender Tangenten der zueinander konjugierten. Flachen B* be- 
riithren gleichzeitig die beiden von den Tangentenschnittpunkten beschrie- 
benen Hiljsflichen**). Wir haben damit ein neuartiges System von co* 
windschiefen Vierecken, deren Seiten Tungenten an die Ortsflichen der 
vier Eckpunkte sind. 


15) Die u-Kurve der einen Fliche des konjugierten Paares hat jetzt also mit 
der v-Kurve der anderen die Schmiegungsebene gemein. 





730 H. Jonas. 


Im Falle der Flichen B* kann die erste Gleichung (21) nach v in- 
tegriert werden. Lie beiden Differentialgleichungen lauten also: 
(25) fir U,=0(U,=1): 0,+0,—sin(@—@)**), 0.0,=—e, 

fix U,=0(U,=1): 0,—o,=sin(@+ 0), 0,0,=e. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die u-Linien der Flichen B* 
Kurven von konstanter Torsion sind und daB diese Torsion fiir U,=0 
den Wert +-1, fiir U,=0 den Wert —1 hat. 

Wir betrachten noch die Kongruenz, deren Strahlen die Hauptnormalen 


der Bertrandschen Kurven sind, und bestimmen ihre Brennflachen an Hand 
des Ansatzes 


Z=—2+1tX’. 
Da sich 
e —O,+Ve 
fii = > Ss 
Ce ama) 
- —-6,+ )-—« 
fir U.=—0: §2— 2 
“2 ¥1+x*(0,+ ,) 


ergibt, gilt der folgende Satz, nach dem wir zwei Arten von Flichen B* 
zu unterscheiden haben: Die von den Hauptnormalen der Bertrandschen 
Kurven gebildete Kongruenz hat reelle oder imagindre Brennflachen, je 
nachdem das Vorzeichen der Torsion fiir die Bertrandschen Kurven und fiir die 
Kurven von konstanter Torsion das entgegengesetzte oder das gleiche ist. 


§ 2. 
Die Flachen B als Trajektorienflichen im schiefen Weingartenschen 
System pseudosphirischer Flachen. 


1. Unsere Flichen B treten nun in engste Beziehung zu den von 
Bianchi entdeckten schiefen Weingartenschen Systemen, mit deren allge- 
meinsten Trajektorienfldchen sie, wie bewiesen werden soll, identisch sind. 
Wir gehen dazu von der Darstellung dieser Systeme pseudospharischer 
Flachen vom gleichen Kriimmungsma8 (K = —1) aus, in deren unter 
konstantem Winkel schneidenden Trajektorien Bianchi Bertrandsche Kurven 
der gleichen Familie erkannte. Fiir die oo Flachen dér Schar werden die 
Asymptotenlinien durch die Trajektorien aufeinander abgebildet. Die ihnen 
entsprechenden Variablen — sie mégen « und f£ heiBen — benutzen wir als 
Bezugsparameter*’); v sei der dritte, langs der Trajektorien variable Parameter. 


1®) Unter der Annahme U,=0 erscheint in der Rechnung von Art. 8 die GréBe 
6+ noch gar nicht; diese kann also jetzt unbeschadet der Allgemeinheit eine ad- 
ditive Funktion von u aufnehmen. Entsprechendes gilt im Falle U,=0 von @—o. 
1?) Ebenso wie Bianchi in § 29 der unter *) genannten Abhandlung. 








m— eet / 4,7 24 
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Wir weisen auf einen wesentlichen Punkt hin, in dem unsere Formeln 
von denjenigen Bianchis abweichen. Ein schiefes Weingartensches System 
geht bekanntlich aus einem Weingartenschen System mit konstanter Flexion, 
d. h. aus einer Laméschen Schar pseudospharischer Flaichen, deren ortho- 
gonale Trajektorien Kurven von konstanter Flexion sind**), durch simultane 
Liesche Transformationen hervor. Die von Bianchi bevorzugte Form der 
Lieschen Transformation ist die folgende. Ein Integral @ von 


20,,=sin26 
liefert eine pseudospharische Flache mit dem Quadrat des Linienelements 


ds* = da*+ 2cos20dadp + dp’; 


die aus @ durch die Substitution «|“, 8|c¢f gewonnene weitere Lésung 


c 





a 
o-0(F, 8) 
definiert eine Liesche Transformierte, deren Linienelement durch 
ds* = da* + 2cos2Odadp + dp” 


gegeben ist. Statt dessen kann man aber auch 6(«, 8) beibehalten und 
fiir die Liesche Transformierte 

2 
(1) ds*=c*da* + 2cos20daap + 4 





setzen. Nur die Zuordnung zwischen den Punkten der beiden Flachen er- 
scheint damit geindert. Diese zweite Auffassung der Lieschen Transfor- 
mation bietet den Vorteil, daB die an die Spitze zu stellenden Differential- 
gleichungen fiir das Funktionenpaar 9, die charakteristische Konstante x 
des schiefen Weingartenschen Systems nicht enthalten. 

2. Es sei also 0, w ein Lésungspaar der drei simultanen Differential- 
gleichungen: 


(2) 0,+0,=sin(@—o), 0,—o,=sin(@+o), 0,0,=e, (e= +1) 


die folgende Relationen nach sich ziehen: 


| (a) 20,,—sin20, 2m,,= sin2o, 
(3) (b) 0,,=cos(@—w)0,, w= —cos(0—w)o,, 
| (c) 0,,=cos(@+m)0,, ws,=— —cos(0+o)a,. 


Wir definieren das rechtwinklige Dreikant (X®, X®, X®) durch ein in- 
folge von (2) bzw. (3) unbeschrinkt integrables System, wobei zur Ab- 


18) Bianchi, Lezioni di geom. diff. 2, (3* ed.), §§ 546—548; s. auch die Abh. in 
Ann. di Mat. (2) 18 (1885), 8S. 177, und (8) 24 (1915), 8S. 285. 
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kiirzung wieder 1 + x? — x —c gesetzt sei: 
(a) (b) 
xo — 0 X+ csind X®, Xf = —0,X+ + sind x, 


xi? = — ccos# X® — 0, x®, x; = * cos X® + 0, x®, 





xX® = — csind X®+ ccos0X®™, X;? = — ~ sind X® —= cos X®, 











3 6, 1 . @ 
xX, = rat (— eT — nek *). 
Alsdann gewinnt man fiir das schiefe Weingartensche System die laufenden 
Koordinaten mittels Quadratur aus den Formeln: 


x,=c(cos0X® + sindX), 2,— + (cosd X° — sind X), 
(5) «Oy 





—sinw X® + cos X™) 4+ —% _ x®, 


1+ 14x 
fiir die infolge von (2) bis (4) die Integrabilitatsbedingungen erfiillt sind. 

Der Punkt 2z beschreibt fiir v = konst. die auf die Asymptotenlinien 
bezogene Flache (z; a, 8) vom KriimmungsmaB K=—1. Das Quadrat 
ihres Linienelements hat die Form (1); X®, X® sind die Hauptkriimmungs- 
richtungen, X® ist die Richtung der Flachennormalen. Die gleichfalls 
' pseudosphiarische Flache (Z; «, 8), gegeben durch 


(cos w X® + sinw x), 





- 1 
(6) i=2 yizat 
ist mit (7; @,f) durch eine ausgezeichnete Backlundsche Transformation 
verbunden, die den ersten beiden Differentialrelationen (2) entspricht. 
Variiert auch v, so beschreibt Z das assoziierte schiefe Weingartensche 
System. 

3. Um uns zunichst davon zu iiberzeugen, daB die Trajektorien Ber- 
trandsche Kurven sind, fiihren wir ihr begleitendes Dreikant (X, X’, X”) 
durch die folgende orthogonale Substitution ein: 


(— sinw X® + cosw X®) + ——— X®, 


| 7-1 Te 


(7) | X’=cosw X® + sinw X™, 


” 





(— sino X® + cosw X®) — —~— x™. 


yl+x? 


1 
Jl+x? 








ul 
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Aus (4c) ergibt sich dann: 

















X= - (4+ 7a) 2’. 4, -geeee* + (0+ =o.) x, 
, @, x’ 
five 
und aus (5): 
z= o x, 
yl+x? 


so daB Ubereinstimmung mit den auf die Variable v beziiglichen Formeln 
(2), (9), (15), (17) von §1 erreicht ist. Die Trajektorien, also Bertrandsche 
Kurven der gleichen, durch § 1 (5) gekennzeichneten Familie, schneiden 
die pseudospharischen Flachen, da N 
Pie. il 

eee 
ist, unter konstantem Winkel. Aus der im Einklang mit § 1 (6) bestehenden 
Beziehung ; 
Visa ~ 
folgt weiter, daB die konjugierten Bertrandschen Kurven die Trajektorien 
des assoziterten Systems darstellen. Ist x = 0, so liegt ein (orthogonales) 
Weingartensches System mit konstanter Flexion vor. 

Fiir unseren Zweck bedeutungsvoll ist nun die durch die Formel 


E=—xr— 





) X—xX” _ 

xX ax wrt” xX 
ausgedriickte, bereits von Bianchi konstatierte Tatsache, daB die Normalen 
der pseudosphdrischen Flachen parallel zu den in den entsprechenden 
Punkten konstruierten Binormalen der konjugierten Bertrandschen Kurven 
sind. Durch eine einfache Uberlegung folgert man namlich, daB jede aus 
einer einfach-unendlichen Schar von Trajektorien bestehende Flache der in 
§ 1,2 aufgestellten Bedingung geniigt. Das besagt aber: Die Trajektorien- 
flachen des schiefen Weingartenschen Systems gehoren sémtlich der Flachen- 
klasse B an. 

Wir definieren eine solche Trajektorienflache durch eine willkirliche 
Relation zwischen « und £, die wir auf der pseudosphirischen Flache v = v, 
als Leitlinie deuten. Unter Einfiihrung eines Parameters u sei « = «(w), 
b= B(u) und 
(8) =U, (u) GO =, (u) 
gesetzt. Wird 6=—@[a(u), 8(u), v] und ebenso w jetzt als Funktion von 
u,v aufgefaBt, so liefert (3b) tatsichlich die Differentialgleichung § 1 (21): 


6, = [U,cos(@ — w) + U,cos(6 + w)]@,. 
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Aus (4a,b) gewinnen wir, indem wir mit Beriicksichtigung der beiden 
ersten Relationen (2) 


(9) 0,5% — 6,28 — — w+ U,sin(0 — w) — U, sin (0 + ») = @ 
schreiben, das folgende neben (4c) tretende System: 

Xf? = 2X + (cU, +—U,) sind X®, 
(10) X= — (cU,— —U,) cos X® — 2X, 

x2 = — (c U,+ ~0,) sin@ X® + (cU, - 2 U;) cos# X, 
ferner aus (5) die Formel: 
(11) x, = (eV, ++U,) cos X® + (cU, —+U,) sind X®. 


Bei Anwendung der Substitution (7) erweisen sich (10) und (11) als gleich- 
wertig**) mit den auf die Variable u beziiglichen Relationen § 1 (2), (23), 
(24). Die hiermit auch in formaler Hinsicht hergestellte Ubereinstimmung 
ist fiir den nun folgenden Gedankengang wesentlich. 

Wir schalten die Bemerkung ein, dab, wie man aus (2) entnimmt, 
die lings der Asymptotenlinien B bzw. « = konst. schneidenden Trajektorien- 
fldchen Flichen B* sind. Sie sind von gleicher oder von verschiedener 
Art im Sinne von § 1, 4, je nachdem ihre Leitlinien der gleichen Schar 
oder verschiedenen Scharen von Asymptotenlinien angehéren. 

4. Um jetzt zu beweisen, da8 auch umgekehrt jede Fiche B als 
Trajektorienflache eines schiefen Weingartenschen Systems aufgefaBt werden 
_ kann, stiitzen wir uns auf zwei bekannte Existenztheoreme. Das erste*®) 
besagt: Ein Elementstreifen, bestehend aus einer willkiirlichen Kurve und den 
lings derselben (rechtwinklig zur Tangente) gegebenen Flachennormalen X™, 
bestimmt im allgemeinen eine Flache vom Kriimmungsma8 K = —1. Eine 
Ausnahme bildet der FaH des asymptotischen Streifens, wo die Richtungen X® 
mit den Binormalen der Kurve zusammenfallen; alsdann mu8 die Kurve 
konstante Torsion +1 besitzen, gehért aber unter dieser Bedingung un- 
endlich vielen Flachen K = —1 als Asymptotenlinie an. Der zweite Satz 
ist das von Bianchi aufgestellte Existenztheorem™) fiir die schiefen Wein- 
gartenschen Systeme: Eine gegebene Fliche K = — 1 und eine Bertrandsche 


*) Die Frage, ob nicht das Dreikant (X’, X®, X) bereits bei dem Ansatz 
fir die Flichen B mit Vorteil benutzt worden wire, ist insofern zu verneinen, als 
die Richtungen X“, X im Falle einer isolierten Flache B keine einfache geometrische 
Deutung zulassen; in der Tat erschienen die GréBen @ und w selber erst auf Grund 
einer Integration. ‘ 

*) Bianchi, Lezioni di geometria differenziale 1, (3* ed. 1927), § 240. 

*1) Siehe den SchluB von § 9 der unter *) zitierten Arbeit. 
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Kurve mit der Relation §1 (5) (wir kénnen auch sagen: mit dem Tor- 
sionsprodukt 1), welche die pseudosphiarische Fliche so schneidet, daB die 
Flachennormale im Schnittpunkt zu der entsprechenden Binormalen der 
konjugierten Bertrandschen Kurve parallel ist, bestimmen eindeutig ein 
schiefes Weingartensches System. 

Wir schlieBen (zunachst unter der allgemeinen Annahme, daB die 
Richtungen X® von den Binormalen der u-Kurve verschieden sind): Es 
existiert eine Flache B, die eine mitsamt den Richtungen X® gegebene 
u-Kurve sowie eine Bertrandsche v-Kurve mit der Relation § 1 (5) ent- 
halt, wobei im Schnittpunkt der Kurven X® parallel zur Binormale der 
konjugierten Bertrandschen Kurve vorausgesetzt ist. Denn: auf die ange- 
gebene Weise ist zunichst die Flache K= —1, dann aber auch das schiefe 
Weingartensche System bestimmt; die u-Kurve dient als Leitlinie und 
liefert die der Klasse B angehérige Trajektorienfliche. 

Ist andererseits eine Fliche B gegeben, so benutze ich eine auf ihr 
gelegene u-Kurve v = v, samt den zugehérigen Richtungen X™ und eine 
Bertrandsche v-Kurve «=, zur Konstruktion des schiefen Weingartenschen 
Systems, das als Trajektorienfliche eine den gleichen Anfangsbedingungen 
geniigende Fliche B enthalt. Der am Eingang des Artikels ausgesprochene 
Satz ist bewiesen, sobald fiir die Bestimmungsgleichungen der Flachen B 
die Hindeutigkeit des den Anfangsbedingungen entsprechenden Lésungs- 
systems feststeht. Nach (10), (11) ist aber 


Sx XP =—2U,U,8in20, (xy, X.”, X") =e U} —5U;, ™) 


so daB die samt den Richtungen X“ gegebene, vom Punkte z beschriebene 
u-Kurve v=v, die Funktionen U,(u), U,(u), sowie die Werte von 
O(u,v) fir v—v, ergibt®). Aus x,, X,” erhalt man fiir v—v, die 








*®) Der mit den iibrigen drei Gleichungen im Einklang stehende Wert der Deter- 
minante ist der Vorzeichen wegen hinzuzunehmen. 

*3) ¢* ist durch die Bertrandsche Kurve eindeutig festgelegt, da die Vorzeichen 
von x und }1+.®* nur gleichzeitig geindert werden kénnen; gegebenenfalls miissen 
X, X’, X™, X™ gemeinsam das Vorzeichen wechseln. Zweifel hinsichtlich der Ein- 
deutigkeit, die sich an die Vorzeichen von U, und U, kniipfen, werden durch die 
Bemerkung behoben, da8 die simtlichen Formeln fiir die Flachen B den folgenden drei 
Substitutionen gegeniiber invariant sind: 1. U,|—U,, U,|—U,, X®|—X™, X®|—xX®; 


2. U,|—U,, O/0+5, wlo-F, XY|X®, X™|-X™; 8. U,|—-V,, 0/0+5, 
o|o+ +, X”|—X®, X®|X. Es gelingt also in jedem Falle fir die beiden 


Flichen, um deren Identitét es sich handelt, die GréBen x, 1+ x*,c, U,, Uz, auch 
beziiglich der Vorzeichen in Ubereinstimmung zu bringen. 











3(X2 = 08 Ul + 5 UF — 20,0, 00820, (xy) 0 Ul +4 Us + 20; Ve 008 28, 
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Richtungen X“, X® und damit die GréBe Q = 5 Xf X”; durch (9) 
laBt sich fir v —v, auch w, und damit die Reihe der Ableitungen von w 
nach u allein mit Hilfe von w selber ausdriicken. Der Anfangswert von w 
im Punkte u—u,, v=, ist durch cosm = 5 X’X”, sinw = 5 X’ xX 
bestimmt. Wir erkennen so, daS fir w—u,, v=v, die Werte der 
Funktionen # und und ihre Ableitungen nach w allein und nach » allein, 
letztere durch die Bertrandsche Kurve, festgelegt sind. Die gemischten 
Ableitungen von @ und w nach beiden Variablen u,v bestimmen sich fiir 
u=U,, v=v, aus den Differentialgleichungen § 1 (21), (22) und den 
durch Differentiation daraus hervorgehenden Beziehungen. Die aus der 
Eindeutigkeit der Koeffizienten in den Taylorschen Entwicklungen nach 
den Argumenten u—u,, v—v, gefolgerte Eindeutigkeit der Funktionen 6 
und q@ iibertrigt sich nun unmittelbar auf die flichentheoretischen Funda- 
mentalgréBen der Fliche B. Unter Beschriankung auf eine gewisse endliche 
Umgebung des Punktes u = u,, v =v, diirfen wir also schlieBen, daB die 
gegebene Fiche B und die konstruierte Trajektorienfliche kongruent sind. 
DaB sie fiir den betreffenden Wertebereich identisch sind, folgt aus der 
Tatsache, da8 im Punkte u = u,, v =v, auch die Tangenten ihrer u- bzw. 
v-Kurven zusammenfallen. 

Es geniigt, das Ergebnis auch fiir den ausgezeichneten Fall anzumerken: 
Eine Flache B* ist durch eine Kurve von konstanter Torsion +1 und 
eine sie schneidende Bertrandsche Kurve mit der Relation §1 (5) be- 
stimmt, wofern die im Schnittpunkt konstruierte Schmiegungsebene der 
erstgenannien Kurve gleichzeitig Schmiegungsebene im entsprechenden Punkte 
der konjugierten Bertrandschen Kurve ist. Die Flache B* kann unendlich 
' vielen schiefen Weingartenschen Systemen als asymptotische Trajektorien- 
flache eingeordnet werden. 


§ 3. 
Anwendung der Backlundschen Transformation auf die Flichen B. 


1. Wir behandeln jetzt kurz die Transformation der Flachen B unter 
AusschluB des Vertauschbarkeitssatzes. Von Bianchi wurde die Backlundsche 
Transformation B, der pseudosphiarischen Flachen auf die schiefen Wein- 
gartenschen Systeme‘) ausgedehnt. Die darauf beziiglichen Formeln stellen 
wir in einer unserem Zweck angepaSten Gestalt auf. 

Es liege ein durch 0, ,x bestimmtes, vom Punkte z beschriebenes 
schiefes Weingartensches System vor. Die Transformation verlangt die 
Ermittlung von 6, durch Integration des folgenden, mit einer totalen 
Riccatischen Gleichung gleichwertigen Systems: 


*) Siehe die unter *) genannte Arbeit. 
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6,). = — 0, +~SEo"*sin (0, —8), 
(1) (8), = 0,41 in (0, +0), 
(6,), = cos (0, —)], 


in dem o, eine Konstante bedeutet. Das zugehdrige w, ergibt sich durch 
algebraische Operationen. Es ist 








___ 00s 6 [cos (6, — w) + cos oy] — sin o, sin 6 sin (6, — w) 

(2 [ome = 1 + cos 0, cos (6, — @) , 

/ | __ sin 6 [cos (8, — 2) + erney] + toc, create, — ©). 
sin @, I + 008 0, cos (6, — @) 





hinzugefiigt sei die Formel 

(3) [1 + cos 0, cos (8, — w)] [1 — cos o, cos (w, —@)] = sin*o,. 

Die fiir die Backlundsche Transformation B, in geometrischer Hinsicht charak- 
teristische Konstante o hangt mit o, und x in der folgenden Weise zusammen: 


(4 ota COB dy diéu yi+x? Jl + * sin o) —x #) 
} Vi+x«*—x sino,’ yl+x*—xsino, 


Die Backlundsche Transformierte (x, ; «, #) einer durch v = konst. definier- 
ten pseudosphirischen Fliche (2; a, 8) des schiefen Weingartenschen Systems, 
allgemeiner: der das transformierte System beschreibende Punkt x, ist durch 


(5) x, = 2+ cosa(cos0, X™ + sin8, X”) 
gegeben. Das rechtwinklige Dreikant (X{", X{”, X{”) dieses neuen Systems 
ist mit dem des urspriinglichen durch die orthogonale Substitution 
yg = Oy —, + M4 x® + &%s x® , 
(6) XL” = ry, X™ + erga X™ + crys X™, 
x” — ees x + des X” +. czas X™ 
verbunden, deren Koeffizienten die folgenden Werte haben: 
«,, = cos§cos6,—sinosin#sin8,, «,,—cos@sin6, + sinosinOsin8,, 
@,, = cososin8, 
(7) 4%, =sin8cos8, + sinccos@sin§,, a, —sin#sin§, — sin ocos@cos8,, 
| Gs, = — cosa cos 6, 
@,, = — cososin§6,, &. = cosa cos §,, a, = — sing. 
Es gelten dann saimtliche Formeln von § 2, 2 auch fiir den Index 1. 
%) Fir x=0 wird c=o,. Das orthogonale Weingartensche System mit konstanter 


Flexion, aus dem das betrachtete schiefe System durch die Liesche Transformation 
hervorgeht, erfihrt also eine Backlundsche Transformation B, . 
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Fiir die Trajektorien als Bertrandsche Kurven bedeutet die Operation B, 
die in der Einleitung erwaihnte Razzabonische Transformation. Ohne nahere 
Ausfiihrungen sei bemerkt, daB zwischen den vo: den Punkten % und 





(8) z= 2% — (cos w, X;” + sin a, X{”) 


1 
yi+x? 
beschriebenen assoziterten Systemen eine simultane Backlundsche Trans- 
formation B, vermittelt**). 

2. Nach dem in § 2, 4 gewonnenen Ergebnis ist klar, daB auch eine 
einzelne Fliche B der Operation B, unterworfen werden kann. Es 
liege eine auf die Parameter u,v bezogene Flaiche (x) der Klasse B vor. 
Wir benutzen das durch die Substitution § 2 (7) eingefiihrte Dreikant 
(xX®, X¥®, X®), so daB nach § 2 (5), (11) 


[=.= (e%, +—U,) cos X™ + (cU, BS a 


(9) x 6, (1) (2) (3) 
ln=z (— sin w X*” + cosw X*”) + —* X 





1+x?* rs . 
wird. Ankniipfend an die Entwicklungen von § 2, 3 erhalten wir jetzt fiir 0, 
das an die Stelle von (1) tretende Gleichungspaar: 


(0,),, at, sin (0, —0)+ tS, sin (0, +90 
| — 
10) 





at = — aX [1 + 008 0, 008 (8, — »)], 
wobei wieder [siehe § 2 (9)] 
Q =— w, + U, sin (6 — wm) — U, sin(6 + w) 
‘ist. Im itibrigen dienen zur Bestimmung der gleichfalls zur Klasse B ge- 


hérenden transformierten Flache (z,) und ihrer konjugierten Flache (7, ) 
die Formeln (2) bis (8) in unveranderter Gestalt. 


§ 4, 
Weitere Untersuchung des schiefen Weingartenschen Systems. 
1. Wir betrachten von neuem ein durch die Formeln von § 2, 2 ge- 


gebenes schiefes Weingartensches System und fiihren ,ein weiteres recht- 
winkliges Dreikant (x, ¥,X™) ein. Es sei gesetzt: 








z™ a aa (X+eX ") = a sinw X” + cos w X +cX™), 
(1) ) x — ea (eX— 2°) = Fe ale(sinw X® — cos X*) + X%), 
x® — X’ =cswX™+snwX” (c=yl+x*—x). 


*) Ein Sonderfall des Vertauschbarkeitssatzes. 








natn HH ct a . oe 
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Da man mit Beriicksichtigung von §1 (8) auch 


g Pte (x+ X), g® . Ute xX) 


schreiben kann, stellt X* die Winkelhalbierende zwischen den Tangenten- 
richtungen der beiden zueinander konjugierten Bertrandschen Kurven, 
xX die Halbierungslinie des Nebenwinkels dar; X® ist die Richtung der 
gemeinsamen Hauptnormale, also der Verbindungslinie des Punktes x mit 
dem korrespondierenden Punkte % des assoziierten Systems. 

Aus § 2 (4) gewinnt man die Differentialrelationen des Dreikants 
i, z™ 4): 


x.” — —¢ cos @—w)¥”— yi+e*sin@—w)¥", X= ccos(0—w)X”, 
x2 — Y1 +c? sin (0 — wm) ¥™, 


Xs = + cos (0+ w)¥™, xf = — UT" sin 0+ 0)” —+c0s0+0)¥”, 








9 - . 
(2) 4 — UF" sin (0+ w) 2”, 
6,+ @, » (3) (2) c( 0, — @,) » (8) 
ze” _. ae a F d es ieee ae 
. yi+c? ie yi+e* 
y de 6, +, (1) c (6, — @,) (2) 
= vite yi¢e? 


Bianchi benutzte die Tatsache, daB in dieser Formelgruppe die drei 
mit p™,q™,r® zu bezeichnenden Rotationen verschwinden, um gewisse 
dreifach-orthogonale Systeme aus den schiefen Weingartenschen Systemen 
abzuleiten®*). Dabei bemerkte er eine weitere Eigenschaft des betrachteten 
Dreikants: X stellt fiir « = konst. und variables f, v das sphdrische Bild 
einer pseudospharischen Strahlenkongruenz mit konjugiert-imaginéren Brenn- 
flichen dar; 8,v sind dabei die asymptotischen Parameter der Brennflachen. 
Entsprechendes gilt von X® fiir 6 = konst. und variables «, v. 


2. Als Erginzung dieses Bianchischen Ergebnisses wollen wir jetzt 
zeigen, wie die betreffenden Kongruenzen selber durch ein einfaches 
geometrisches Band mit den schiefen Weingartenschen Systemen verkniipft 
sind. Wir nehmen den von den drei Variablen «, 8, v abhangigen Mittel- 
punkt x zwischen korrespondierenden Punkten x, Z der beiden einander 
assoztterten Systeme 


=3(#+2) 


*7) Siehe die Einleitung und das Zitat °). 
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und finden mittels (1), (2) und 5 2 (5) zunichst die Beziehungen: 
t= — 7 —*_ sin (0 — m)%™ + cos (0 — w) %™, 


1 











(3) b= — Fe atin 0+ @)B% +S —cos (0+ w)#™, 
= U0, — 0)” +6(0, +0,) 2), 
c 
wahrend 
2=t+77nk™, #=r— ae” 


wird. Den Punkt r wihlen wir zum Scheitel des Dreikants (¥™, ¥®, ¥). 
Dann gilt der Satz: Ahnlich wie fiir v= konst. der Strahl mit der 
Richtung %® eine pseudospharische Kongruenz mit den Brennfldchen 
(x; a, 8), (Za, 8) und dem Strahlmittelpunkt x beschreibt, bilden die 
Strahlen mit den Richtungen X® und ¥® fiir « = konst. bzw. B = konst. 
pseudosphdrische Kongruenzen mit dem gleichen Strahlmittelpunkt r. Fiir 
diese beiden Scharen pseudosphdrischer Kongruenzen sind die Brenn- 
flichen konjugiert-imagindr und haben beziiglich das Kriimmungsmaf 
—(1+¢*)* und — eae, Die Gesamtheit der co* rechtwinkligen Tripel 
von Strahlen, die sich in drei Scharen pseudosphirischer Kongruenzen an- 
ordnen lassen, soll ein dreifach-orthogonaler pseudosphdrischer Komplex 
genannt werden. 

Der Beweis werde fiir eine durch # = konst. definierte Kongruenz mit 
' der Strahlrichtung ¥ gefiihrt. Die Brennflichen derselben sind durch 


ee v (2) x 
f—t+ 2 (f= f-% 


gegeben. Wir finden naimlich, wobei es geniigt, das obere Vorzeichen zu 
schreiben, mit Benutzung von (2) und (3): 





(#.-- =z tin (0— ow) 2 + SORES) (a —s IF R™), 
4 
7 |z.— “5.0, +.0,)2%+29= 9) (2% _ FoR 

v (1+e%) * v v (1 +e) /2 


und daraus die Normalenrichtung 
X=L (yi tz” — sz), 
also senkrecht zum Strahl. Aus (4) und aus den mittels (2) gebildeten 
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Ableitungen von X berechnen wir die FundamentalgréSen der Brenn- 
flichen (2): 





2 o* o 4ec® 
Bm Tye C= ate 
P= — —*_[(0,+ @,)sin(0 — w) +4 (0, — @,) cos (8 — @)], 


(1 +e)? 
L=N=0, M=;5[(0,+0,)cos(6—o)—é(0,—«,)sin(@—)), 
erkennen so, daB «,v die Parameter der Asymptotenlinien sind, und er- 
halten als Wert des konstanten KriimmungsmaBes: 


- is _ _ (1+¢*)* 





aG-F cf 

Die hier betrachtete Abart der pseudosphirischen Kongruenzen er- 
scheint bei Bianchi zum ersten Male in den Untersuchungen iiber die Spur- 
fliche (superficie traccia), die der Koordinatenanfang relativ zum Haupt- 
dreikant einer Fliche beschreibt®*). Offenbar erfahrt die Kenntnis dieser 
Kongruenzen nun eine wesentliche Erweiterung durch Heranziehen der 
Flachen B* und der mit ihnen verbundenen Viereckssysteme. Die darauf 
beziiglichen Entwicklungen folgen in § 5, und zwar unabhingig von der 
Theorie der schiefen Weingartenschen Systeme. 


§ 5. 
Eine reelle geometrische Eigenschaft der pseudosphirischen Kongruenzen 
mit konjugiert-imaginiren Brennflichen. 


1*°), Die Formeln, deren wir uns zur Darstellung der pseudosphiri- 
schen Kongruenzen bedienen, gelten zunichst ohne Unterschied fiir den 
Fall reeller und fiir den Fall konjugiert-imaginarer Brennflachen. Im Gegen- 
satz zu Bianchi®®) ziehen wir es wieder vor, die Differentialgleichungen des 
Problems von der charakteristischen Konstanten frei zu halten. Bekannt- 
lich gehéren die pseudospharischen Kongruenzen zur allgemeineren Klasse 
derjenigen W- Kongruenzen, deren Brennflachen in korrespondierenden Punkten 


**) Siehe das Zitat ”). 

**) Es sei ausdriicklich bemerkt, da8 in diesem und dem folgenden Paragraphen 
iiber die bisher verwendeten Zeichen nach Bedarf neu verfiigt wird. Allerdings soll 
zur Erleichterung des Uberblicks das weiterhin auftretende Paar von Flichen B* 
wieder mit (x), (Z), das einzuschaltende, von den Tangentenschnittpunkten beschrie- 
bene Flachenpaar wie in § 1, 4 mit (z’), (%’) bezeichnet werden; auch wird, wie 
a.a. 0. u der Parameter der Kurven von konstanter Torsion, v der Parameter der 
Bertrandschen Kurven sein. 

*®) Siehe wieder unter ’). 
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gleiches KriimmungsmaB besitzen**). Den Asymptotenlinien der Brennflachen 
entspricht unter dieser Bedingung in der spharischen Abbildung der Kon- 
gruenz ein Orthogonalnetz. 
Es sei also 
DS dX*=edu*+gdv* 


das Quadrat des Linienelements der Bildkugel. Wird 


(Ye. (V9 )s 
1 =m, “=n 
os Yo re 
gesetzt, so lautet die GauBsche Relation: 
(2) m, + n, + veg — 0 rs 


Die Differentialrelationen des von der Strahlrichtung und den Tangenten der 
spharischen Kurven (u, v) gebildeten rechtwinkligen Dreikants (X, X, X) 
werden: 


X, = vex”, xX = Yygx", 
(3) xO —=—mxX"-—yex, X%= nx, 
x*— mxX™, XM —=—nX"—yox. 


Die Mittelflache (x) der pseudosphirischen Kongruenz bestimmt sich, 
wenn fiir die Brennflachen K ——1 sein soll, auf Grund des Ansatzes: 
(4) (a)y—=mX—kYeX”, (a), = nX—(1—k) 9X", 
wobei k eine charakteristische Konstante ist. Die Brennflachen sind dann durch 

Z= 2+ Vk(1—k)X 


gegeben. In der Tat erhalt man (unter Beschrinkung auf das obere Vor- 
zeichen) aus den Beziehungen 


z= mX+ pk ye(X" /l1—k—X" yk), 
%,—nX—yl—kyg(X" y1—k—X® yk) 
die zum Strahl senkrechte Richtung der Flichennormalen von (2): 
X=X" yk+ xX yi—k. 
Man bestiatigt wie in § 4,2 durch Berechnung der FundamentalgréBen, 


da8 auf der Brennflache (z) das Kurvennetz (u,v) aus den Asymptoten- 
linien besteht und das KriimmungsmaS den Wert —1 hat. 





*) In der Tat sind nach dieser Richtung die Ergebnisse des vorliegenden Para- 
graphen noch einer Erweiterung fahig, iiber die in anderem Zusammenhang berichtet 
werden soll. Vgl. Jonas, Uber neue zweifach-unendliche Systeme windschiefer Vier- 
ecke, deren Seiten paarweise die Ortsflichen der Eckpunkte beriihren. Berl. Math. 
Ges. Ber., Vortr. vom 26. Marz 1930. 
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Die Integrabilitaétsbedingung fiir (4) bedeutet eine Zerfillung der 
GauBschen Gleichung (2) in die beiden Relationen: 
m,+kyeg=0, n,+(1—k)yeg=0, 
aus denen sich mit Benutzung von (1) durch Integration 
m*+ke=f,(u), n*+(1—k)g=—f,(v) 


ergibt. Durch geeignete Wahl der Parameter u,v kénnen f,(u), f,(v) zu 
Konstanten gemacht werden, iiber deren absolute Werte (soweit von Null 
verschieden) auch noch verfiigt werden darf. Wir haben damit zunichst 
das Gleichungssystem: 


(5 Se oat n*+(1—k)g=C,, 
(Ve), = mg, (Vo)e= ne, 


von dem (2) wieder eine Folge ist. 


2. An die beiden ersten Formeln (5) kniipft sich die Hinteilung der 
pseudospharischen Kongruenzen (mit reellen Strahlen ): 
I. 0<k<1; Brennjlachen reell. Da C,>0, C,>0, setzen wir: 


a _ =e Vied 
O- i) o> deed el 
1-k siny fee 
C°.- > o=" n= —j cosy 


und erhalten das mit den Differentialgleichungen der Backlundschen Trans- 
formation gleichwertige Paar: 





Y,=sny, y,=—sng. 
Il. k >1%*); Brennflachen konjugiert-imagindr. C,> 0, also: 


k i k 
Z—py Vorus, maf. 
C, gibt AnlaB, zwei Hauptfille und einen Ausartungsfall zu unterscheiden: 


k-1 h k—1 
a)O,>0; =, Yo="F n=|-chy, 


y,=shy, y,=sing. 

_ b=! chy _4fe-1 
=", one, »-pPiay, 

y,=chy, y,=sing. 


b) C,< 0; 


8?) Die Annahme k <0 fihrt man durch Vertauschung von u und v auf k>1 
zuriick. 
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c) C,=0; Ausartungsfall der Kongruenzen mit Serretschen Flachen 





Gane, te #7 ev; P,=e", y,=sing®). 

3. Die durch den Strahlmittelpunkt z, gelegten Parallelen zu den 
Tangenten der spharischen Bildkurven (u,v) wollen wir Querstrahlen nennen; 
insbesondere heiBe fiir k >1, also im Falle der pseudosphdrischen Kon- 
gruenzen mit konjugiert-imagindren Brennfldchen die Gerade mit der Rich- 
tung X° Hauptquerstrahl. Die Unterfialle (Ila) und (IIb) unterscheiden 
wir durch die folgende, leicht erweisbare Feststellung: Die Kongruenz der 
Hauptquerstrahlen hat fiir (Ila) reelle, fir (Ilb) konjugiert-imagindre 
Brenn{lachen*) . 

Wir erledigen nun zuniachst den wichtigsten Punkt der gegenwartigen 
Untersuchung: Aus der pseudosphdrischen Kongruenz mit konjugiert-imagi- 
naren Brennflachen laBt sich ein System windschiefer Vierecke konstruteren, 
deren Seiten die Ortsflachen der Eckpunkte paarweise beriihren. Zu be- 
achten ist, da’ im Gegensatz zu § 4, 2, wo fiir die betreffenden Kongruenzen 
das Kriimmungema8 der imaginaren Brennflichen den Wert — (1--c*)* 


bzw. — Cts ae hatte, jetzt K ——1 vorausgesetzt ist. 


Auf Peal Hauptquerstrahl markieren wir im gleichen, konstanten Ab- 
stande vom Mittelpunkt 2, die beiden Punkte z, Z: 


(6) 2=2,+yk—-1X%, #=2,— y~k—1X™, 
- bilden: 
- pe = X”)—kyexX™, 2x,=(n—yk—1Yyg)(X— yk—1X"), 
—Ye-1X)—kyeX™, %,—(n+-Yk—11/9)(X+yk—-1 X%) 
und iiberzeugen uns leicht davon, daB die Tangente der v-Kurve auf der 
Flache (x) die Tangente der u-Kurve von (%) im Punkte 
ef —2— 2h R(x yk—1 xX) 


trifft. Ebenso schneiden sich die ae an die u-Kurve von (x) und 
an die v-Kurve von (Z) im Punkte 
#42 aos (X+ ee x”), 


SI 








%*) e bedeutet die ExponentialgréBe. 
*) Vgl. den SchluB von § 1. 
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Die Lote der in 2’ bzw. in Z’ zusammenstoBenden Tangentenpaare haben 
die Richtungen: 

ie” +yk—iX), 4(x®— yk —1X). 
Man zeigt schlieBlich, daB 


D(X? + yk—-1X)dz’=0, S(X?— yk—1X)dz’=0 


ist; das bedeutet aber: Die Ebene der Punkte x, x’, & ist Tangentialebene 
der Flache (x'), die Ebene x, Z%’, % Tangentialebene von (Z’). 

4. Wir verzichten auf die Wiedergabe der weiteren Rechnungen, durch 
die bestatigt wird, daB die Flachen (x),(Z) ein Paar konjugierter Flachen 
B’ vorstellen. Sie lassen sich also (auf unendlichfache Weise ) zwei assoziierten 
schiefen Weingartenschen Systemern als asymptotische Trajektorienflachen 


einordnen. Die pseudospharischen Flichen der Systeme haben hier das 
KrimmungsmaB — = 

Das Endergebnis kaan folgendermaSen formuliert werden: Die auf 
den Hauptquerstrahlen einer pseudosphdrischen Kongruenz mit konjugiert- 
imagindren Brennflichen (K = —1) durch (6) bestimmten Punkte x und 
x& beschreiben, den Asymptotenlinien der imagindren Brennjldchen ent- 
sprechend, v-Kurven der Bertrandschen Klasse 

+ _ Seo 1 te 
2ye-1T § 2y¥k-1 
und u-Kurven mit konstanter Torsion - Die Bertrandsche Kurve der 
einen Fliche hat mit der Kurve von konstanter Torsion der anderen 
Fliche die Schmiegungsebene gemein. Diese Schmiegungsebenen sind die 
Tangentialebenen der beiden von den Tangentenschnittpunkten gebildeten 
Flachen (x'), (%’)**). 

Die Betrachtung des Ausartungsfalles (Ilc) fiihrt auf Bekanntes. Der 
Punkt x beschreibt dann, wie aus (7) zu ersehen ist, keine Fliche, sondern 
eine Kurve von konstanter Torsion. Die Konstruktion einer pseudosphari- 
schen Kongruenz mit Serretschen Brennflachen aus einer Kurve von kon- 
stanter Torsion hat Bianchi**) gefunden. Die von uns aufgedeckte Eigen- 
schaft der pseudospharischen Kongruenzen mit konjugiert-imaginaren Brenn- 
flaichen kann als eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Bianchischen Er- 
gebnisses angesehen werden. 





%) In dieser Fassung erscheint der Inhalt des letzten Satzes als unmittelbare 
Folge des voraufgehenden. 
36) Siehe § 8—11 der unter ’) genannten Arbeit. 
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Von Interesse ist noch die Annahme k = 2. Die Bertrandschen Kurven 
gehen dabei in Kurven koustanter Flexion iiber; die Flache (xz), ebenso (Z), 
14Bt sich als asymptotische Trajektorienflache eines orthogonalen Weingarten- 
schen Systems mit konstanter Flexion auffassen; die von den Tangenten- 
paaren gebildeten windschiefen Vierecke haben in den Gegenecken x und Z 
rechte Winkel. 


§ 6. 
Flichen mit Bertrandschen Kurven in Verbindung mit nicht-geradlinigen 
Biegungsflichen des einschaligen Rotationshyperboloids. 


1. Auf einer Biegungsregelflache des einschaligen Rotationshyperboloids 


(9) ee deel 





stellt der verbogene Kehlkreis, die Striktionslinie, eine Bertrandsche Kurve 
dar. Rollt das Hyperboloid auf der Biegungsflache, wobei die Erzeugenden 
der einen Schar der Reihe nach mit den Geraden der Biegungsfliche zur 
Deckung kommen, so rollt gleichzeitig sein Kehlkreis derart auf der Ber- 
trandschen Kurve, daB seine Ebene standig mit der Schmiegungsebene der 
letzteren zusammenfiallt. Sein Mittelpunkt, also der Mittelpunkt des rol- 
lenden Hyperboloids, beschreibt die konjugierte Bertrandsche Kurve, deren 
Schmiegungsebene normal zu der gemeinsamen Erzeugenden ist, in der sich 
Hyperboloid und Biegungsregelflache beriihren. Der Radius des rollenden 
Kehlkreises ist die gemeinschaftliche Hauptnormale der beiden Bertrand- 
schen Kurven. 
; Es liege nun eine nicht-geradlinige Biegungsfliche S(x) des ein- 
schaligen Rotationshyperboloids (x) vor. Beide Flachen beziehen wir 
auf die Parameter u,v der Erzeugenden von 9. Wir setzen: 


_ 1+ _  _ e-9 _ j—se 
(1) EwGiye? UNWSate IoC 


und haben fiir § und S die Formeln: 
pa ete) (i+e%)* Ga (et tet)(1+u*)* 

















> 








(u+v)* " (w+ v)* 
(2) pa (ottet)(1+ 68) (1408) —2a%(u+o)! jEG—F = 2018 
(u+v)* (u+v)* 


wobei 


=3,(1+u*)(1+0%) +47 —we)* 


ist. Die FundamentalgréBen 2. Ordnung- werden fiir 9: 
2 
(u+v))H’ 


2=N=0, M=— 








ws += a ee’ oe 2A 
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wahrend sie fir S mit Z, M, N bezeichnet sein mégen. Wir denken uns 
auf der Biegungsfliche S auch die Asymptotenlinien (a, 8) festgelegt, etwa 
in der Weise, daS wir u und v als Funktionen ihrer Parameter «, f auf- 
fassen*’). Die Unterscheidung der beiden Scharen treffen wir so, daB der 
Windungssinn der «-Asymptotenlinien von S mit dem der u-Geraden**) 
von © iibereinstimmt. Es gelten dann die wichtigen, hinsichtlich des Vor- 
zeichens eindeutigen Beziehungen: 

3 Mdu+ Ndv =M(u, da —u,d£), 

(3) Ldu + Mdv=M(— v, da + v,d8). 

Wir lassen das Hyperboloid auf der Biegungsfliche S rollen und 
betrachten neben der Rollfldche des Mittelpunktes M die Ortsflachen der 
Kehlkreispunkte N und N’; darunter seien die auf den beiden Erzeugenden 
relegenen Schnittpunkte des Kehlkreises mit der gemeinsamen Tangential- 
erene von S und § verstanden. Bei isometrischer Verbiegung werden, wie 
wir beiliufig bemerken, die Punkte M, N, N’ in starrer Koppelung mit den 
Flachenelementen von S mitgefiihrt. 

Rollt © insbesondere lings einer «-Asymptotenlinie von S, so folgt 
aus einer bekannten Eigenschaft der kinematisch-konjugierten Richtungen*® ) 
in Verbindung mit dem Chieffischen Satze, daB dieser Vorgang gleich- 
bedeutend ist mit dem Rollen des Hyperboloids auf derjenigen Biegungs- 
regelfliache, die man erhalt, indem man durch die Punkte der «-Kurve die 
Erzeugenden mit entgegengesetztem Windungssinn, also die Tangenten an 
die v-Linien von S legt. M und der Kehlkreispunkt N der v-Geraden 
beschreiben also konjugierte Bertrandsche Kurven. Allgemeiner: Rollt 9 
auf S, so entsprechen den «-Asymptotenlinien von S auf der Rollflache (M) 
des Mittelpunkts und auf der Ortsfliche (N) des Kehlkreispunktes der 
v-Geraden konjugierte Bertrandsche Kurven der gleichen Klasse. 

2. Den hiermit erst unvollstindig wiedergegebenen geometrischen Sach- 
verhalt erganzen wir in Art. 3. Fiir den Augenblick werde die Tatsache 
ins Auge gefaBt, daB die Flache (N) von einer Schar Bertrandscher Kurven 
der gleichen Klasse bedeckt ist, aus denen sich die Biegungsfliche S des 
Rotationshyperboloids konstruieren la8t, Legt man durch die Punkte einer 
dieser Bertrandschen Kurven die Parallelen zu den Binormalen der kon- 
jugierten Kurve, so bilden diese jedesmal die Erzeugenden einer Biegungs- 
regelflache des Hyperboloids; die simtlichen so entstehenden Biegungsregel- 


8”) Die Differentialgleichungen, von denen die Bestimmung der Biegungsfliche 
abhangt, werden im folgenden iiberhaupt nicht herangezogen. 

38) Als Schmiegungsebene der Erzeugenden ist die Tangentialebene des Hyper- 
boloids anzusehen. 

%) Bianchi, Lezioni di geom. diff. 2, (3* ed.), §§ 320—322, insb. 8. 121; s. ferner 
1,, §§ 152, 153 und 1,, § 169. 
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flaichen beriihren eine allgemeine Biegungsflache S lings der Asymptoten- 
linien der einen Schar. S erscheint so als Umhiillungsgebilde der co’ Bie- 
gungstegelflichen oder, was auf dasselbe hinauslauft, als Brennflaichenmantel 
der aus den oo* konstruierten Parallelen bestehenden Strahlenkongruenz. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob nicht eine solche Schar Bertrandscher 
Kurven, die in der angegebenen Weise eine allgemeine Biegungs{ldche des 
einschaligen Rotationshyperboloids bestimmt, aus den co* Trajektorien 
eines schiefen Weingartenschen Systems ausgewdhli werden kann. Die 
Flache (N) miiBte dazu die in § 1, 2 aufgestellte, fiir die Flichen B 
charakteristische Bedingung erfiillen. Wir zeigen, da8 dies nicht zutrifit, 
und beantworten damit die aufgeworfene Frage im verneinenden Sinne. 

(x®, X®, X®) sei das von dem rollenden Rotationshyperboloid 9 
mitgefiihrte rechtwinklige Dreikant seiner Koordinatenachsen. Es bestehen 
dann Relationen der folgenden Gestalt: 


(4) dx =X dy + X%dy+ Xds. *) 


Bezeichnen wir mit P, Q, R, P’, Q’, R’ die Rotationen des Dreikants in 
bezug auf die Variablen u,v, so daB also 








(5) XM =—=RXP-—QX®, XM=—R’'X-~Q'X® usw. 
wird, so gelten die Formeln: 

' _ (4M -—M)r- Le y_ Nr—(M—-M) x 
(6) P= mg a teen usw. 
Fiir die Rollflache des Mittelpunkts M erhalten wir: 
(7) aM) =e — XM py X35 X®, 


- Mit Hilfe von (4) und (5) folgt: 

(8) { xg = (y R—4Q)X® + (gP—2R)X™+ (rQ—yP)X®, 
ay) = (y R’— 4 Q’) X® + (gP’— 7 R’) X™+ (£Q’— yP’) X®. 

Die an sich bemerkenswerte Umformung, die diese Gleichungen noch zu- 


lassen, ist fiir den gegenwirtigen Zweck nicht erforderlich. Fiir die Orts- 
fliche des Kehlkreispunktes N geniigt die Darstellung: 


(9) 2 —a2— tz. ‘ 
Die Binormale der «-Kurve von (M) hat die Richtung at. die der 


«-Kurve von (N) die Richtung X®. Soll ein Paar konjugierter Flachen B 
vorliegen, so miissen durch 


(a) SX%d2=—0, (b) S2,dz"=—0 


*) x,y, 4 sind nur in der Formelgruppe (6), dagegen nicht in (4), (7), (8) zu 
permutieren. 








_-— ~- -« sein © ao @ 
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korrespondierende Kurven auf (M) und (N) definiert sein. Die Differential- 
gleichung (a) geht mittels (8) in 

(rQ —P)du+(rQ'—HP’)dv=0 
iiber. Schreiben wir (b) in der Form Adu + Bdv=0, so ist A+0*), 
wahrend sich mit Benutzung von (1) und (2) 


p- Sasi? =Sa{(t- (tated =[1- (1) Jo-seno 


ergibt. Damit reduziert sich (b) auf du=0, so daB das geforderte Zu- 
sammenfallen von (a) und (b) die Gleichung 


’ -_ :, ae = . 
rQ’—yP’=0, dah. N(2) (M m) (2) =o 
nach sich zieht. Da aber 
(M—M)du+Ndv=0 


die Differentialgleichung der einen Asymptotenlinienschar von S (und zwar, 
wie aus (3) ersichtlich ist, der a-Kurven) ist, so gelangt man zu der nicht 
nur im allgemeinen nicht erfiillten, sondern tberhaupt nicht erfiillbaren 


Bedingung, daB sich die Meridiane += konst. des Rotationshyperboloids 


bei der Verbiegung, die es in S iiberfiihrt, in Asymptotenlinien verwandeln 
miiBten **). 

3. Nach Feststellung dieses negativen Ergebnisses bringen wir die Ent- 
wicklungen von Art.1 zun: Abschlu8. Es ist klar, daB auf der Rollflache (M) 
des Mittelpunkts auch den £-Asymptotenlinien von S eine Schar Bertrand- 
scher Kurven entspricht. Ihre konjugierten Kurven bedecken die Orts- 
fliche (N’) des anderen Kehlkreispunktes, der auf der u-Geraden von 9 
bzw. auf der Tangente der w-Linie von S liegt. Der Zyklus wird durch 
Hinzufiigung einer vierten Hilfsfliche (M’) geschlossen, deren laufender 
Punkt M’ aus M durch Spiegelung an der gemeinsamen Tangentialebene 
von S und © hervorgeht. Lat man das symmetrische Hyperboloid 9’ 
auf der anderen Seite von S rollen, so wird infolge der Umkehrung des 
Windungssinns der Erzeugenden die Zuordnung zwischen diesen und den 
Tangenten der Asymptotenlinien von S als kinematisch-konjugierten Rich- 
tungen die entgegengesetzte. Wir kénnen sagen: Auf den vier zur Biegungs- 
fldche S gehdrigen Hiljsjlachen (M),(N),(M’), (N’), deren Punkte die 
Ecken windschiefer Rhomben mit konstanter Seitenldnge a bilden, ent- 
eprechen den Asymptotenlinien (a, 8) von S je zwei Scharen Bertrandscher 





“1) (N) ist nicht Evolventenfliche der von den verbogenen v-Geraden gebildeten 
geoditischen Linien. 

**) Als geoditische Linien miBten die Meridiane sogar in Geraden tibergehen, 
eine Forderung, der nur das Linienelement des Katenoids geniigt. 
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Kurven; fiir jede der vier Fldachen liegen die zu ihren Bertrandschen 
Kurven konjugierten auf den beiden benachbarten Flachen, so z. B. fiir (M) 
die konjugierten «-Kurven auf (N), die konjugierten B-Kurven auf (N’). 

Die rechnerische Bestatigung dieser geometrischen Verhiltnisse gelingt 
leicht im Anschlu8 an Art. 2, wobei man, um die Ableitungen von 2‘ 
und 2) nach @ und f auszudriicken, sich der Relationen (3) bedienen 
mu8. Weniger bequem gestaltet sich auf diesem Wege die noch erforder- 
liche Einbeziehung der Komplementdrflache S, die von der Theorie der 
W-Flachen aus leichter zuginglich erscheint. Die Achsen der beiderseits 
rollenden Rotationshyperboloide § und ©’ treffen sich namlich im zweiten 
Brennpunkte Z der an den verbogenen Meridian gelegten Tangente von S 
und bilden fiir die von ihm beschriebene, auf das gleiche Rotationshyper- 
boloid abwickelbare Fliche S die Tangenten an die Biegungslinien der Er- 
zeugenden. Mit dieser Komplementarfliche S verbunden, vertauschen die 
Flachenpaare (M),(M’) und (N),(N’) also nur ihre urspriinglichen Rollen. 


4. An die in Art. 1 und 3 auseinandergesetzten, im wesentlichen wohl 
als bekannt zu betrachtenden Beziehungen kniipfen wir noch eine Bemer- 
kung, deren Inhalt neu sein diirfte und ein beachtenswertes Analogon zu 
den Eigenschaften der Paare konjugierter Flichen B* darstellt. Die nicht 
einander zugeordneten Bertrandschen Kurven auf den Ortsflichen (N) und 
(N’) der Kehlkreispunkte — ihre Tangenten fallen mit den in N und N’ 
an jeden der beiden Kehlkreise von § und §’ konstruierten Tangenten- 
paaren zusammen — haben die Schmiegungsebenen, nimlich die Ebenen 
der Kehlkreise, miteinander gemein. Wir bedenken nun, daS der zweite 
Brennflachenmantel einer Kongruenz die Enveloppe der Schmiegungsebenen 
- fiir die Schar der den ersten Brennflichenmantel bedeckenden, von den 
Strahlen beriihrten Kurven bildet. Die Schnittpunkte Q und Q’ der be- 
trachteten Tangentenpaare, symmetrisch zu beiden Seiten der Meridian- 
tangente in der durch dieselbe bestimmten Normalebene von § und S 
gelegen, beschreiben demnach die Enveloppen der beiden Systeme von 
Schmiegungsebenen. Entsprechendes gilt von den Flachen (M), (M’) und 
den zugehérigen Tangentenschnittpunkten P, P’, die in der Tangentialebene 
von S, und zwar symmetrisch zur Meridiantangente, liegen. Wir haben 
damit den Satz: Fiir jedes der beiden mit dem verbogenen einschaligen 
Rotationshyperboloid verbundenen Flichenpaare (M),(M’) und (N), (N’) 
bilden die Schnittpunkte der Tangenten ihrer nicht einander zugeordneten 
Bertrandschen Kurven je zw: Flachen (P),(P’) bzw. (Q),(Q’), die auch 
threrseits von den Tangentenpaaren beriihrt werden**). 


“) Einen allgemeineren Satz tiber die Biegungsflichen des dreiachsigen Hyper- 
boloids wird die unter “) angefiihrte Mitteilung enthalten. 
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Die Flachennormalen von (M) und (M’), gleichzeitig also die gemein- 
schaftlichen Lote zu MP, MP’ und zu M’P, M’ P’, treffen sich im Punkte x 
der Biegungsflache S**), mithin die Normalen von (N) und (N’) im Punkte = 
der Komplementirfliche S. Da die Kehlkreistangenten die senkrechten 
Projektionen der Erzeugenden auf die Ebene des Kehlkreises vorstellen, 
schlieBt man leicht, da8 die Flichennormalen von (Q) und (Q‘) durch 
den Punkt x, die von (P) und (P’) also durch % gehen. 

Die beiden Systeme windschiefer Rhomben MPM’P’ und NQN’Q’ 
kénnen nun mit den Flachenelementen des Rotationshyperboloids 9 starr 
gekoppelt werden. Dabei soll 9 jetzt also nicht mehr auf einer Biegungs- 
fliche S rollen, sondern nachtriglich durch Biegung in alle méglichen iso- 
metrischen Flichen S iibergehen. Im Mittelpunkt stoBen co* zu koppelnde, 
von den Punkten des Hyperboloids ausgehende Strahlsegmente mit thren 
Endpunkten M zusammen; durch Spiegelung an den Tangentialebenen 
ergeben sich die Punkte M’. In den Tangentialebenen werden auf den 
Erzeugenden die Kehikreispunkte N,N’ markiert. Die Punkte Q, Q' sind 
die FuBpunkte der von den Punkten des Hyperboloids auf die Kehlkreis- 
ebene gefdllten Lote (%-Koordinaten) und thre Gegenpunkte beziiglich der 
Tangentialebenen. Um die Punkte P, P’ zu konstruieren, hat man durch 
die Treffpunkte der Meridiantangenten mit der Achse*®) die in die Tan- 
gentialebenen fallenden Normalen zu den Ebenen MNM’ und MN’M' 
zu legen. Die windschiefen Rhomben MP M' P’ und NQN’Q’ haben dann 
nicht nur die Higenschaft, daB nach beliebiger Verbiegung des Hyper- 
boloids 9 thre Seiten stets Tangenten der von den Eckpunkten gebildeten 
Flachen sind, sondern auch noch die weitere, daB diese Seiten die Ber- 
trandschen Kurven beriithren, die auf den Flichen (M),(M’) und (N), (N’) 
den Asymptotenlinien der jeweiligen Biegungsflache entsprechen. 

Jedes der beiden Systeme windschiefer Rhomben bedeutet iibrigens, 
worauf ohne niahere Ausfiihrungen noch hingewiesen sei, einen (eben durch 
das Auftreten der Bertrandschen Kurven ausgezeichneten) Spezialfall der 
in der Einleitung erwahnten**) allgemeineren derartigen Systeme, die sich 
mit einer beliebigen Rotationsfliche verbinden lassen und von zwei will- 
kiirlichen Konstanten abhingen. 


*4) Das geht aus (8) hervor, folgt auch auf Grund kinematischer Gesichtspunkte 
oder aus einer bekannten Eigenschaft der im Beltramischen Sinne verbogenen Strahlen- 
kongruenzen. 

**\ Diese Punkte gehen bei der Biegung in die Punkte % der Komplementir- 
fliche 3 iiber. 

**) Siehe dort die FuBnote ‘*). 


(Eingegangen am 20. 1. 1930.) 





Zur Einbettungs- und Kriimmungstheorie 
nichtholonomer Gebilde. 


Von 
J. A. Schouten in Delft und E. R. van Kampen im Haag. 


Ein m-Richtungsfeld in einer X,, m <n, das nicht aus den m-Rich- 
tungen von oco"”-™ m-dimensionalen X,, besteht, ist ein nichtholonomes 
Gebilde, das in bezug auf Einbettung und Kriimmung Eigenschaften be- 
sitzt, die denen einer eingebetteten X, analog sind. Gebilde dieser Art 
sind von verschiedener Seite untersucht worden’). In der vorliegenden 
Arbeit wird nach einem vorbereitenden Paragraphen zunichst erértert, 
welche GréBenarten bei einer eingespannten X," vorkommen und welche 
Identifizierungen zwecks Erleichterung der Rechnung vorgenommen werden 
kénnen. Es ergibt sich eine in bezug auf die X;" und auf die Einspannung 
vollstandig duale Behandlung, die zur Identifizierung einerseits der kontra- 
_ varianten, anderseits der kovarianten Gréfen der X," mit GréBen der X, 
fiihrt. Sodann wird in der X, eine allgemeine lineare Ubertragung fest- 
gelegt und es werden die hierdurch entstehenden verschiedenen kovarianten 
Differentiale erértert. Die Formeln bleiben aber behaftet mit vielen Fak- 
toren B und C, die nur zur Komponentenbildung dienen. Dieser Ubel- 
stand wird nun beseitigt durch Verwendung der D-Symbolik, die Erweiterung 


1) G. Vranceanu, Sur les espaces non-holonomes, Comptes Rendus 183 (1926), 
p. 825—854; Sur le calcul différentiel absolu pour les variétés non-holonomes, Comptes 
Rendus 183 (1926), p. 10883—1085; Horak (tschechisch), Sur une généralisation de la 
notion de variété, Publ. de Univ. Masaryk, Brno 1927; J. A. Schouten, Uber nicht- 
holonome Ubertragungen in einer L,, Math. Zeitschrift 30 (1929), S. 149—172; 
G. Vranceanu, Studio geometrico dei sistemi anolonomi, Ann. di Mat. 6 (1929), p. 9—43; 
Les trois points de vue dans l'étude des espaces non-holonomes, Comptes Rendus 
188 (1929), p. 973—975; man vergleiche auch die in diesen Arbeiten angegebene 
Literatur. — D. Sintsow, Zur Kri gstheorie der Integralkurven der Pfaffschen 
Gleichung, Math. Annalen 101 (1929), 8.261—272, untersucht unabhangig von den oben 
genannten Autoren die Krii ngstheorie einer V,* im R,. 
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einer auf v.d. Waerden und Bortolotti zuriickgehenden Methode, die durch 
geschickte Verwendung der zu den lokalen Bezugssystemen gehérigen In- 
dizes den Gebrauch der Faktoren B und C nahezu vollstandig zu’ vermeiden 
gestattet. Mit Hilfe dieser D-Symbolik gestaltet sich die Behandlung der 
Kriimmungstheorie besonders einfach, wie insbesondere an der V," in V, 
(X,, mit Riemannscher MaSbestimmung) gezeigt wird. Es treten dabei vier 
zur V," gehérige KriimmungsgréBen auf und es ergeben sich fiir diese Iden- 
titaéten, die den gewdhnlichen vier Identitaéten analog sind. Zum SchluB 
wird noch die in X, eingespannte V,;" behandelt, bei der merkwiirdiger- 
weise MaSpestimmung und Einspannung zusammen eine Ubertragung fest- 
zulegen imstande sind, obwohl in der X, keine Ubertragung vorliegt. 


§ 1. 
Vorbereitendes. 
Lokale Bezugssysteme abhdngig von den &’. 

Unter einer X, verstehen wir zunichst die Gesamtheit aller Werte, 
die n Variablen, die Urvariablen ¢”, y = 7, ..., m, annehmen kénnen, sodann 
aber, sobald Funktionen der £” auftreten, nur ein solches Gebiet, wo diese 
Funktionen hinreichend oft stetig differenzierbar. sinc. Die laufenden In- 


dizes «,...,@ kénnen durch jedes Zeichen einer Reihe von /festen Indizes 
ersetzt werden. Fiir diese festen Indizes haben wir die kursiv gedruckten 
Zahlen 1,..., gewahlt. Bei Transformation der Urvariablen 

(1) eN= E"(6") 


bleibe der Kernbuchstabe — unveraindert, waihrend die laufenden Indizes 
einer anderen Buchstabenreihe entnommen werden, der eine bestimmte 
Reihe von festen Indizes zugeordnet ist. Im folgenden sollen z. B. den 
laufenden Indizes A, ..., Q stets die festen Indizes 1,..., % zugeordnet 
werden, so da8 sich fiir die neuen Urvariablen bei Verwendung dieser 
Buchstabenreihe a. schreiben laBt. Wird dagegen die X, einer Trans- 
formation unterworfen, so bezeichnen wir die newen Punkte mit demselben 
Index, aber mit anderem Kernbuchstaben: 


(2) n’=1'(&"). 
Bekanntlich dient die aus (1) ableitbare Gleichung 
(3) de"=(a,8")de’,  2,—= 0/08" 


als Ausgangspunkt zur Definition der Grdfen, worunter wir erstens ver- 
stehen GréBen ersten Grades, das sind kontra- und kovariante Vektoren: 


(4a) v= (a,é")v’, 
(4b) wa = (0, &") w,, 











a 
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zweitens die aus diesen in bekannter Weise ableitbaren Groéfen héheren Grades 
und drittens die Skalare oder GréBen nullien Grades, die durch die In- 
varianz ihrer Bestimmungszahl bei (1) charakterisiert sind. Auch bei diesen 
GréBen bleibe der Kernbuchstabe bei Transformation unverdndert, und 
bedeute Anderung des Kernbuchstabens stets Anderung der Gréfe selbst. 

De Einheitsaffinor Aj und die zu den é” gehérigen MaSvektoren ¢ 
und e, werden definiert durch die Gleichungen 


0, 4, 
a—|{ he 


I 
\* 


5 , 
(5) ¢ a b  wimd 


(6) Aj =e, e"% 3 
“ 


~- 


> 


wo das Zeichen = bedeutet, daB die Gleichung nur in dem verwendeten 
Bezugssystem gilt und nicht invariant ist beim Ubergang zu einem anderen 
System. 6; ist das bekannte Kroneckersche Symbol, das bei allen vor- 
kommenden Buchstabenreihen zur Verwendung gelangt. Wir deuten das 


System der MaSvektoren e’, e, im Text an durch (y). Ebenso gehéren zu 
den ¢" die Bestimmungszahlen A; des Einheitsaffinors und ein System 
von MaBvektoren e und ea 


(7) até, 


\|* 


N « oN 
¢ =0d 
i A> 


das im Text mit (N) angedeutet wird, und es ist gemaB (3) 
Ah = (28") (an 8") Az = (0,8) and", 


(8) eN= (0,8")e"%a,8";  ¢”—= (and") e™* ane”, 


i 
a= (dn 8") ey. On 8"; a= (nem ) em ae”. 


Die in (5) bis (8) oben und unten in der Mitte auftretenden Indizes 
heiBen im Gegensatz zu den transformierenden Indizes wnterscheidende. 
Wie bei den transformierenden Indizes gibt es natiizlich auch laufende 
und jfeste unterscheidende Indizes. Bei der Abmachung iiber die Anderung 
der Kernbuachstaben sind unterscheidende Indizes stets als zum Kernbuch- 
staben gehérig zu betrachten. Die unterscheidenden Indizes, auch die 
laufjenden, transformieren nicht mit und werden niemals an den Stellen 
rechts oben oder unten geschrieben, die ausschlieBlich fiir die transformieren- 
den Indizes rexniert bleiben. Nur bei den beiden unterscheidenden Indizes 
des Kroneckerschen Symbols 6; soll aus historischen Griinden eine Aus- 
nahme zugelassen sein. 








— fo ma 


— --_- « ee of 
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Nicht alle Indizes einer GréBe brauchen sich auf dasselbe lokale Be- 


zugssystem zu beziehen. Bestimmungszahlen mit verschiedenartigen Indizes 
heiBen verbindend. Geht man beim Einheitsaffinor nur fiir den oberen 
Index zu (N) iiber, so ergibt sich 


(9) Al = 6,6" = G6" 3,8" = 3,2" 
“ M 


und es stellt sich also heraus, daB die 2,¢" nichts anderes sind als ver- 
bindende Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors. In derselben Weise er- 
halt man die Ax, so da sich die Definitionsgleichungen (4) jetzt schreiben 
lassen 

oa AN v’, 


(10) 
wra= A,w,. 


Mit Hilfe von AN und Aj lassen sich die verbindenden Bestimmungszahlen 
aller GréBen ableiten, z. B. 


(11) vit = vij” A= vain A}. 
Der Unterschied in der Transformationsweise von Aj, e, e, und 3; beim 
Ubergang von (») auf (N) wird in folgender Tabelle iibersichtlich dargestellt: 

















Transf. des | Transf. des net 
kontr. Index | kov. Index | Mombiniert 
¥ N . N 
f { ¢ ‘ 
ti é, é; én e, 
Ai 4 Aj aN 
% q a a? 











Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB (N) und (») zu- 
sammenfallen, lautet 


(13) A} = 33, 


wo rg eine Erweiterung des Kroneckerschen Syiabols ist, die 1 oder 0 
bedeutet, je nachdem die laufenden Indizes N und 4 durch feste Indizes 
aus den ihnen zugeordneten Zeichenreihen ersetzt werden, deren Stellen 
korrespondieren oder nicht korrespondieren. Wir werden auch dieses Symbol 
bei allen vorkommenden Buchstabenreihen verwenden. 

Durch (3) wird jedem Punkte der X, eine lokale Mannig/altigkeit 
zugeordnet mit einer in ihr definierten linearen homogenen Gruppe oder, 
was dasselbe ist, eine Z, (X, mit einer gewdhnlichen affinen Geometrie). 
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Die Vektoren und GréSen héheren Grades sind Systeme von Bestimmungs- 
zahlen, die sich eben bei dieser lokalen Gruppe in bestimmter von der 
Transformation der £” abhangiger Weise transformieren. Sind die Bestim- 
mungszahlen einer GréBe, z. B. v’, iiber X,, definiert, dh. also als Funk- 
tionen der &" gegeben, so spricht man von einem Feld. Bei der Trans- 
formation (1) betrachtet man die durch (4) gegebenen v% als neue Be- 
stimmungszahlen desselben Feldes. Die Transformation von v” zu wv hat 
also nichts damit zu tun, wie die v” von den &” abhangen. Bei der Trans- 
formation (3) kann man dagegen neben v” ein neues Feld betrachten, 
dessen Bestimmungszahlen ‘v” sich in derselben Weise in den 7” ausdriicken 
wie die v” in der ¢”. Man beweist leicht, daB die ‘v” sich beim Ubergang 
von (vy) zu (N) wie die Bestimmungszahlen eines Vektors transformieren, 
und daB dasselbe fiir GréBen beliebigen Grades gilt. Dieses Verfahren, das 
Mitschleppen des Feldes bei einer Transformation der Art (2) heiBt, und 
das namentiich bei Variationsproblemen benutzt wird, ist grundverschieden 
von dem Verfahren, das von v” zu wv fiihrt. 


Aligemeinere lokale Bezugssysteme. 


Die bisherigen Begrifisbildungen lassen eine Verallgemeinerung zu, die 
sich in drei Stufen vollzieht: 


1. Loslésung der lokalen Transformation von der Trans- 
formation der &’, 


Die Transformationen der lokalen Gruppe, die im obigen Beispiel den 
Transformationen der &” in eindeutiger Weise zugeordnet waren, kénnen 
ganz frei gemacht werden. Dies geschieht, indem statt des zu den &” ge- 
hérigen Systems (») ein System (k) von n beliebigen linear unabhangigen 
kontravarianten Vektoren e” und den zu diesen reziproken Vektoren e, ein- 


gefiihrt wird, die sich in beliebiger von der Transformation der £” unab- 
hangiger Weise transformieren in ein System (K), bestehend aus den Vek- 


toren e" und i... Werden die Bestimmungszahlen in bezug auf (k) baw. ( K) 
mit den laufenden Indizes h,...,m bzw. H,..., M versehen, so ist offenbar 


(14) 


Den laufenden Indizes h,..., m ordnen wir die festen Indizes aus der 
vertikal gedruckten Zahlenreihe 1,...,m.zu, den laufenden Indizes H,..., M 
dagegen die festen Indizes aus der Reihe 1,..., i. Die Beziehungen zwischen 
den Bestimmungszahlen in bezug auf (v) und in bezug auf (k) ergeben 





~— beer 2 6 6 ae 
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sich aus den Gleichungen 


j k 
v'=v'’e, et ve, 
J ? 
(15) | 
ai A 
w, = we" 6; = w,e;. 


Nicht stets liGt sich das System (k) mit einem System von Ur- 
variablen ¢* in Verbindung setzen. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir lautet bekanntlich 


(16) de aya 0. 


Im anderen Falle, den wir als den nichtholonomen bezeichnen, sollen die 
Bestimmungszahlen von dé” in bezug auf (&) geschrieben werden (dé)*, 
da die é* fiir sich keine Bedeutung haben und dieselbe Rolle spielen wie 
die nichtholonomen Parameter in der Mechanik. 

2. Einfiihrung mehrerer lokaler Mannigfaltigkeiten. Jedem 
Punkte der X, werden mehrere lokale Mannigfaltigkeiten zugeordnet, jede 
mit ihrer eigenen affinen Gruppe. 

Der einfachste Fall dieser Art tritt auf, wenn wir nicht (») durch 
(k) ersetzen, sondern (k) neben (v) einfiihren. Die beiden lokalen Mannig- 
faltigkeiten fallen dann in einer einzigen HZ, zusammen, aber in dieser 7, 
sind jetzt zwei Gruppen definiert, die von den Transformationen der ¢” 
abhiingige zu (») gehérige und die von diesen Transformationen unab- 
hangige die zu (k) gehért. Auch hier treten bei einer GréBe héheren Gra- 
des verbindende Bestimmungszahlen auf, z. B. die des Einheitsaffinors 


Il 


Soe & 
Aj = €,€ Cr,» 


k 
7 


(17) 


mit deren Hilfe sich die aller anderen GréBen ableiten lassen, z. B.: 


«kee geek ke gt 
(18) 1; =%,, 45, =; 4). 


Ein allgemeiner Fall, der in dieser Arbeit dauernd auftritt, entsteht, 
indem jedem Punkte der X, auBer der ZH, der zu (v) gehérigen Gruppe 
eine Z,, m+n, mit einer von den Transformationen der £” unabhingigen 
Gruppe zugeordnet wird. Es existieren dann drei Arten von GréBen, die 
rein zu EZ, bzw. H,, gehdrigen und die Verbindungsgréfen, deren Indizes 
sich zum Teil auf (»), zum Teil auf das in Z, gelegene Bezugssystem 
beziehen. : 

3. Ubergang zu einer beliebigen Gruppe in der lokalen Man- 
nigfaltigkeit. Bei dieser letzten Erweiterung kann von den betrachteten 
Mathematische Anpalen, 108. 50 
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Systemen von Bestimmungszahlen natiirlich keine lineare homogene Trans- 
formation mehr verlangt werden. Das einfachste fast triviale Beispiel bil- 
det das System der &” selbst, jedem Punkt der X, ist jetzt die X, selbst 
zugeordnet und die lokale Gruppe ist die Gruppe aller Transformationen (1). 
Wir wollen solche sich nicht linear homogen transformierende Systeme 
»geometrische Objekte“*) nennen. Sie treten iibrigens auch schon bei den 
lokalen Z, auf, das bekannteste Beispiel bilden wohl die Parameter I’, 
einer affinen Ubertragung. Uberall, wo in der Differentialgeometrie solche 
geometrische Objekte auftreten, ist das Bestreben hemerkbar, die Behand- 
lung auf Systeme mit linear homogener Transformation*) zuriickzufiihren. 
In der affinen Geometrie geschieht dies durch Einfiihrung der kovarianten 
Differentiation. In der verallgemeinerten projektiven und konformen Geo- 
metrie, wo jedem Punkte der X, eine lokale X, mit einer projektiven 
bzw. konformen Gruppe zugeordnet ist, erreicht man dasselbe Ziel durch 
Einfiihrung iiberzihliger Koordinaten, wodurch die lokale X, ersetzt wird 
durch eine Ey, N>n, mit einer mit den Transformationen der £” fest 
gekuppelten Gruppe und nachfolgender Einfiihrung einer kovarianten Diffe- 
rentiation. Auch fiir geometrische Objekte halten wir uns an der Regel, 
daB der Kernbuchstabe bei Transformationen fest bleibt, waihrend die neuen 
laufenden Indizes einer anderen Buchstabenreihe entnommen werden, z. B.: 


(19) Pin = Alte Ti, + AN dy Ak. 


Abdrosselung. 
Aus den Urvariablen é” lassen sich n Skalarfelder z bilden, die den &’ 


numerisch gleich sind. Beim Ubergang zu neuen Urvariablen bleiben die E 
also als Skalar invariant, wahrend die £” in ¢% iibergehen. Wir bringen dies 
zum Ausdruck durch die Gleichung 


¥ 


(20) g% 2". 


Die &” sind nicht zu verwechseln mit den &“ ey, die keine Skalare sind. 


*) Veblen, der wohl zuerst nachdriicklich auf die Bedeutung dieser Systeme 
hingewiesen hat, prigte den Ausdruck ,invariant“, den wir lieber durch ,geome- 
trical object“ ersetzen, zunichst mit Riicksicht darauf, da8 die in einer differential- 
geometrischen Untersuchung auftretenden Systeme dieser Art stets eine vom Bezugs- 
systeme unabhingige geometrische Bedeutung haben, dann aber auch um falsche 
Assoziationen zu vermeiden, die bei der iiblichen Bedeutung des Wortes ,invariant“ 
leicht entstehen kénnten. 

*) AuBer den GréBen besitzen auch Gréfendichten und PseudogréBen eine solche 
Transformation. Vgl. J. A. Schouten und V. Hlavaty, Zur Theorie der allgemeinen 
linearen Ubertragung, Math. Zeitschr. 30 (1929), S. 414—432. 
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Es ist klar, da® die kovarianten MaBvektoren ¢, aus den E entstehen 
durch die kovariante Operation der Gradientbildung 


und da8 man die kontravarianten MaBvektoren e bekommt durch Division 


4 
des Vektors dé” durch die Skalare dé: 





y__ 0&” 
(22) Fade 
6€ 


Dividiert man schlieBlich die Skalare dé durch die Skalare dé , 80 ent- 
stehen die n* Skalare des Kroneckerschen Symbols: 





(23) om 
0§ 
Die Gleichungen (21) bis (23) zeigen zusammen mit 
» 0g” 
(24) A, ss ee* 


den Unterschied zwischen den vier in den Gleichungen (5), (6) auftreten- 
den Symbolen, deren Transformationsweise in der Tabelle (12) iibersicht- 
lich dargestellt wurde. 


Den Ubergang von &” zu E nennen wit Abdrosseln des Index y. In 
derselben Weise nennen wir den Ubergang einer Gréfe oder eines geo- 
metrischen Objektes mit p Indizes zu den n” Skalaren, die den Bestim- 
mungszahlen in bezug auf die zu diesen Indizes gehérigen Bezugssysteme 
gleich sind, Abdrosseln der Indizes in bezug auf diese Systeme und geben 
diese Abdrosselung an durch Uberfiihrung der betreffenden Indizes nach 
den Stellen oben und unter dem Kernbuchstaben, z. B. 


bali, 

(25) Amoi * Ai, 
ons + Si a 
e=h ae. 


Es ist klar, daB Abdrosselung der Indizes bei einer Grdfe (aber nicht bei 
einem allgemeinen geometrischen Objekt) erreicht werden kann durch 
Uberschiebung mit allen méglichen Kombinationen von geeignet gewahlten 
MaBvektoren, z. B. 
(26) v= vj’ e*e*e, 
Au a pf 
50* 
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und riickgingig gemacht werden kann durch Multiplikation der gewonnenen 
Skalare mit geeigneten MaSvektoren und Addition, z. B. 

vin 


(27) Vai’ = » Calpe’. 


Von diesem Umstande kann man Gebrauch machen, um fiir Gréfen die 
Abdrosselung eines einzigen oder einiger Indizes zu definieren. Darunter 
wird dann verstanden die Uberschiebung jedes abzudrosselnden kontra- 
bzw. kovarianten Index mit den n ko- bzw. kontravarianten MaBvektoren, 
die den Urvariablen des Index angehéren, z. B. 


(28) B-. = tan’ ee 


Auch diese Abdrosselung la8t sich riickgingig machen, z. B. 


(29) vin” = y.” eaeB. 


Es ist klar, daB eine kovariante Gleichung bei Abdrosselung eines Index 
oder einiger Indizes die Eigenschaft des Kovariantseins behilt. 
Verwendete Indizes. 


Wir geben hier schlieBlich noch eine Ubersicht iiber die verwendeten 
Buchstabenveihen und Zeichenreihen fiir die laufenden bzw. festen Indizes: 


laufende Indizes feste Indizes 

ees | 

Dn Kose Dice 

h, ..., ™m , es 

(30) Bos a ic nail 
ee . te & 

Rice aka 

Oi vm @ m-+1,...,%7 

er a+1,.... 8 


Theoretisch ist man natiirlich vollstindig frei in der Wahl der laufen- 
den Indizes innerhalb der angenommenen Buchstabenreihe. Die Lesbarkeit 
der Formeln und die Wahrscheinlichkeit, Fehler zu vermeiden bzw. noch 
zeitig zu entdecken, werden aber beide sehr erhéht, wenn man diese Frei- 
heit, die fiir jeden besonderen Fall natiirlich aufrechterhalten werden mu, fiir 
sehr oft vorkommende Fille etwas einsvhrinkt. Es emp‘iehlt sich dabei, 
im griechischen Alphabet im allgemeinen » zu bevorzugen fiir den kontra- 
varianten Index, 4 fiir den kovarianten, » fiir die erste kovariante Diffe- 








3 


ae —™ ma = g2aiirwiti CoC, 4, Ge si or 


_ 
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rentiation, w fiir die zweite und & fiir die dritte. Man schreibe also z B. 


(31) V,,v" = 0,0" + I7, 0° 
und nicht etwa 
(32) V0 =a,0' + Tio", 


was zu vielen Verwirrungen und Druckfehlern Anla8 geben wiirde. Die 
entsprechenden Indizes in den anderen Buchstabenreihen ergeben sich aus 
folgender Tabelle: 

kontr. kov. 1. Diff. 2. Diff. 3. Diff. 


(v) y A be @ gE 
(N) N A M Q = 
(33) (k) k i 7 l h 
(K) K I J L H 
(c) c a b d e 
(C) C A B D E 
§ 2. 
Die in X,, eingebettete und eingespannte X,,". 
In der X, sei eine X, mit den Urvariablen 7°, a,...,.g=1,...,m 
»eingebettet* mittels der Gleichungen 
(34) &" = &"(n°), 


bei welchen wir die Stetigkeitsbedingungen am Anfang des § 1 in Erinne- 
rung bringen. Etwaige neue Urvariablen in X,, bzw. X,, seien &™ bew. n°. 
Jedem Punkte der X,, ist dann eine lokale Z, mit dem Bezugssystem (¥) 


der MafSvektoren e’, é,, und eine lokale Z, mit dem Bezugssystem (c) 


der MaSvektoren e°, é, zugeordnet. Dementsprechend gibt es in diesem 


Punkte den Einheitsaffinor Aj der X,, den Einheitsaffinor Bj der X,, 
und die VerbindungsgréBe 


sy 0” 
(35) Be _= an* 





mit der Transformationsweise 

(36) BY — A® BS By. 

Durch Abdrosselung entstehen aus dieser GréBe zuniichst die m kontra- 
varianten Vektoren der X,, 


(87) "= 


¥ pr ,? ag” 
= e= 
a7 ; 


ay] 





a 
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die in jedem Punkte der X, einerseits eine m-Richtung bestimmen, die 
wir die m-Richtung der X,, nennen, und anderseits eine in der lokalen Z, 
gelegene E,, die wir zur Unterscheidung von der lokalen Z,, der X,, mit 
E., bezeichnen. Ferner entstehen die n kovarianten Vektoren 





i. se 
(38) B,— 


der X,. Aus (35) und (37) folgt, daB By sich folgendermaBen in den 
MaBvektoren ¢ und @ ausdriicken la8t 





(39) Rai e" 











Jedem Linienelement dy*° der X,, in der lokalen Z,, der X,, ist das Linien- 
element 


(40) dé” = Bidn* 


der X, in der lokalen EF, zugeordnet. Man kann nun das System (c) 
auch in jedem Punkte beliebig wahlen und sich beliebig linear homogen 
transformieren lassen ohne Bezugnahme auf irgendwelche Urvariablen der 
X,,- In den Formeln (35) bis (38) ist dann nur @7° durch (@7)° und 
dy* durch (dy)° zu ersetzen, da die 7° im allgemeinen nichtholonome 
Parameter werden. Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen, iiber- 
haupt auf eine Gleichung der Form (34) verzichten und statt dessen 
von der Gleichung (40) mit (d7)* statt dy* ausgehen, wo die GroBe Bj, 
die den Rang m haben soll, jetzt iiber X, gegeben ist und die (d7)° im 
allgemeinen keine exakten Differentiale darstellen. Die sich beliebig linear 
homogen transformierenden (d7)° lassen sich als Bestimmungszahlen eines 
Vektors in einer EZ, auffassen, und die Bj bestimmen eine E,, in der 
lokalen Z,, die mit E,, bezeichnet werden mag. An den Gleichungen (35) 
bis (40) andert dies nichts, nur sind die dy° und @n° durch (dm)° baw. 
(@m)° zu ersetzen und es ist zu beachten, daB der Definitionsbereich der 
B; jetzt im allgemeinen n-dimensional ist. Die X,, ist in dieser Weise 
ersetzt durch eine in jedem Punkte mit einer m-Richtupg ausgestatteten X,, 
die eine in X,, eingebettete X;" heiBen soll. Werden die m-Richtungen X,, 
bildend, so geht die X;" auf ein System von co” ” X,, zuriick, und wird 
der Definitionsbereich der m-Richtungen geniigend eingeschrankt, so ent- 
steht der Fall der einzelnen X,. 

Wir betrachten den allgemeinsten Fall der Xz° in X,. Die schon bei 
den Linienelementen zur Sprache gebrachte Korrespondenz zwischen der 
lokalen Z,, und der lokalen EZ, auBert sich auch darin, da8 jedem kontra- 
varianten Vektor v° der X," stets in eindeutiger Weise ein kontravarianter 
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Vektor 6” der X, 
(41) 6” = Byv’ 
zugeordnet ist. Den Vektoren e° entsprechen dabei nach (37) die Vektoren e’. 


Umgekehrt korrespondiert mit einem kontravarianten Vektor 6” der X,, 
dann und nur dann ein einziger Vektor der X;', wenn es einen Vektor v* 
gibt, der der Gleichung (41) geniigt. Da diese Gleichung sich infolge (37) 
auch schreiben laBt 

(42) o = be", 


ist dies deun und nur dann der Fall, wenn 6” zur E” gehért. Die Korre- 
spondens zwischen den kontravarianten Vektoren der Z,, und der £,, ist 
also eine eineindeutige. Von einem Vektor 6”, der zur E, gehért, wollen 
wir sagen, daB er in der X;" liegt. 

Jedem kovarianten Vektor w, der X, ist dagegen stets in eindeutiger 
Weise ein kovarianter Vektor ‘w, der X;" zugeordnet: 


(43) ‘wa= Bi w,. 


Dieser Vektor wird as und nur dann Null, wenn die (n —1)-Richtung 
von w, die m-Richtung von X;," enthalt. Aus der Gleichung 
(44) B, = Bri, 
folgt, daB die B, mit den kovarianten MaBvektoren @, korrespondieren. 
Umgekehrt ist einem kovarianten Vektor ‘w, der X;,' kein kovarianter 
Vektor der X, zugeordnet. 

Wir machen jetzt von der eineindeutigen Korrespondenz zwischen der 
E,, und der FE, Gebrauch, indem wir die korrespondierenden kontra- 
varianten Vektoren identifizieren und also 6” und v° auffassen als Be- 
stimmungszahlen einer und derselben GréBe, die sich sowohl als Vektor 
der X, als auch als Vektor der X;" auffassen 1a8t. Dementsprechend heben wir 
den Unterschied in den Kernbuchstaben auf und schreiben von jetzt an 
v” statt 6”. Diese Identifizierung wird geometrisch nahegelegt durch den 
Umstand, da8 sich dé” und dy“ in (40) auffassen lassen als Bestimmungs- 
zahlen desselben Linienelementes, das sowohl in der X, als in der X;" liegt. 
Nach dieser Identifizierung von E,, und E,, erhalt jetzt (43) folgende 
geometrische Deutung. Der durch zwei parallele Z,_, in HZ,, darstellbare 
Vektor ‘w, entste}+ aus dem durch zwei parallele Z, , in EZ, darstellbaren 
Vektor w, durch Schnitt mit Z,. 

Aus dieser ersten Identifizierung folgt bei Anwendung auf B; 


(45) Bi = B; Bi =Bi, 
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wodurch B und B identifiziert werden und bei Anwendung auf e° 

(46) e” me 2", “ 
woraus sich Identifizierung von € und é ergibt. Die Kernbuchstaben B 


und é verschwinden von hieran aus der Rechnung, (41) geht also iiber in 











(47) v’=Bjv’ 
und (43) in 
(48) ‘we= Bi w, 











Weitere Vereinfachungen ergeben sich erst, wenn die X, eingespannt 
wird, d. h. jedem Punkte der X, eine (n — m)-Richtung zugeordnet wird, 
die keine Richtung mit der m-Richtung der X;" gemeinschaftlich hat. Dies 
kann geschehen durch Festlegung von m unabhangigen kovarianten Vek- 
toren é,, deren (n —1)-Richtung die m-Richtung der X%" nicht enthilt, 
in jedem Punkte der X,., Diese ¢, kénnen unter sich beliebig linear 
homogen transformiert werden. Die e kénnen also durch Abdrosselung 
entstehen aus einer VerbindungsgréBe Bf m-ten Ranges, die mit dem 
unteren Index in der X,, mit dem oberen in der zu diesen Transformationen 
gehorigen E,, liegt: 





(49) e—Bies, (vgl. (37)), 
(50) Bi= ee° (vgl. (39)). 











Die MaBvektoren ¢, und ef dieser Z,, hier sind natiirlich im allgemeinen 


nicht identisch mit den in (37) und (39) auftretenden MaBvektoren der 
dort eingefiihrten Z,, sie werden aber identisch, und es fallen somit die 


beiden £,, zusammen, sobald man die Transformationen der e, mit denen 
der e” kuppelt, indem die é, so gewahlt werden, daB 


(51) 


# a §f. ‘ 


{ae 
aril 


Dies bedeutet geometrisch, da die Schnitte der ¢, mit der lokalen 2, 
der e” die Doppel-Z,,_, des Parallelepipeds der e” sind. 

Wir machen jedoch vorlaufig von dieser Kupplung noch keinen Ge- 
brauch und gehen von (50) aus, dabei sogar noch vollstandig auBer acht 
lassend, da8 auBer der (n — m)-Richtung in jedem Punkte der X, noch 
eine m-Richtung definiert ist. Es ergibt sich dann eine Gedankenréihe, 
die zu der von (39) ausgehenden vollkommen dualistisch ist. Neben der 





aos kre — & 


~_ 


a. a. oe 
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Em der e* in (50), die jetzt noch nichts mit der Z,, der (dy)° zu tun 
hat, existiert die m-dimensionale Gesamtheit der linear aus den e, ab- 
leitbaren Vektoren, die sich in eineindeutiger Weise abbildet auf die ko- 
varianten Vektoren derjenigen Z,, die aus der Z, durch Zusammenlegung 
nach der (n — m)-Richtung der Einspannung entsteht. Diese letzte Z,, soll 
zur Unterscheidung mit Z,, bezeichnet werden. Jedem kovarianten Vektor w, 
der Z,, ist stets in eindeutiger Weise ein kovarianter Vektor w, der X, 
zugeordnet : 


(52) w, = Bw, (vgl. (41)). 


Den Vektoren é, entsprechen dabei nach (49) die Vektoren ,. Umge- 
kehrt korrespondiert mit einem kovarianten Vektor w, der X, dann und 
nur dann ein einziger Vektor der Z,,, wenn es einen Vektor w, gibt, der 
der Gleichung (52) geniigt. Da diese Gleichung sich auch schreiben laBt 
(58) w, = &,w (vgl. (42)), 
ist dies dann und nur dann der Fall, wenn w, zur Z,, gehért. Die Korre- 
spondenz zwischen den kovarianten Vektoren der Z,, und der Z,, ist also 
eine eineindeutige. Von einem kovarianten Vektor w,, der zur Z,, gehért, 
wollen wir sagen, daB er in der X;° liegt. 

Jedem kontravarianten Vektor v” der X, ist dagegen stets in ein- 
eindeutiger Weise ein kontravarianter Vektor der Z,, zugeordnet: 


(54) ‘v® = Biv” (vgl. (43)). 


Dieser Vektor wird dann und nur dann Null, wenn wv” in der (n — m)- 
Richtung der Einspannung liegt. Aus der Gleichung 


(55) Bi=B; e" (vgl. (44)) 
folgt, daB die B mit den kontravarianten MaSvektoren e korrespondieren. 


Umgekehrt a, einem kontravarianten Vektor ‘v° der ZH, kein kontra- 
varianter Vektor der X, zugeordnet. Wir machen jetzt von der einein- 
deutigen Korrespondenz zwischen der HZ, und der Z,, Gebrauch, indem 
wir die korrespondierenden kovarianten Vektoren identifizieren und also 
sowohl w, als w, auffassen als Bestimmungszahlen einer und derselben GroBe, 
die sich ¢ sowebl. als Vektor der X, als auch als Vektor der Z,, auffassen 
la8t. Dementsprechend schreiben wir von jetzt an w, statt w,. Nach Iden- 
tifizierung von EH, und HZ, erhalt jetzt (54) folgende Bedeutung. Der 
durch zwei Punkte in Z,, darstellbare Vektor ‘v* entsteht aus dem durch 
zwei Punkte in ZH, darstellbaren Vektor vw’, indem die beiden letzten 
Punkte mit der (n — m)-Richtung der Einspannung zwei Z, _,, bestimmen, 
die bei der Zusammenlegung Punkte der Z,, werden. 
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Aus dieser zweiten Identifizierung folgt bei Anwendung auf B; 
(56) Bi = B? Bs = Bf (vgl. (45)), 
wodurch B und B identifiziert werden, und bei Anwendung auf ea 


(57) e=& (vgl. (46)), 
woraus sich die Identifizierung von e und e ergibt. Die Kernbuchstaben B 
und e verschwinden von hieran aus der Rechnung. (52) geht also iiber in 











(58) w, = Bi w, (vgl. (47)) 
und (54) in 
(59) ‘y° = Biv" (vgl. (48)). 











Erst jetzt fiihren wir die Gleichung (51) ein, die die beiden Gedanken- 
reihen, ausgehend von (39) bzw. (50), kuppelt. Aus (51), (45) und (56) 
ergibt sich dann: 











(60) Box = Ba 
Aus (47) und (58): 
(61) Bi =B; B? 











Aus (61) und (47) bzw. (58) folgen: 





(62) v= Biv" |, 








(63) wWe= Bi w, (vgl. (62)). 











SchlieBlich folgt aus (60) und (61) 
a) Br=B, Bf, 
c) Bo=B, By. PF 
Nachstehendes Schema*) erleichtert die Ubersicht und gibt an, wie die 
verschiedenen Formeln aus den drei Voraussetzungen (39), (50), (51) und 
den beiden Identifizierungen J, und J, folgen. 


Fiir den Fall, daB v” bzw. w, in der X," liegt (vgl. 8.763 und 765) 
und also ein Vektor v° bzw. w, der X;° existieren muB, der der Gleichung (47) 


*) In dem Schema sind in den Formeln (39) und (50) die Indizes 6 und in (51 
die Indizes a und c links zu weit nach rechts eingezeichnet. 








e 
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bzw. (58) geniigt, liefert nun (62) bzw. (63) das Mittel, diesen Vektor in 
v” bzw. w, auszudriicken. Liegt v” bzw. w, nicht in der X;", so laBt sich 
mit Hilfe von (59) baw. (48) ein Vektor ‘v° bzw. ‘w, konstruieren, dessen 


39)\Amab az (00) beStegg $ 


o 7 
cso gina? of| 
~ & f yt 
(93) mgnbigiv,, (66) rage By, 65) BS 150005 BS” 


A 














(98) tiy= Efiny, (59)'u = Bf 
¥ 2 B= 8268 eS 
5) B= 8 (6 5, = SB (SQ B=Bs 
x a” Zi be 


wate | | a | 1 
NZ NI 


(17) = 8 v° —> (60 BxBy 82 <—— (58) m= 8,0, 


pee i ee 


(62) v= Bf 63) Myy= Een, 


Bestimmungszahlen ‘v” bzw. ‘w, aus (47) bzw. (58) folgen." Anwendung 
von (62) bzw. (63) ergibt dann 


(65) ‘y= Biv’ = Be 'y” 
bzw. 
(66) ; ‘we = Bow, = Bi'w,, 


woraus hervorgeht, daB v” bzw. w, sich zerlegen la8t in eine Komponente 
‘v’ bzw. ‘w,, die in der X," liegt, und eine Komponente, die in der 
(n —m)-Richtung der Einspannung liegt bzw. die m-Richtung der X," 
enthalt. Wir nennen dementsprechend von jetzt an ‘v’= Biv" bzw. 
w;, == Biw, die X;'-Komponenie von v” bzw. w,. Zusammenfassend 
haben wir also jetzt folgendes erreicht. Es gibt beliebige kontra- bzw. 
kovariante Vektoren der X, und solche, die in der X," liegen. Jeder in 
der Xx" liegende Vektor besitzt sowohl Bestimmungszahlen mit den Indizes 
@,...,@, als solche mit den Indizes a,...,g. Den Ubergang zwischen 
beiden Arten von Bestimmungszahlen geben die Formeln (47), (62) bzw. 
(58), (63). Beliebige Vektoren der X, besitzen dagegen keine Bestimmungs- 
zahlen mit den Indizes a,...,g. Sagen wir von einer GréBe der X,, dab 
sie an der Stelle eines bestimmten Index in X," liegt, wenn sie sich an 
dieser Stelle mit Bj iiberschoben nicht fndert, so folgt die Regel: 
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Hine Grofe der X, kann Bestimmungszahlen haben, die an einer be- 
stimmten Stelle einen Index der Rethe a,...,h tragen, wenn sie an dieser 
Stelle in der X,” liegt. 

Ein Beispiel gibt die GréSe B, die vier Arten Bestimmungszahlen 
besitzt: By, Bz, Bi, Bg, deren aaa sich in (60), (61) und (64) 
ausdriicken. 

Nach der Einspannung ist jedem Punkte eine m-Richtung und eine 
(n — m)-Richtung zugeordnet, und das Ganze laBt sich also auch auffassen 
als eine in der X, eingebettete eingespannte X,", wo einfachheitshalber m’ 
geschrieben ist statt n—m. Fihrt man nun genau dieselben Betrachtungen 
fiir diese X." durch und bezeichnet man den Einheitsaffinor der X™ 
mit Cy, p,....w=m-+l1,...,n, so ergeben sich fiir C> und Cj die 
Gleichungen 

a) C3 =e, e; Oi = e'es, 
(67) b) o-ors= eb, 


c) C= Cs =e" é,, 


wo die Vektoren er und é, zusammen mit e" und é zwei reziproke Systeme 


bilden. Vektoren, "die j in der — legen, wee zwei Arten von Bestimmungs- 

zahlen, deren Beziehungen folgendermaBen lauten: 

, a) vw =C;0’'; v =C;v’, 

(68) » i 
b) m=Ciw,; w—C wm, 


und der Zusammenhang zwischen A, B und C ist gegeben durch die Formel 
(69) Aj = Bj + Ci. 
Ferner gilt die Regel: 

Hine GréBe kann dann und nur dann Bestimmungszahlen haben, die 


an einer bestimmten Stelle einen Index der Rethe p,...,w tragen, wenn 
sie an dieser Stelle in der X," liegt. 
Jedem Punkte der X, sind also jetzt eine Z,, éine H,, und eine Ly 
zugeordnet, und es gibt 
1. GréBen der X, mit Indizes aus den Reihen «,..., w; 
2. GréBen der X." mit Indizes aus den Reihen a,...,@ und a,..., 9; 
8. GréBen der X," mit Indizes aus den Reihen «,..., @ und 7, ..., w; 
4. VerbindungsgréBen, die iiberall Indizes aus der Reihe «,..., m tragen 


kénnen, und an den Stellen, wo sie in X.” bzw. X”” liegen, auch Indizes 
aus den Reihen a,...,g bzw. p,..., w. 








kon 
















tensor der V,": 
(70) 


Aus der Gleichung 
(71) 


die die Orthogonalitat der Einspannung zum Ausdruck bringt, (69) und 


(70) folgt dann 
(72) 

woraus hervorgeht 
(73) 

und 


(74) 


In derselben Weise gilt fiir den Fundamentaltensor c,, der V,” : 


(75) 


sowie die aus (71) und (75) folgenden Gleichungen 


(76) 


(77) 


(78) 


Induzierte Ubertragung in einer in L,, eingespannten X,.". 
Durch Einfiihrung einer linearen Ubertragung mit den Parametern Ij, 


(79) 
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Wir betrachten jetzt den Spezialfall, wo die Einspannung zustande 
kommt durch einen in der X, gegebenen Fundamentaltensor a,,. Die X, 
wird zur V, und die (n—m)-Richtung der Einspannung ist die zur 
m-Richtung der X," in bezug auf den eingefiihrten Fundamentalsensor 
orthogonale. Eine mit einer quadratischen MaSbestimmung ausgestattete 
X;’ wird mit V," bezeichnet. Es mu8 dann méglich sein, aus By und 
a,, allein die Bj und By zu bilden. Zunichst bilden wir den Fundamental- 





a 
bap —= Bab Gin . 








- | Bofa,=0}, 











Bi Ab ai, = Bi Bk a, = Be bas, 





Bi = b° Bi ai, 














By = Brf b* a, |. 
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§ 3. 


dv” = dv’ + Ij, v' dé" 
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werde die X, zur L,. In bezug auf das nichtholonome Bezugssystem (k) 
des vorigen Paragraphen lautet die Ubertragungsgleichung 


(80) bv" = dv* + pv‘ (dé) 
mit der Transformationsgleichung 
(81) Vi = AGeTTy,, + Aba, Af. 


Liegen v” und dé” in X,", so ist durch die X,"-Komponente von dv’ 
eine Ubertragung in X,”" gegeben, die sogenannte induzierte Ubertragung. 
Eine X," mit einer in ihr gegebenen linearen Ubertragung heiBe L,”. 
Dasselbe gilt fiir die X2". Wir gehen jetzt einen Schritt weiter, legen v” 
in X”* und w” in X,” und betrachten stets nur die Komponente des 
Differentials in der zum Felde gehérigen Mannigfaltigkeit. Es entstehen 
dann zwei kovariante Differentiale: 


a) dv° —dv® + Pi,0* (dé)’, 
B) dw" = dw’ + I, w? (dé)? 
») bo? = do’ +1s,0* a8)", 
8) 5w’ = dw’ +I, w?(de)’, 


(82) 


und zu jedem ein kovariantes Differentialquotient: 


m 
a) Divo =BeV,v =v +Tyv*, 


(83) B) View" = BYCTV, w" = aw" + yyw, 


, 


y) Dav’ = CP BEV, v =a,v° + Ty, v*, 
6) V,w'=CV,w" =a,w'+T;,w’. 
Beide lassen sich auch mit griechischen Indizes schreiben: 
a) Vv" = Behe’, 
= b = r 
(84) B) Sraad = B,C, apd 
”) V,0" = OS BzV, 0°, 


m m’ 
5) V,w" = Cf; 0, w’. *) 


*) Es ist zu beachten, daB, nach unseren Voraussetzungen iiber den Gebrauch 
der Indizes, Ausdriicke wie dv° oder V,v° sinnlos sind, da dv” und v, v” nicht in 
Xx" liegen. Gerade aus diesem Grunde miissen hier neue Differentiationssymbole 
eingefiihrt werden. 
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Aus (84a) ergibt sich 


(85) BEV, v0" =V, 0’ + v'H;;’, 
und ebenso 

(86) BEV, YY =D, MU+ v, Diya; 
wo 


ae a) Hyi” = — BAT, Cs = BEV, Bz = — Bei (Vp ea) e’, 
| B) Lj", = — Bg; V_ Cl = Be;V BI = — Ba; (Ope”) és 


der erste und der zweite Kriimmungsaffinor der L," sind, die mit » bzw. 2 
in der L," und mit wi bzw. uy in der L," liegen. In derselben Weise 


gibt es zwei Kriimmungsaffinoren Hii’ und L;"; der Lr". 

Da die neuen Operatoren den gewdhnlichen Regeln in bezug auf Summen 
und Produkte geniigen, lassen sie sich auf GréBen héheren Grades anwenden, 
die mit einigen Indizes in der Ly" und mit den iibrigen in der pag 
liegen, z. B. 


(88) 0,7," = Boe O20, Ti” = Ta” + Tyo Ta” — Ven Te’. 


Da nun aber jeder der Operatoren 3, 3, yr, v nur GréBen erzeugen kann, 
die mit einigen Indizes in der L” und mit den iibrigen in der Ly’ liegen, 
folgt daraus, daB jede beliebige Aufeinanderfolge dieser Operatoren, an- 
gewandt auf GréBen der angegebenen Art, stets Sinn hat. 


§ 4. 
Die D-Symbolik. 


Es sei vj,” ein Feld, das mit dem Index 4 in Ly liegt, mit dem 
Index « in L™ , wahrend es in bezug auf » als GréBe der L, aufzufassen 
ist. Es existiert dann das gewoéhnliche kovariante Differential dvj,,", bei 
welchem vj;,” iiber alle Indizes als GréBen der L, aufgefaBt wird. Nun 
ist der Ausdruck 


(89) dé” Bol OL Vs 055" 


ebenfalls ein kovariantes Differential von vj,,”, und zwar eins, dessen Indizes 
in derselben Lage in bezug auf L;", L;" und L, sind als die von vj,”. 


Mit den bisher eingefiihrten Symbolen 54, 3,3 lapt sich dieses Differential 
aber ohne Verwendung von Faktoren B und C nicht bilden. Man miiBte 
also hier ein neues Differentiationssymbol und einen entsprechenden Diffe- 
rentialoperator einfiihren, und dies hatte fiir jedes Feld, das mit einigen 
Indizes in L7", mit anderen in L7” liegt und das in bezug auf die iibrigen 
als GréBe der L, aufzufassen ist, aufs neue zu geschehen. Die verschiede- 
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nen Operatoren unterscheiden sich nun offenbar nur durch die Anzahl der 
Faktoren B und C, mit denen in den Formeln wie (89) tiberschoben wird, 
und die Angrifisstellen, wo die Uberschiebung stattfindet. Verschiedene 
Autoren sind da ungefahr gleichzeitig auf den Gedanken gekommen, diese 
lastige Einfiihrung von neuen Operatoren dadurch zu umgehen, daB die 
Anzahl der Faktoren B und C und die Angrifisstellen statt durch irgend- 
einen am Operator angehefteten Index durch die Wahl der Indizes aus 
den Reihen a,...,g; p,...,w oder «,...,@ angegeben wird. Man kann 
dann mit einem einzigen Operator, etwa D, auskommen, z. B.: 

(90) Dy vip” = Bra Op Va vai 

Es ist aber eins zu beachten. Bisher galt fiir alle Ausdriicke die Regel, 
daB Indizes a,...,g nur dort auftreten kénnen, wo der Ausdruck Uber- 
schiebung mit B vertragt, daB aber an allen Stellen auch Indizes a,..., 
auftreten kénnen, und entsprechendes fiir die Indizes p, ..., w, so daB also 
z. B. V.. vi,” eimen Sinn hat, V,v,,” dagegen nicht. Der zweite Teil dieser 
Regel gilt nicht mehr in D-Formeln, wird z. B. a in (90) durch 4 ersetzt, 
so bedeutet dies, daB vj,” bei der Differentiation, auch was den Index {4 
betrifft, als GréBe der L, aufzufassen ist, und es entsteht also eine ganz 
andere GréBe: 

(91) Dyvi;” = By C2 Vs 05," 

D-Formeln und V- oder 6-Formeln diirfen also niemals verwechselt oder 
durcheinander verwendet werden, da die Indizes in ihnen eine grundver- 
schiedene Bedeutung haben. Charakteristisch fiir V-Formeln und Formeln 
ohne Differentiation ist, daB ihre Bedeutung nur vom Skelett (= Inbegriff 
von Kernbuchstaben, Stellung der Indizes und Stellung der: vorgenommenen 
Uberschiebungen) abhingt, nicht aber davon, welche von den erlaubten 
Arten von Indizes verwendet sind. Die D-Formeln besitzen diese Eigen- 
schaft nicht. 

Wir definieren jetzt die D-Operatoren folgendermaBen. u” ist ein 
Feld der L,, v° liege in L”, w” in L7”. 
«) Dip =V,p, 
B) Diu’ =V,u’, 


92 
(92) vy) D,v° = BV, +e’, 
6) D,w’ = CrP, w’. 
«) Dip = BYV.p, 
we A y 
(98) B) Dou B; at, 


vy) Dav? = BYyV,.v’. 
6) Dyw" = BY CrV,w’" 
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«) Dyp ae Civ Pp, 
) Dyu” = O20, u’, 
y) Dv = C7 BrV,v", 
6) Dw’ = O70, w’". 


(94) 


Die Operacionen D,, D,, D, sollen Differentiation nach L, baw. nach L, 
bzw. nach Ly” heifen. Entaprechende Formeln gelten fiir kovariante Vek- 
toren. B und C lassen sich also jetzt folgendermaBen ausdriicken: 


(95) BJ = D.é; OC, =D,€’. 


Die Operatoren D geniigen den formalen Regeln der Differentiation von 
Summen und Produkten und es ergeben sich daraus die Regeln fiir die 
Differentiation einer GréBe héheren Grades mit verschiedenen Arten von 
Indizes, wie z. B. (90), (91). Sehr wichtig ist, da8 auch die formalen 
Regeln fiir Uberschiebungen gelten, und zwar fiir die drei méglichen Arten 
von Uberschiebungen entsprechend den drei Arten von Indizes, z. B. 


(96) Dy v4" w* = (Dy v,") w* + 0,” (Dyw*). 

In den Formeln (92), (93), (94) fehlen gerade die Bildungen, die entstehen 
durch Uberschiebung des differenzierten zu L;" gehérigen v mit C und des 
differenzierten zu L;" gehérigen w mit B. Diese Bildungen sind aber keine 
éigentlichen Differentialkomitanten, da sie nur von den lokalen Werten von 


v bzw. w und von den im vorigen Paragraphen definierten Kriimmungs- 
affinoren abhangen. Ist doch 


(97) «) OV,.0" =—Cyv'v, C7 = — (ir + Ein) 
B) BEV, w" =— Béw"v, Bl— — (Hi? +L;%,) w', 
woraus sich bei Uberschiebung mit B bzw. C ergibt: 
a) BY OLV,v” ——Be Oro’, 0% = — Hie’ 0%, 
say 6) BEV, - ~ Bi*w’V, BE = — Lifyw’, 
vy) O1V,.0° =—ONe'v,0? =—L,'.v°%, 


5) Of BEV, w" = — Of Bi w"V, B! = — Hy; w”. 
Fiir die Kriimmune=affinoren folgt aus (92), (94) 
(99) «) yore =D, Ba = Dy Daé ’ 
B) Ly', = Dy BE 


Mathematische Annalen. 103. 51 
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und entsprechende Formeln gelten fiir Hund L. Von den in (92), (93), (94) 
fiir eine in L, eingespannte L;" definierten Differentialquotienten verlieren 
(927), (926) und (94) ihre Bedeutung, wenn man zu einer in L, einge- 
spannten L,, iibergeht. Dasselbe gilt von (926), (94), (93y) und (936), 
wenn man die Einspannung der L,” aufhebt. Ist aber aus irgendeinem 
Grunde eine Ubertragung in der L;" vorhanden, so bleibt die Definitions- 


gleichung D, v° =V,0', das Band mit V, fehlt aber jetzt. 

Die D-Symbolik ist von verschiedenen Autoren unabhingig vonein- 
ander aufgefunden worden. Ein erster Ansatz findet sich bei Lagrange’), 
der das kovariante Differential einer GréBe der L, ausschreibt fiir die ver- 
bindenden Bestimmungszahlen in bezug auf zwei Systeme von Urvariablen 
(») und (N) 

dui. = dui + riyoi dé" — Pi, 05% de". 
Es liegt hier natiirlich noch kein Grund vor, 6 und D zu unterscheiden, 
da es sich immer noch um zwei verschiedene Systeme von n Koordinaten 
in derselben Mannigfaltigkeit handelt*). Erst bei van der Waerden’) wer- 
den GréBen betrachtet, die mit einigen Indizes in V,, mit den anderen in 
einer in V, eingebetteten V,, liegen, und es werden die Operatoren dé“ D, 
wirkend auf GréBen der V, und dy’ D, wirkend auf GréBen der V, und 
de: V,, (mit der Bezeichnung @) definiert. Unabhiangig von ihm wur- 
den diese Operatoren mit derselben Wirkungssphire aufgefunden von 
J}. Bortolotti*). Leider hat Bortolotti kein neues Differentiationssymbol 
ingefiihrt, sondern das Zeichen V beibehalten, was zu Verwirrungen fiihren 
kann und unndétigerweise den Gebrauch der nur durch das Skelett bestimm- 
ten alten Formelin im Verlauf der Rechnung unméglich macht. SchlieBlich 
findet sich derselbe Operator dy’ D, (mit der Bezeichnung D) auch bei 
Duschek-Mayer®). Der Operator D,, auf GroBen der V,, ausgeiibt, findet sich 
in einer spateren Arbeit von Bortolotti*®) und wird dort (in seinem System 


5) Calcul différentiel absolu, Mém. des Sciences Math. Fasc. 19 (1926), p. 10. 

*) Der Index p auf 8. 10, Z. 9 v. ob., der den Schein des Gegenteils weckt, ist 
offenbar nur ein Druckfehler. 

”) Differentialkovarianten von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten in Riemann- 
schen m-dimensionalen Raumen, Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927), S. 153—160. 

8) Spazi subordinati: equazioni di Gau8 e Codazzi, Boll. Un. Matem. 6 (1927), 
p. 134—137; Sulle varieta subordinate negli spazi a connessione affine e su di una 
espressione dei simboli di Riemann, Boll. Un. Matem. 7, 2 (1928), p. 8. 

%) Lehrbuch der Differentialgeometrie, Teubner 1930, S. 156. Herr Mayer teilte 
mir am 21.1. 1930 brieflich mit, daB ihm die beziiglichen Arbeiten der oben genannten 
Autoren unbekannt seien und da8 er iiber den Operator D schon im Wintersemester 
1926/27 an der Wiener Universitat vorgetragen hat. 

) Scostamento geodetico e sue generalizzazioni, Giorn. di Matem. di Battaglini 
66 (1928), p. 153-191. 
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weniger konsequent) mit V* bezeichnet. Die Zerlegungen der Differentiale 
von v und w, die in (82) zum Ausdruck kommen, finden sich iibrigens 
schon viel frither bei Weyl**) und Cartan**). 


§ 5. 
KriimmungsgréB8en der V;" in V,,. 


Wir betrachten den Fall einer V," in V,, deren MaSbestimmung durch 
den Fundamentaltensor a,, der V, gegeben ist (vgl. 8. 769). Fiir die Fun- 
damentaltensoren 6,, und c,, gilt dann infolge (93) und (94): 


(100) «) D,b,.=9; B) D,b,,.=9; 
(101) «) D,c,,=9; B) Dio, =9; 
(102) D,@,,=9; D,a,,= 9; D,4%,,=9, 


und daraus folgt unter Beriicksichtigung von (99) 
(103) Iya” = Dybae Bia” = Dy BE = Hiya’. 


Der Unterschied zwischen L und H verschwindet also und dasselbe gilt 
fir Z und H. so daB statt (97) kommt 


«) 0,0 =— (#.,.+ H,,)0’, 
B) b,,V,0' = ria (Fw, t+ Hy.) 


Zweimalige Differentiation nach V," eines Skalars p und Alternation fiihrt zu 


(104) 


(105) Dy Dap = Dy Bay Dip = Hai Dep. 
Da aber anderseits 

(106) Dp Da; P = % 2a; P + Mav 2 P; 
folgt 

(107) de dai p = — Tien de p + Hiiat @P- 


Die linke Seite von (107) verschwindet also dann und nur dann identisch, 


wenn sowohl Hyj<’ als auch Ij», verschwinden. Nun ist laut (87) 


Se ba ( qd ) r 
(108) Hisal = — Boa \dip ai) € 
"1) Zur Infinitesimalgeometrie: p-dimensionale Flachen im n-dimensionalen Raum, 
Math. Zeitschr. 12 (1922) 8. 154—160, insbes. 8. 155. 


2) La géometrie des espaces de Riemann, Mém. des Sc. Math. 9 (1925), p. 47. 
51* 
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und Ha’ verschwindet also dann und nur dann, wenn die JV," zu einem 
System von co” V,, degeneriert. In dem Falle verschwinden auBerdem die 
I»; dann und nur dann, wenn die 7° in diesen V,, holonome Parameter 


sind. Aus (108) folgt fiir p = bei Uberschiebung mit e¢ 
(109) Tien = e an x = BS @» Ba 


und die Ig»; Adngen also nur von der Hinspannung und nicht von der 
Ubertragung in der V, ab. Aus (109) und der ausgeschriebenen Formel (100) 


(110) a bee —US, bac — TE bag = 0 


lassen sich aber die I») in bekannter Weise berechnen, und daraus folgt, 
daB die in V;" induzierte Ubertragung nur von }b,, und von der Einspan- 
nung abhangt und folglich invariant ist bei solchen Anderungen des Fun- 
lamentaltensors a, die b und die Hinspannung unverdndert lassen. 


Bei zweimaliger Differentiation nach V, eines Vektors u” der V,, er- 
gibt sich die bekannte Gleichung 


(111) Dio Dye” = — 5 Kopi’ wu’, 


wo K,,,,;" die KriimmungsgréBe der V,, ist. 


Bei zweimaliger Differentiation nach V, eines Vektors v° der V," er- 
gibt sich 


(112) DieD,yo* = Dw BY,| Duy” = {Hho iy + Hho jai} Day 0? — 5 BK. ji" 0 


und eine entsprechende Formel besteht fiir einen Vektor w" der V2". Zwei- 
malige Differentiation eines Vektors u‘ der V, nach V," und Alternation er- 
gibt nach (103) und (111) 


7 u“ y - ‘ y 1 @ «a Ue 
(113) Dig Dyyu” = Dg By D,u" = Hai; Dyu — 9 Bat Ko,i'u’. 


Zweimalige Differentiation nach V,;" und Alternation eines Vektors v° in 
Vx ergibt infolge (106) ' 
m m a 
(114)  DjDyv°= De Dyv ef = Hii)’ D, 0° — Agi Ue, v* + v Dia Dy, e° 
he of c 1 —$ --@_ @ 
= Hai; D,v — 79 Kata Vv, 


wo 


. ae e eo ee 
(115) 5 Kin = — € Dia Doe + Mai; Tar 


m 
ao c e ce se e +e 
= Hai; Var — dja \a\) — Dea Tai: — Tani ae- 
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Ebenso folgt fiir einen kovarianten Vektor v, in V," 
m m 

(116) Dia Do\ 4 = Hii)" D,v. + 5 Kita’ ve. 


Die GréBe K ist nicht wie die linke Seite von (114) und (116) nur von 
b und von der Einspannung abhangig und also keine eigentliche Kriim- 
mungsgréBe der V;". Dies liegt daran, daB der erste Term rechts in (114) 
und (116) auBer von der Einspannung noch von der Ubertragung in der 
V, abhaingt. Nun ist aber 


(117) D,v° + Hy°,0* = a0 + 20° BS Of Ge Be; 

und der Ausdruck in der linken Seite dieser Gleichung ist also nur von 
der Hinspannung abhdngig und nicht von der Ubertragung in der V,. Sie 
ist eine Art Ableitung, die wir mit dem Zeichen Dj, belegen. Da ent- 
sprechendes fiir kovariante Vektoren gilt, lauten die Definitionsgleichungen 
von D; 


a) Div® = Dev’ + He'gv* = av" + 20° BE Or Ae Be, 


(118) m a : 
B) Dove = Deva — Haig ve = 040g — 2 Ve BS Cf dj0Bz 
= 2B? Cr Ooo Vu) + 
(114) und (116) lassen sich dann schreiben 
m m 
(119) DigDyv’ = Has Dyv’ — 5 Kiba’ 0", 
m m 
(120) Dra Drive = Hiais* Dive + 4K aba’ ve, 
wo 
m m m m 
(121) K* jie’ = Kata’ — 2 Hai’ H.°, 


nur von b,, und von der Einspannung abhingig und also eine richtige 
KriimmungsgréBe der V," ist. 

(1188) gibt Aufschlu8 iiber die geometrische Bedeutung von Dj, Djv. 
ist die Komponente von 2 4,,¥,) in ve iiber den ersten und in V," iiber 
den zweiten Index. Dj hdngt also weder von der Mafbestimmung noch 
von irgendeiner Ubertragung ab und existiert demzufolge auch bei einer 
in X, eingespannten X,". Man iiberzeugt sich leicht, daB die Komponente 
in Vx" oder V2" tiber beide Indizes nicht zu einer linearen Ubertragung 
fiihrt. 

Zweimalige Differentiation nach V," und Alternation eines Vektors w’ 
der Vz" ergibt 
(122) DjaDyw"' = Dy Dyw e" = Hais'Dy w’ — Hai Tp gw” +o DaDve' 


.@ r 19S p 
= Hai Dw — 5 Kitp vw’, 
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wo 
(123) Ly = HiT. pe — Gal ipo) — Cea D0) — Mani pe - 


In derselben Weise lassen sich, ausgehend von Vx", die KriimmungsgréBen 


Ks;" und "Kea® ableiten und ein Differentialoperator D;, wirkend auf 


GréBen der Vz". Die zu D’ gehérige Ubertragung hat die Eigenschaft, daB 
es Parallelogramme gibt mit zwei Seiten in V,;" und zwei in Vz" und ist, 
wie man leicht nachrechnet, durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt. 

Bei zweimaliger Differentiation nach V;," einer GréBe mit drei ver- 
schiedenen Arten von Indizes tritt, wie leicht aus (118), (114) und (122) 
hervorgeht, fiir jeden Index ein Term mit der entsprechenden Kriimmungs- 


gréBe auf und auBerdem noch ein einziger Term mit Hay’, z. B. 
(124) DeDy Tia" = His Dy Tia’ + + Bet Kopi » tad 
+ Kae’ Nis’ —5 ‘Kas;’ Ti? 


§ 6. 
Die verallgemeinerten Gleichungen von Gau8, Codazzi und Ricci fiir 
Vv," in V,,, abgeleitet mit Hilfe der D-Symbolik. 


Die Gleichung (124) fiihrt uns in einfachster Weise zu den verallge- 
meinerten Gleichungen von GauB, Ricci und Codazzi. Bei Anwendung auf 
B; ergibt sich 

.e ¥ = ’ 1 a ¥ 1 @ ees? 
(125) Dea Aja = Da Dy B, os Hii" D, Ba + 9 Kita B; = 5 Bite Keiji 
oder 
(126) BSt2 Ks ;i”— Kisa’— 2 Hii Hy’s— 2 Dy Hye” 
= K5s+ 2 Bgit i", — Hj.) — 2 Dy Bas’, 
und aus dieser Gleichung ergibt sich bei Uberschiebung mit B? die ver- 


allgemeinerte Gleichung von Gau8 (vgl. Der Riccikalkiil, Berlin: Julius 
Springer 1923, weiterhin zitiert als R.K., 8.198 Formel (157)) 





(127) Bites Kopi” = K° dba °4 9 Hai? He* t+ 2 Ha’ tel Hija" 











die bei Abdrosselung der Indizes g die Gestalt 











(128) Bf! Kopi = K*sic'+ thyi, Tat + 2 he° hue 




















Nichtholonome Gebilde. 
annimmt (vgl. R.K. 8.198 Formel (158)), wo 


r m r r i 
h.= — Ha‘ eg= ‘Dy e,) Ba, 


(129) 
L;° = — H;*, e' = (Dye”) B; 
p p P ? 


und bei Uberschiebung mit Cy die verallgemeinerte Gleichung von Codazzi 





m nm 


(130) Bata Oy Kaui’ = — 2 Hais He'a — 2 Dig Hiya" 











oder, in anderer Form, bei Abdrosselung der Indizes g und r (vgl. R.K. 
8. 200 Formel (168 b)): 














4 o 4 Ks oe ¢ r r @ 
(131) 2 Dighs\a= + Bete e, Kiii”— 2 Ia) Ye — 2 va hoe ; 
wo 
r — r ol Deet= 1" 
(182) va ° alg eg ae Iya, 
Ue = H;*,e% ey. 
p Pp 


Bei Anwendung von (124) auf C) ergibt sich 
(133) Dea Hy -= mie x Dua Dy) C; 

:.. ve) 2 me 

= Hai Dy Cy + 5 Kai” Of — 5 Bat Kai” Cp 
oder 
ou payp...* a S 6. .e a 

(134) Bat C; Kopi = Kis, + 2 Has) Ay, — 2 Da Hij'»- 
Uberschiebung mit C; ergibt die verallgemeinerte Gleichung von Ricci 











(135) BGs Opt Kaui” = Kaiy’ + 2 Haye Hey’ 


- 





wahrend Uberschiebung mit BY auf (130) zuriickfiihrt. Abdrosselung der 
Indizes p und r ergibt 


r ¥ ee r , .e 
(136) Bite" ey Koji = Kiii e* ey + 2 hua \e\ bey. 
Da aber 


(137) "Kasi é, e= 2Dia {e¢ D>, ea) —2 (De®) (Dy ea) —2 hranie' (Di ee) ef 


i o. = se 4 r 
Da Pi 2 Ya Vo) + 2 hari, 
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wo 


(138) u=ele* Dieg* — Tye, 


laBt sich die verallgemeinerte Gleichung von Ricci in der Form (vgl. R.K. 
S. 200 Formel (170b)) 





(139) Br} MKopi e é, = 2 Dia Yi — 2 ba o) a i 2 Ian i +> Shan Is" 











schreiben. 
Die Gleichungen (130), (131) und (139) unterscheiden sich von den 
vee sae-anana Gleichungen fiir V,, in V, durch das Auftreten der 


His bzw. han enthaltenden Zusatzglieder. Die Kriimmungsgré8en K . 
*, x und K geniigen ihrer Definition nach der ersten Identitat (vgl. 
R. K., 8. 87) 

m mm’ 

(140) Kg =9,: Keaiy>'=0, 


m'm e m’ 
Keon =9, Koop =9. 


Aus (101), (102) folgt in bekannter Weise, daB sie auch der dritten Iden- 
titat ha R. K., 8. 88) geniigen 


Dia Dy eee _ Ae -_ 0, Kaen “ae 0, 
m’m 


Keg (ac) =0 , + ae =0. 


(141) 


Die KriimmungsgréBen Kk und "kK geniiger zusammen einer Art von vierter 
Identitat (vgl. R. K., 8. 89), die erhalten wird durch Vergleichung von (135) 


mit einer analogen Formel fiir K: 
mm’ " m m'm m’ P m’ 
(142) Koepr + 2 Mia. jr) Heiep = Kprac + 2 Hip. jc| Arise- 
Berechnen wir Dig Dy vq, auf zwei verschiedene Arten: 
ee 1 m 
Dia Dy va) = Hais* Dye) %ei + 3 Kisii ve, 
m m m 
Dia Dy Vo = Dia Bos) Di 0, = Hedi * Dig) Va) — ve Hidis® Hai'e » 


so entsteht eine zweite Identitdt (vgl. R. K, 8. 88) fiir K : 


(143) Kidiay = — 2 Has" Hay’, 
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und also auch eine fir K’: 

(144) Kabat = — 4 Hid" Hay. 

Diese Formel kann auch direkt aus (127) abgeleitet werden. 


Eine Beziehung zwischen H und H erhilt man aus (130) durch 
Alternation iiber d, 6b und a: 


m m’ m 
(145) Hai" Hig)" + Da Hai = 9. 
Aus der ersten, zweiten und dritten Identitét von K folgt die wierte 
Identitat : 
m m m m 
(146) Kavac — Kacas = 12 Hac’ Hasj, 


in anderer Form: 


m m m m m m m m 
(147) Kévac — Keeas = 12 Hiac * Haq — 2 Hiais® Hoeg + 2 Hracie Hai‘. 


§ 7. 
Kriimmungstheorie einer V,," in X,. 


Wir betrachten jetzt eine in X, eingespannte X," und stempeln diese 
durch Einfiihrung eines Fundamentaltensors b,, zu einer V,"."*) Die MaB- 
bestimmung in der V,", fiir sich allein, ware nicht imstande, eine Uber- 
tragung zu erzeugen, ist aber auch die Hinspannung mit gegeben, so lassen 
sich die ['f, aus den Gleichungen (109) und (110) berechnen, und da- 
durch ist dann in der V," eine metrische Ubertragung festgelegt. Der 
Operator D, bekommt also einen Sinn, allerdings nur bei Anwendung auf 
GréBen der V,”: 


(148) Dyv’ = v°+ Ty, v", 


die Operatoren D, und D, existieren dagegen gar nicht. Da es keine 


¥ 


Ubertragung in der X, gibt, existiert Hiya 


(107) die GréBe Hii’, die wir hier, wo Hi. * nicht existiert, lieber M;,” 
schreiben (vgl. (108)), und die nur von der Einspannung und nicht von 
b,, abhangt: 


(149) My." = % Ba — Tsu Bz = C7 a Bay. 


nicht, dagegen existiert laut 


18) Vgl. Vranceanu, C. R. 188 (1929), p. 973—975. 
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Der nur von der Einspannung abhingige Operator D; behilt seine Be- 
deutung: 


(150) Div’ = 8, 0° + 20° BP Cf te Bry, 
verliert aber die in (118) zum Ausdruck kommenden Beziehungen zu 
Hy;". Daneben existiert Dj: 


(151) Dy w’ = aw" + 2w? CP By Ao. Ch, 
und es ist wie vorhin: 
(152) Di, Di p = 0. 


Bei zweimaliger Differentiation nach V," eines Vektors v° der V," und 
Alternation ergibt sich wie in (119): 

(153) Dig Dy’ = Mii * Div’ — 5 Kaba’ v*, 

wo Eis aber jetzt nicht mehr durch (121), sondern durch 

(154) K gic’ = 4 Mag" Bo Go By — 2 aT Yo), — Pia \o\0 — Diao Tee 


gegeben ist. Eine entsprechende GréBe K *;¢p" existiert hier natiirlich nicht. 
Dagegen la8t sich eine KriimmungsgréBe bilden durch Anwendung des 
Operators D*D;*— Dj Df auf v°, wo die Operatoren D* folgende Be- 
deutung haben: 

Ds v= D, v’, 
(155) D; v° = Div’, 
Dy w’ = Dj w’. 

Es ergibt sich dann 
mm’ 
(156) Dg Div = Miia‘ v*, 
wo 
mm 


(157) Mgba° = 0% Tey — 2% Of Be Oh, Bi 
— 4, Bh {20s. Ck Bs + 213, C% Bs — 278, Cf Bik 
— 4 BY Cla, Ci}. ‘ 

Die GréBe 

(158) Di ber = Nave 

wird nach (118) gleich 


m 
Hada: 


so daB auch diese GréBe unabhingig ‘von der Ubertragung in X, ist. 
Wird 4. Bj; = 9, so wird erstens die Einspannung X,,:-bildend, zweitens 
werden alle Vektoren ¢, X,-1-bildend, woraus folgt, daB die MaBvektoren 











dt ap wht ee He 
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der V," entstehen durch Schnitt der V," mit den X,-, dieser Vektoren. 
Der Operator Dj, geht dann laut (118) iiber in den Operator 2, und die 
GréBe M:j.° geht iiber in a, 1%.) 
§ 8. 
Schlu8bemerkung. 


Das Anwendungsgebiet der D-Symbolik ist durch obige Darlegungen 
keineswegs erschépft. Namentlich haben wir festgestellt, daB die D-Sym- 
bolik groBen Nutzen bringt bei der Theorie der Deformation und bei der 
Behandlung der héheren Kriimmungen einer V,, in V,. 


14) Ein analoger Fall liegt z. B. vor in der unit&éren Geometrie, vgl. J. A. Schouten 
und D. v. Dantzig, Unitiére Geometrie, Math. Annalen 1098 (1930), S. 319—346. 


(Eingegangen am 11. 5. 1930.) 








Charakterisierung der 2 —1-dimensionalen 
abgeschlossenen Mengen des Rh”. 


Von 


Felix Frankl in Moskau. 


In einer fritheren Note*) wurde der Satz, da8 im R” jede n — 1-dimen- 
sonale abgeschlossene Menge Gebiete des Raumes zerlegt*), fiir n — 3 be- 
wiesen; er laBt sich unter Beniitzung von von Alexandroff*) bewiesenen Satzen 
auch so formulieren: Unter den abgeschlossenen kompakten Teilmengen 
des R” sind die im klassischen Sinn n —1-dimensionalen mit den nach 
Alexandroff n —1-dimensionalen identisch. Die nm — 1-dimensionalen ab- 
geschlossenen Mengen des R” werden also durch die Gesamtheit der folgen- 
den beiden Eigenschaften charakterisiert: 

a) sie enthalten keine inneren Punkte; 

b) sie zerlegen mindestens ein Gebiet des R”. 


Wie wir gesehen haben, beruht die Hauptschwierigkeit des Beweises 
fiir n 3 auf der Existenz von Knoten im R*. Fiir n> 4 la8t sich der 
Satz leichter beweisen, da es im R” fiir n >4 keine Knoten gibt. 

Zum Zwecke dieses Beweises wollen wir zunichst (in viel weiterem 
Umfang, als wir ihn brauchen) den Zusammenhang zwischen dem Dehn- 
schen *) und dem mengentheoretisch-topologischen Isotopiebegriff °) herstellen. 
Dehns Behauptung, da8 zwei in seinem Sinne isotope Komplexe auch im 
Sinne der mengentheoretischen Topologie isotop sind, ist in dieser Allgemein- 
heit vielleicht nicht ganz einfach zu beweisen. (Meines Wissens findet sich 


1) Frankl u. Pontrjagin, Ein Knotensatz mit Anwendung auf die Dimensions- 
theorie, Math. Annalen 102 (1930), S. 785. 

*) Vgl. Urysohn, Fund. Math. 7, S. 135, Problem a; Alexandroff, Gétiinger Nach- 
richten 6. VII. 1928, § 1, und Ann. of Math. 30, S. 166. 

*) Alexandroff, Géttinger Nachrichten a. «. 0. § 5. 

*) Dehn-Heegaard, Enzyklopddieartikel, 8. 164. 

5) Siehe etwa Urysohn, Fund. Math. 7, 8. 83, FuBnote 2. 
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in der Literatur noch kein Beweis.) Sehr einfach wird der Beweis jedoch, 
wenn man den Dehnschen Isotopiebegriff durch folgenden wenigstens a priori 
spezielleren Begriff ersetzt. 


Sei H = (a, «,...0,,,] ein offener ¢-+- 1-dimensionaler Simplex im R" 
(im folgenden wird nur der Fall ¢=1 gebraucht). Wir bezeichnen mit A 
die (abgeschlossene) Vereinigung derjenigen unter seinen #-dimensionalen 
Randsimplizes, die den Simplex [«, «,...«,] enthalten, und mit B die Ver- 
einigung derer, die [a,,,@,,,---@,,,] enthalten. A und B haben den ge- 
meinsamen Rand S. Sei nun K ein i-dimensionaler Komplex, der zu E — 8 
fremd ist, so nennen wir K+ A und K+ B elementar-isotop. Zwei Kom- 
plexe, welche durch eine Kette von Elementar-Isotopien ineinander iiber- 
gehen, nennen wit kombinatorisch-isotop. Den Komplex, der aus den 
Simplizes dieser Elementar-Isotopien besteht, nennen wir den erzeugenden 
Komplex der Isotopie. 

Unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungsweise kénnen wir nun 
beweisen: 


Lemma 1. Zu einer beliebig kleinen polyedralen Umgebung U von 
E — § existiert ein Homéomorphismus von U auf sich selbst, der A in B 
iiberfiihrt und alle Punkte des Randes von U fest laBt. 


Daraus folgt sofort: 


Lemma la. Jede kombinatorische Isotopie la8t sich als mengen- 
theoretisch-topologische auffassen. 


Beweis. Wir nehmen an, der R‘**, in dem Z liegt, habe die Glei- 
chungen 2;,,—=2;,,—=--.=2, = 0. Wir verbinden nun einen inneren 
Punkt y von [@,@,...@,] mit einem inneren Punkt 4 von [@,,, @,49-++%43] 
durch die Strecke yd und machen die Gerade, auf der sie liegt, zur 2,, ,- 
Achse. In dem R"~‘ mit den Gleichungen x, = 2, =...—2,=0 legen 
wir nun um yé eine kleine polyedrale Umgebung P und bezeichnen die 
(offene) konvexe Hiille von F+P mit U. U ist eine Umgebung von 
E—S und kann beliebig klein gemacht werden in dem Sinne, da8 in 
jeder polyedralen Umgebung von Z — S eine derartige Umgebung U liegt’). 
Die Schar der R"~* von der Form 2, = konst., x, = konst., ..., 2, == konst. 
bezeichnen wir mit («). Durch jeden Punkt des Raumes geht genau ein 


*) Denn sei V irgendeine polyedrale Umgebung von E—S und X ein n — 1-dimen- 
sionales Element ihrer Begrenzung. X hat schlimmstenfalls mit S einen Teil eines 
Elements von S gemein, etwa des Elements Y=[a,a,...a,). Dann gibt es einen 
n-dimensionalen offenen Simplex 2’ = [aj «,...a,a{,,...0«/] (wobei a in der Nahe 
von a und «/,,,...,@, in der Néhe von «,,, liegen) von der Eigenschaft, daB 
E—YC E’ und X wz E£’ fremd ist. Man kann nun P so wihlen, daB es in 2’ liegt. 
Macht man dies fir alle X, so gilt UC V. 
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R"~‘ der Schar (@); wenn dieser zu U nicht fremd ist, so schneidet er 
entweder A — S und B—S in je einem Punkt oder er hat mit J nur 
einen Punkt gemein, der auf S liegt’). Wir konstruieren nun einen Homéo- 
morphismus 7’ von U auf sich selbst folgendermaBen: Sei 2 ein Punkt 
von U, so legen wir durch ihn den R*~‘ der Schar («) und betrachten 
die Schnittpunkte «= R"~‘A und 6 =R"~‘B. Wir verlingern die ge- 
richtete Strecke x bis zu ihrem Schnittpunkt 9 mit dem Rard von U 
und ziehen die Strecke 89. Den Bildpunkt x’ = 7'(x) bestimmen wir auf 
der Strecke So so, daB dx:xo = fn’: 2'o. Diese Abbildung ist tatsiach- 
lich ein Homéomorphismus von U auf sich selbst, der den Rand von U 
fest 148t und A in B iiberfiihrt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir werden nun leicht folgenden Hilfssatz beweisen: 

Lemma 2. Sind in einem n-dimensionalen Intervall J (n > 4) zwei 
Punkte « und # seines Randes im Innern durch zwei singularitatenfreie 
Streckenziige p und p’ verbunden, so kénnen p und p’ durch eine Iso- 
topie ineinander iibergefiihrt werden, deren erzeugender Komplex bis auf 
die gemeinsamen Endpunkte von p und p’ ganz im Innern von J liegt. 

Daraus folgt nach Lemma 1 sofort 


Lemma 2a. Es gibt einen Homéomorphismus von J auf sich selbst, 
der den Rand von J fest la8t und p in p’ iiberfiihrt. 

Beweis. Wir durchlaufen p und p’ gleichzeitig von « nach § und 
verbinden immer entsprechende Punkte von p und p’ durch eine Strecke. 
Diese Strecken erzeugen ein Element mit dem Rand p+ p’, welches im 
allgemeinen Singularitéten hat. Wir kénnen es durch ein polyedrales Ele- 
. ment mit demselben Rand ersetzen, wobei wir annehmen kénnen, daB je 
zwei Kanten von Dreiecken dieses Komplexes einander nicht schneiden. 








*) Denn der Durchschnitt g = R*~‘- R‘*+* ist eine Gerade parallel zu 75. Wenn 
diese A—S in « schneidet, so ziehen wir die Strecke 7@ und verlangern sie bis zum 
Schnittpunkt o mit S. Wir betrachten nun das Dreieck ydo. Da die Gerade g zu 
7% parallel ist, mu8 sie die Seite 5c in einem Punkte # schneiden. f liegt aber in 
B-—S.— Hat g hingegen mit S einen Punkt o gemein, so enthalt g keinen weiteren 
Punkt von EZ. Denn giibe es einen solchen Punkt +, dann lige er entweder auf 
einem Randelement von E und g = 67, lage mithin auf einem R‘, der y 4 (in y oder 4) 
schneidet, kénnte also nicht zu yd parallel sein. Oder aber t lage im Innern von E; 
ist dann Y ein Element von S, auf dem o liegt, so bestimmen Y und r einen R‘, 
der y von 4 trennt, also yd schneidet. Also kénnte auch in diesem Falle g = 77 nicht 
zu 74 parallel sein. — R*~‘ und Y bestimmen nun eine Hyperebene R*~* von der 
Eigenschaft, daS E + P—Y ganz auf einer Seite von R"~* liegt; zu jedem Punkt + 
von R*-‘—o kénnen wir daher eine von R*~* sehr. wenig abweichende Hyper- 
ebene R]~* bestimmen, welche durch Y geht und t von E+ P — Y trennt; mit anderen 
Worten, z liegt auBerhalb einer abgeschlossenen konvexen Umgebnng von E+ P—S, 
mithin auBerha’b U0, was zu beweisen war. 
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Dieser Komplex erzeugt offenbar eine Homotopie*) zwischen p und p’. 
Jedem seiner Dreiecke entspricht eine Elementarhomotopie, analog unseren 
Elementar-Isotopien. Ist eine solche keine Isotopie, so kénnen wir sie zu 
einer Isotopie machen, indem wir das Dreieck durch ein benachbartes Ele- 
ment mit demselben Rand ersetzen; denn eine Gerade und eine Ebene, 
welche sich im R” (mn > 4) zueinander in allgemeiner Lage befinden, schnei- 
den einander nicht. Wir erhalten also tatsichlich eine Isotopie zwischen 
p und p’, welche alle Bedingungen des Satzes erfiillt. 

Nun beweisen wir leicht unseren 

Satz. Wenn eine abgeschlossene kompakte Teilmenge F des R” (n> 4) 
kein Gebiet zerlegt, so ist sie héchstens n — 2-dimensional im klassischen Sinn. 

Beweis. Wir zerlegen den R” in polyedrale Elemente so, daB 7 dieser Ele- 
mente héchstens ein n — ¢ +-1-dimensionales Randelement gemein haben. Diese 
Zerlegung bezeichnen wir mit I. Wir wahlen sie so, daB keiner ihrer Eckpunkte 
in F liegt. Zu jeder Kante & der Zerlegung bestimmen wir ein n-dimensionales 
Intervall J,, welches zu allen von & verschiedenen Kanten fremd ist und 
den Durchschnitt k-F im Innern enthalt. Die J, sollen alle zueinander 
fremd sein. Den Durchschnitt k-J, nennen wir k’. Nun gibt es in J, einen 
Streckenzug k” mit denselben Endpunkten wie k’, der F nicht trifit; wir 
fiihren k’ und k” in J, durch einen Homéomorphismus von J, auf sich 
selbst ineinander iiber, der den Rand fest, 148t und machen das fiir jedes k. 
Dadurch erhalten wir einen Homéomorphismus des Raumes auf sich selbst, 
der die Zerlegung I in eine Zerlegung II iiberfiihrt. Der Durchschnitt von 
je n Elementen dieser Zerlegung hat mit F keinen Punkt gemein. Da II 
beliebig fein gewahlt werden kann, ist F nach dem Pflastersatz héchstens 
n — 2-dimensional. — Dieser Beweis gilt selbstverstandlich auch fiir n = 2. 


*) Dehn-Heegaard, Enzyklopidieartikel, S. 164. Die Homotopie unterscheidet 
sich von der Isotopie nur dadurch, daB E—S mit K Punkte gemein haben darf. 


(Eingegangen am 22.11. 1929.) 











Veranschaulichung Nicht-Archimedischer Geometrie. 


Von 


Hans Mohrmann in Darmstadt. 


In seinen Grundlagen der Geometrie*) hat Hilbert zwei von ihm so 
genannte Nicht-Archimedische Geometrien aufgestellt, eine Pascalsche und 
eine Nicht-Pascalsche. Beide enthalten nur eine abzahlbar-unendliche Menge 
von Punkten; und die erste ist iiberdies so einfach, daB man sich, soweit 
dies in Dingen der analysis infinitorum iiberhaupt méglich ist, ohne Schwierig- 
keit ein Schaubild von ihr machen kann. Dabei darf man sich freilich 
nicht darauf versteifen, mit dem Begriff der Zahl den Begriff der Lange 
einer ausgedehnten Strecke zu verbinden. Betrachtet man aber die Zahl 
als Ordinalzahl (Nummer), was man am deutlichsten zum Ausdruck bringt, 
indem man auf Kongruenz-Axiome verzichtet, also nur projective (,,affine“) 
Eigenschaften der Gebilde ins Auge faBt, so laBt sich auch eine Nicht- 
Archimedische Geometrie jedenfalls so weit veranschaulichen, da8 ihre 
Eigentiimlichkeiten sinnfallig zutage treten. 

Eine solche Versinnlichung scheint uns nun deshalb von grundsatzlicher 
Bedeutung zu sein, weil vor allem Pasch*) mit nachhaltiger Wirkung die 
Ansicht vertreten hat, es komme den Stetigkeitsaxiomen der Geometrie 
gegeniiber der Erfahrung eine andere Stellung zu, als den iibrigen Axiomen. 
Nicht zuletzt hieraus sind die groBen Anstrengungen zu erkliren, die einige 
Axiomatiker gemacht haben, um ,die Geometrie“, wie sie sagen, ohne 
Stetigkeits-Axiome zu begriinden, womit sie indessen nur meinen kénnen, 
da8 sie diese erst zuletzt hinzunehmen wollen. 

Wir méchten dagegen die Meinung vertreten, daB die Stetigkeitsaxiome 
der Geometrie*) keinen anderen Rang einnehmen, als die Axiome des ,, Zwischen“: 


*) § 12 und § 34. 

*) Math. Annalen 30 (1887), S. 129. 

5) Diesen gibt man alsdann mit F. Klein und H. Weyl am einfachsten die Form: 
jedem Punkte einer Strecke entspricht eine reelle Zahl eines Intervalls und umgekehrt. 

Die Sonderstellung der reellen Zahlen gegeniiber allgemeineren ,,Zahlen“, die aber 
noch den sogenannten Kérperpostulaten der modernen Algebra geniigen, und damit 
(Fortsetzung der FuBnote *) auf nichster Seite.) 
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die Forderung, da8 zwischen irgend zwei voneinander verschiedenen Punk- 
ten A und B (einer Strecke) ein von beiden verschiedener Punkt C liege, 
also zwischen A und C ein ebensolcher Punkt. D, und so weiter ohne 
Ende scheint mir unsrer Erkenntnis hinsichtlich Erfahrung und Anschauung 
nicht weniger zuzumuten, als die Forderung, da8 die reellen Zahlen aus- 
reichen sollen, die Punkte einer Strecke zu numerieren. Bei einer Begriin- 
dung der Geometrie (im Gegensatz zu einer Untersuchung der Tragweite 
der Folgerungen, die man aus gewissen Gruppen von Axiomen ziehen kann), 
liegt jedenfalls kein Grund vor, die Stetigkeits-Axiome an das Ende des 
Axiomen-Systems zu riicken, und sich damit den Aufbau der Geometrie 
unnétig zu erschweren. 


Nun enthalten die Hilbertschen Nicht-Archimedischen Geometrien, wie 
wir schon sagten, nur eine abzihlbar-unendliche Menge von Elementen, so 
daB gerade der Teil der Forderung der Stetigkeit, den wir soeben beriihrten, 
und der uns nicht weniger plausibel erschien, als die Forderung des er- 
wahnten Axioms des ,Zwischen“, da8 namlich die reellen Zahlen ausreichen 
sollen, die Punkte einer Strecke zu numerieren, hier insofern nicht zur 
Geltung kommt, als die Hilbertschen Nicht-Archimedischen Zahlen (unter 
Aufgabe ihrer GréBenordnung) abzahlbar sind. 

Der Zweck unserer Arbeit ist daher ein doppelter: 


1. wollen wir (in engster Anlehnung an Hilbert) eine Nicht-Archi- 
medische Geometrie betrachten, deren Elemente eine nicht-abzdhlbare Menge 
bilden; und 


2. wollen wir (in den schon charakterisierten Grenzen) ein Schaubild 
dieser Geometrie geben. 


die bevorzugte Stellung der (gewdhnlichen) reellen Zahlen hinsichtlich der Geometrie 
wird dadurch charakterisiert, daB der geordnete Kérper der reellen Zahlen (und 
im wesentlichen nur dieser — vgl. Haupt, Einfihrung in die Algebra, Leipzig 1929, 
Bd. I, 8. 607 u. 8.383) stetig ist. 

Allgemein wird man eine linear geordnete Menge diskreter Elemente ( ,,Punkte 
einer Geraden“) dann und nur dann als stetig (im Sinne der Geometrie) bezeichnen 
diirfen, wenn 

a) die Menge einen Kérper K bildet, und 

b) jeder Schnitt (im Dedekindschen Sinne) in KX durch ein Element von K er- 
zeugt wird. 

Das Dedekindsche ,,Prinzip“ in seiner urspriinglichen Form fiir beliebige linear 
geordnete dichte Mengen ausgesprochen (vgl. Dedekind, Stetigkeit und irrationale 
Zahlen, 4. Aufi., Braunschweig 1912, 8. 11) allein geniigt nicht zur Charakterisierung 
der Stetigkeit in der Geometrie, da ,Liicken* dichter Mengen ohne die Forderung der 
Kérpereigenschaft immer durch Hinzunahme (,,Schépfur ;“) neuer Elemente geschlossen 
werden kénnen (vgl. Hausdorff, Mengenlehre, 2. Auf © ?7, 8. 53). 


Unsere vierte Figur bringt die geschilderten Verna:unisse sinnfallig zum Ausdruck. 
Mathematische Annalen. 108. 52 
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1. Eine Menge von Elementen z, die den von Hilbert so genannten 
linearen Axiomen der Verkniipfung und Anordnung (den linearen projektiven 
Axiomen ohne Stetigkeitsforderung) geniigen, wollen wir Elemente einer 
»Zahlen“-Linie nennen; eine Menge von Punkten, die den linearen und ebenen 
Axiomen der Verkniipfung und Anordnung geniigen, wollen wir Punkte einer 
Flache oder auch kurz Flache (Ebene) nennen; und die in ihr enthaltenen 
(sie konstituierenden) ,,geraden Linien“ g-Linien (geodiatische Linien). 

Mittels eines eigentlichen Dreiecks (OAB) einer solchen Flache und 
2 ihrer g-Linien einerseits, der Elemente 

einer Zahlen-Linie andrerseits kann man 

auf vielfach-unendlich viele Weisen Ko- 

ordinaten x, y nach Art der projektiven 

Cartesischen Koordinaten  einfiihren ‘), 

durch die Punkte der Flache im Innern 

und auf den Seiten OA und OB des 

Dreiecks dargestellt werden (Fig. 1): 

0 4 indem man dem Punkte O ein beliebiges 
~ ia 7 Paar von Elementen (z,, y,) zuweist usw. 

ys (t%< 2%, < 2g). 

Koordinaten dieser Art wollen wir allgemeine Cartesische Koordinaten 
nennen. Diese Koordinaten brauchen keineswegs alle inneren Punkte des 
Dreiecks (OA B) zu erfassen. Wir werden vielmehr sehen, daB wir mit Nicht- 
Archimedischen Koordinaten Punkte nicht fassen kénnen, die wir mit reellen 
(gewohnlichen ) Cartesischen Koordinaten beschreiben kénnen und umgekehrt. 

Bestehen die Koordinaten x = X und y= Y aus der Gesamtheit der 
- nicht-negativen reellen Zahlen und ist X,—0 und Y,=0, so wollen wir 
von gewdhnlichen Koordinaten sprechen. Man kann die von den so er- 
klarten gewohnlichen Koordinaten X, Y erfabten Punkte unter dem Bilde 
eines Quadranten einer Euklidischen Ebene betrachten, die mit einem ge- 
wohnlichen rechtwinkligen Cartesischen Koordinatensystem versehen ist, 
und die wir Anschauungsebene nennen wollen. 

Gehéren die Koordinaten z, y anderen zulissigen Bereichen an, d. h. 
sind sie Elemente einer (allgemeinen) ,,Zahlen“-Linie, und kénnen wir die 
durch sie erfaBten Punkte (P) unserer Flaiche zu den durch die gewohn- 
lichen Koordinaten erfaBten ,gewéhnlichen* Punkten in eine solche Be- 
ziehung setzen, daB jeder gewéhnliche Punkt Haufungspunkt fiir die Menge 
der Punkte (P) ist, d. h. daB in jedem noch so kleinen Kreise 


(X—A)*+(¥—B)*=c* (X,Y,A,B,e reell, |e|>0) 
Punkte der Menge (P) liegen, so wollen wir die Menge (P) augendicht nennen. 





*) Vgl. Math. Annalen 102 (1929), S. 533. 
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2. Wir betrachten jetzt zwecks ,arithmetischer“ Beschreibung der 
Punkte im Innern des Dreiecks (0A B) unserer Ausgangsfliche eine Menge 
Nicht-Archimedischer Zahlen. Diese ,,komplexen“ Zahlen sollen dem Ratio- 
nalitatsbereich R(r, 1) angehéren, wo r jede beliebige reelle Zahl und ¢ einen 
Parameter bedeutet, die also aus r,¢ hervorgehen, indem man die vier ele- 
mentaren Rechnungsoperationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division eine endliche Anzahl von Malen anwendet. Dabei heiBt eine Zahl a 
des Kérpers R(r,¢#) gréBer oder kleiner als eine ebensolche Zahl b 

azb, 
je nachdem die Differenz 
c=a—b, 


als (rationale) Funktion von ¢ betrachtet, fiir geniigend grofe positive 
Werte von ¢ stets positiv oder stets negativ ausfallt. 

Da unser Kérper R(r,¢) die Null enthalt, wollen wir auch hier dem 
Punkte O die Koordinaten z,=—0 und y,=0 zuordnen und zur arith- 
metischen Beschreibung der Punkte im Innern unseres Dreiecks (OA B) 
die Gesamtheit der positiven Zahlen von R(r,t) verwenden. Das kann 
auf vielfach-unendlich viele Weisen geschehen. In jedem einzelnen Falle 
wollen wir diejenigen Mengen von Punkten (2, y), deren Koordinaten 
einer linearen Gleichung der Form: 


y=azr+by+c=0 
geniigen, wo die Koeffizienten a, b,c ebenfalls dem Kérper R(r,?¢) ange- 
héren, und a und b nicht beide Null sind, als »-Zinien bezeichnen. 
Von den Koordinatenlinien 


z=a und y=b 


abgesehen, fallt im allgemeinen keine y-Linie mit einer g- Linie zusammen. 

Da die Koordinaten des Schnittpunktes zweier solcher y-Linien ratio- 
nale Funktionen der Koeffizienten ihrer Gleichungen, und dual die Koeffi- 
zienten der Gleichung der Verbindungs-y-Linie zweier Punkte rationale 
Funktionen der Koordmaten dieser Punkte sind, so erkennt man sofort, 
daB die Punkte und y-Linien dieser Nicht-Archimedischen Geometric siimt- 
lichen (auch den réumlichen) Axiomen der Verkniipfung und Anordnung 
(projektiven Axiomen ohne Stetigkeitsforderung) geniigen. Aus dem gleichen 
Grunde erkennt man auch ohne Miihe, daB in unserer Nicht-Archimedischen 
Geometrie der (fiir ein Paar von y-Linien passend®) ausgesprochene) Pascal- 
sche Satz gilt. 


®) Vgl. Mohrmann, Einfiihrung in die Nicht-Euklidische Geometrie, Leipzig 1930, 
8. 37. 
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3. Wir wollen nunmehr zeigen, da8 die durch unsere Nicht-Archimedi- 
schen Koordinaten x, y erfaBten Punkte des Dreiecks (O AB) in dem er- 
klarten Sinne (Nr. 1) augendicht liegen (kénnen)*). Zu diesem Zwecke miissen 
wir unsere Nicht-Archimedischen Koordinaten x,y zu den gewdhnlichen 
Cartesischen Koordinaten X, Y in passender Weise in Beziehung setzen. 
Wir diirfen nur sagen: in Beziehung setzen; denn eine Abbildung des einen 
Systems auf das andere ist unter unseren Voraussetzungen, selbst bei Be- 
schrinkung auf komplexe Zahlen aus der abzdhlbaren Menge des Bereichs 
R(1,t) = R(t) unmdglich, wie unmittelbar aus der Definition des ,,GréBer“- 
und ,,Kleiner“seins unserer Nicht-Archimedischen Zahlen hervorgeht. 

Hieraus darf man nun aber nicht schlieBen, daB es unméglich sei, 
sich ein (physisches, graphisches) Schaubild unserer Nicht-Archimedischen 
Geometrie zu machen, vergleichbar dem, das wir uns von Gebilden der 
Euklidischen Geometrie zu machen pflegen. Denn man erkennt leicht, 
da8 sich die Koordinaten z, y und X, Y so einfiihren lassen (Nr. 1), daB 
sich viel mehr Punkte decken, als in einem solchen Schaubilde markiert 
wezcen kénnen, ohne da8 deshalb die Eigentiimlichkeiten der Nicht-Archi- 
medischen Geometrie verloren gingen. 

Offenbar geniigt es, um unser Ziel zu erreichen, die Zuordnung der 
Punkte auf einer Achse des Koordinatensystems, etwa auf der Achse 0 A 
soweit durchzufiihren, daB man jeden ihrer Punkte als Haufungspunkt 
der Punktmenge unserer Nicht-Archimedischen Geometrie erkennt. Dies 
kann auf vielfach-unendlich viele Weisen geschehen. Wir treffen unsere 
Wahl so, daB in unserem Schaubild in der frither (Nr. 1) erklarten An- 
_ schauungsebene, wenigstens stiickweise Strecken von Nicht-Archimedischen 
y-Linien 

y=azr+by+c=0 


geradlinige Strecken oder Bégen von Kurven 2. Ordnung (Hyperbeln) ent- 
sprechen. Zu diesem Zwecke geniigt es, wie man unschwer erkennt, die 
komplexen Zahlen der Form 


x 


rt (& reell-rat., ganz) 


methodisch anzuordnen, da die Verteilung der iibrigen Zahlen nach ihrer 
GréBe gem&8 der Forderung des ,,Zwischen“-Liegens fiir unser (physisches, 
graphisches) Schaubild irrelevant ist. 

Wir verfahren so: 


1. Zunachst ordnen wir plangeméB dem Punkte O den Nullpunkt der 
X-Skala und denjenigen der x-Skala zu, dem Punkte A den Wert co; 


*) Das gilt auch von der abzdhlbaren Menge der Punkte der Hilbertschen Nicht- 
Archimedischen Geometrie, der unsere nachgebildet ist. 
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2. weisen wir den Punkten mit den Euklidischen Abszissen 





X=2k+3 (k= —1,0,1,2,...) 
die Nicht-Archimedischen Abszissen 
a=t* 
zu: 
0 a oe 4 Tae ae 6 8 x 
, fe T° ea a et §- a fF a 
Fig. 2. 


(Die Punkte X = 2k-+-4 bezeichnen wir mit U,; sie sollen der Menge x 
nicht angehéren); 


3. stellen wir uns auf einer Euklidischen Strecke der Linge 2 eine 
projektive Skala her, die a) samtliche positiven reellen Zahlen r enthilt, 





~~ 








Fig. 8. 


b) die Endpunkte der Strecke zu Randpunkten hat und c) fiir die die 
Zahl 1 im Mittelpunkte der Strecke liegt und weisen mit Hilfe dieser pro- 
jektiven Skala den komplexen Zahlen 

z=rt* (k=0,1,2,...;5 r>0) 


ihre Platze an, indem wir diese Skala jedesmal so auf die X-Achse legen, 
da8 der Mittelpunkt der Trigerstrecke auf einen Punkt mit ungerader 
Abazisse 

X=2k+3 


fallt, die Endpunkte also auf die Punkte 


U,., wa OU, 
zu liegen kommen; 


4, endlich weisen wir noch den Punkten 
2=rt* (k= 2,8,...; r>0) 


ihre Plitze an. Zu diesem Zwecke projizieren wir die Euklidische Halb- 
gerade-4 oo in der sub 3 ( Fig. 3) charakterisierten Weise so auf die Strecke 20, 
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da8 der Punkt X= 5 auf den Punkt X=1 fallt und ordnen weiter jedem 
Punkte P*, der einem Punkte P mit z=rt* entspricht, als Abszisse 2* 
den reziproken Wert von x zu: 


z* = 


&|— 


in Obereinstimmung damit, daB dem Punkte 
a=t der Punkt 2z*=17* 
entsprechen muB (Fig. 2). 

Auf diese Weise erkennt man unmittelbar, daB jeder Punkt der 
g-Linie OA (X-Achse = z-Achse) Haufungspunkt fiir die Menge z (in 
dem erklarten Sinne) ist; das gilt insbesondere auch fiir die der Menge zx 
nicht angehérenden Punkte U,. 


4. Fiigen wir nunmehr der positiven Hilfte der z-Achse durch Spiege- 
lung der X-Achse an ihrem Nullpunkte O eine negative Halfte hinzu und 


weiter durch Drehung der X-Achse um O durch den Winkel 3 eine y - Achse, 


so ist evident, daB auch jeder Punkt der Euklidischen Hbene (X,Y) in 
dem erklirten Sinne Haufungspunkt der Menge der Punkte (x, y) unserer 
Nicht-Archimedischen Geometrie ist. 

Das geniigt, um das graphische Bild einer belicbigen Nicht-Archimedi- 
schen ,geraden Linie“ (y-Linie) 


y=azr+by+c=0 
zu zeichnen. Wir wihlen die y-Linie , Fig. 4) 
z+2y=—2, 


welche die Eigenschaften unserer Nicht-Archimedischen Geometrie nicht 
weniger deutlich veranschaulicht, als irgendeine andere y-Linie. 

Zur Erlauterung Nicht-Archimedischer Besonderheiten heben wir her- 
vor: 1. Wahrend z die Strecke der Euklidischen Lange 4 durchlauft, deren 
Mittelpunkt in O liegt, dabei bestindig wichst, ja sogar von negativen zu 
positiven Werten iibergeht, wandert der zugeordnete Punkt im Schaubild, 
trotz y= 1— 5 auf der horizontalen Geraden Y= 3. 2. Die Schaubilder 


zweier voneinander verschiedener y-Linien kénnen unendlich viele Punkte 
miteinander gemein haben, z. B. zwei y-Linien mit nur (gewdhnlichen ) reellen 
Koeffizienten ihrer Gleichungen und a°-b>0 die Punkte (Ecken im all- 
gemeinen ) 


Y=—X=+2(k+1) (k=1, 2, 38,...); 
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aber keiner der zuletzt genannten Punkte ist ein Punkt (z,y) unserer 
Nicht-Archimedischen Geometrie: 


m4 
= 
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Fig. 4. 


(Die stark ausgezogene Linie — im Bi-Kamplexen kongruente Stiicke 
gleichseitiger Hyperbeln, im Bi-Reellen nicht-kongruente Stiicke verschie- 
dener’) Hyperbeln und im Reell-Komplexen Stiicke von geraden Linien —- 
ist das Schaubild der y»-Linie 

y=2+2y—2=0. 
Die fein ausgezogenen Parallelen zu den Koordinatenachsen enthalten keinen 
Punkt (2, y) unserer Nicht-Archimedischen Geometrie.) 


Darmstadt, den 15. Januar 1930. 


”) Die Quadrate miissen einzeln aufeinander abgebildet werden. Fiir das Quadrat 
[z>0, y<0] (x,y reell) z. B. lauten die Transformationsformeln : 


22 
X=8+sy1° 
ae oe & 

y—1 


(Eingegangen am 4. 2. 1930.) 





Herrn Julius v. Sz. Nagy zur Erwiderung. 


Von 


Hans Mohrmann in Darmstadt. 


Eine Kritik des Herrn Nagy (diese Annalen 103, S. 502) nétigt mich 
zu einer Abwehr. 

In meiner Arbeit (Ann. 92, 8. 58 ff.) gab ich gelegentlich einer Erwide- 
rung auf eine friihere Arbeit von Nagy beildufig eine Klassifikation ,,der 
2k°+1 hinsichtlich den Ziigen und den auf den Ovalen gelegenen Doppel- 
punkten verschiedenen Arten von Kurven (3k-+-1)-ter Ordnung vom 
Mazximalindex mit k im Endlichen liegenden Ovalen“. (Bd. 92, 8. 67.) 

In seiner neuen Arbeit (Bd. 103) gibt Herr Nagy eine Kiassifikation 
derselben Kurven, bei der er auch die gegenseitige Lage je zweier Ziige der 
Kurven beriicksichtigt (8.503), wodurch er natiirlich mehr Fille erhilt. 
Eine solche Klassifikation vorzunehmen ist Herr Nagy gewi8 berechtigt, 
aber er darf deshalb meine Klassifikation nicht als ,nicht vollstaindig“ 
bezeichnen. Es ist dies geradeso, als wollte man eine Klassifikation der 
Kegelschnitte in der abgeschlossenen projektiven Ebene (2z,:2,:2,) fiir un- 
vollstandig erkliren, weil in der offenen projektiven Ebene (x, y) mehr 
Fille zu unterscheiden sind. 


Hannover, den 31. August 1930. 


(Eingegangen am 1. 9. 1930.) é 
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